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TT enn ich meiner Arbeit einige Worte voransetze, so geschieht diefs 
blofs in der Absicht, darzulegen, wie dieselbe entstanden ist Während 
überhaupt in ähnlichen Fällen eine solche Darlegung mir wünschenswerth 
scheint, finde ich insbesondere für mich eine Art von Wohlbehagen in 
dem Gedanken, dafs hernach Alles, was die Persönlichkeit des Verfassers 
betrifft, abgemacht ist, oder wenigstens vom Verfasser als abgemacht an- 
gesehen werden kann. 

So wie für meine „Entwicklungen,"' so liegt auch fiir meine neue 
Schrifl, z^u der jene gewissermafsen die Vorstudien sind, di^ Veranlassung 
darin, dafs ich zufallig mir entgegentretende, particuläre Resultate auf ei- 
gene Art auffafste, und diese Auffassungsart zu allgemeinen Methoden mir 
ausbildete. Es Hat Herr Poncelet in Grelle's Journal, so viel ich weifs 
zuerst, den Satz gegeben, dafs eine Curve dritter Ordnung ihre Asympto- 
ten in solchen drei Puncten schneidet, die in gerader Linie liegen. Dieser 
Satz fiel mir gleich zu Anfang auf, als ich im Sommer 1832 meine Auf- 
merksamkeit auf die Gurven höherer Ordnungen richtete. Ich erkannte 
sogleich, dafs derselbe^ in die Sprache der Analysis übertragen, anders 
nichts hiefse, als dafs es im Allgemeinen möglich sei, eine Curve der drit- 
ten Ordnung durch eine Gleichung von der Form: pqr /us = 0, darzu- 
stellen. Es lag nah, den Nerv dieser Möglichkeit in der Anzahl der neun 
Gonstanten, welche auch diese Form impUcite enthält, zu erblicken; hiernach 
neue Formen zu bilden und die neuen Formen geometrisch zu deuten. Aus 
dieser eben so einfachen als fruchtbaren Bemerkung entfaltete sich die hier 
vorliegende neue Gestciltung der analytischen Geometrie, deren Eigenthüm- 
lichkeit und deren Stärke in dem vollständigsten Parallelismus zwischen 
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geometrischen und analyt iach ci i ' go fi nii, eckr, rrm mich bestimmter aus- 
zudrücken, in dem Umstände beruht, dafs wir, durch das Zusammenrük- 
ken, das Zusammenwachsen gleichsam, von Construction und analytischer 
Darstellung, dahin gelangen, über die grofsarligen Betrachtungsweisen der 
Analysis gebieten zu können, ohne irgend einen der unersetzlichen Vor- 
theile, welche die unmittelbare Anschauung gewährt, aufzugeben. 

Früher schon habe ich mit einer Art von Vorliebe eine Theorie ent- 
wickelt, nach welcher man alle Sätze der linearen Geometrie (jgiomitrie de 
/a regle), vermittelst Symbole, welche lineare Functionen bedeuten, und im- 
bestimmter Coefficienten, beweisen kann. Jetzt lasse ich in den Gleichun- 
gen der Curven solche Functionen in Evidenz treten: ein neuer Schritt, 
von dessen Bedeutung das Ganze meiner Arbeit Zeugnifs ablegt Den li- 
nearen Functionen entsprechen solche gerade Linien, welche zu derCurve 
in einer vollkommen bestimmten, und nur mit der Form der GleichuQ^ 
wechselnden, Beziehung stehen. Eine Curve dritter Ordnung ist durch 
vier solche gerade Linien und einen unbestimmten Coefficienten, der auch 
durch die Annahme eines Punctes der Curve vollkommen ersetzt werden 
kann, bestimmt Zunächst knüpfen sich an jede solche Bestimmung ein-* 
fache Construction^) der Curven, und dann flielat aus der- gegensei tigea 
Lage der vier geraden Linien einerseits, und der Annahme des Punctes 
andrerseits, fiir solche Curven ein natürliches Eintheilungs-Princip, Wenn 
wir, zum Beispiel, bei der oben schon erwähnten Form steh^i bleiben, 
so sind drei der fraglichen Linien die drei Asymptoten, und die vierte ist 
diejenige, welche durch die drei DürchschnittspuEyrte der Curve mit den 
Asymptoten geht Ist aufserdem noch irgend ein Punct der Curve gege- 
ben, so stellt sich sogleich eine Construction heraus, nach welcher l)elie* 
big viele Puncte derselben sich ganz auf dieselbe einfache Wei^e ergeben, 
als die Puncte einer Hyperbel, wenn die beiden Asyn^toten «pd ein be- 
liebiger Punct gegeben sind. Bei dieser Construction tritt der Fall, dals 
die Curve einen Doppelpunct hat, auf ausgezeichnete Weise bervor, und 
weiterhin ergibt sich, dafs die grö(ste dem Asymptoten - Dreiecke ein-* 
geschriebene Ellipse der geometrische Ort für Kückkehrpuncte ist, und 
dafs isolirte Puncte innerhalb, Durchschnittspuncte zweier reellen Zweige 
aufserhalb. dieser Ellipse liegen. Hiermit ist eine Eintheilung der Curven 
dritter Ordnung in 219 Arten gegeben: eine Eintheilung, die ohne die 
Kenntnifs jener Lage des Rückkehrpunctes und der dadurch bestimmte« 
Lage der vierten gegebenen geraden Linie, gegen die drei Asymptoten, 
keinen Grimd und Boden hat Newton hat in seiner Auf^ähhwg Fälle 
übersehen. Euler sagt mit Recht, ihr fehle das Eintheilungs-Princip. Er 



Vorrede. v 

selbst urog^eht die Schwierigkeit, indem er blofs die Natur der unendli- 
chen Zweige berücksichtigt. Wo Euler 16 Geschlechterzählt» stellt Cr ar- 
mer deren 14 auf. D*Alembert zieht hieraus Schlüsse gegen das £u- 
l^r'sehe Eintheilungs-Princip, und behauptet mit Grund; da£( Willkühr- 
liehe sei auch hier keioesweges ausgeschlossen. 

Das Fremdartige, welches die Annahme der Coordinat^n - Axen in die 
analytische Darstellung bringt, ist fiir uns verschwunden; und doch ist 
wiederum, sei es um die gegenseitige Lage verschiedener Gurven zu be« 
stimmen, sei es zum Behuf absoluter Gröfsen - Bestimmung, auf solche 
Azen unmittelbar Alles bezogen, sobald wir die verschiedenen linearea 
Functionen als Functionen zweier derselben, die wir beliebig auswählea 
können, betrachten, und dann die beiden geraden Linien, die diesen ent- 
sprechen, für die Coordinaten-Axen nehmen. Belege hierzu liefern na* 
mentlich der 2., 4. und '6. Paragraph des dritten Abschnittes. Es wird uns 
zum Beispiel leicht, die Annäherung der Gurven an ihre Asymptoten zu 
messen und zu vergleichen, und^die verschiedenen krummlinigen Asym- 
ptoten characteristisch hervortreten zu lassen.. Indem Gramer die Defi^ 
nskion dieser letzteni ausdrücklich an die willknhriiche Annahme der Go- 
ordinaten-Axen knüpft, nimmt er diesen Asymptoten ihre selbstständige 
Existenz; ich verstehe Euler nicht, wenn er *) willkührlichen Gonstanten 
particuläre Werthe beilegt, und dann immer nur von einer, statt von 
unendlich vielen parabolischen Asymptoten spricht, und diese eine nicht 
einmal diejenige ist, die allein in einer ausgezeichneten, einer innigem Be- 
ziehung zur Curve steht 

In meiner Arbeit findet man auch. die Grundzüge einer neuen Theo- 
rie der singulären Puncte, die darauf, dals man eine Gurve, einmal als 
von einem Puncte beschrieben, das andere Mal als von einer geraden Li^ 
nie umhüllt, sich vorstellen kann, als einer Fundamental- Unterscheidung 
beruht Der Uebergang von der einen Vorstellungsweise zu der andern 
ist ein discontinuirlicher. In der zweiten entgehen uns zum Beispiel die 
conjugirten Puncte der Gurven; die Polare einer solchen Gurve hat eine 
zugeordnete isolirte gerade Linie, deren Spur wir ganz verlieren, wenn wir 
uns, um die Gurve darzustellen, gewöhnlicher Goordinaten bedienen. Der 
Begriff der Tangente ist in den beiden Vorstellungsweisen ein, »dem We- 
sen nach, ganz verschiedener. Hiermit steht eine Schwierigkeit in Betreff 
der Reduction, welche die Ordnung der Polar- Gurve in gewissen Fällen 
erleidet, in Verbindung: eine Schwierigkeit, an der bisher alle Erklärungs- 



*) Jtärodudio ad Analytin h^uiifrum. T. IL cap. VIL §. 179. 
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Versuche gescheitert sind. Ich gebe diese Erklärung vollständig, und glaube 
in derselben die volle Bestätigung zu finden, dafs die Theorie der singu- 
lären Puncte die, man als fertig anzusehen geneigt Jst, aus einem neuen 
Gesichtspuncte behandelt werden mufs. Ich gebe unter andern das un- 
mittelbare analytische Criterium zur Unterscheidung der drei Hauptarten 
von Doppelpuncten in dem Zeichen des Ausdrucks: (rt — s'), wobei r, s 
und t, der gewöhnlichen Bezeichnung gemäfs, die drei zweiten partiellen 
Differential- Coefficienten der Function, die, gleich Null gesetzt, die bezüg- 
liche Curve darstellt, bedeuten. Vor Allem aber findet man neue und fast 
die ersten Untersuchungen über Wendungspuncte , deren Betrachtung mir 
zu den subtilsten, welche die Geometrie bietet, zu gehören scheint Ich 
gebe ihre allgemeine Construction, und bestimme namentlich ihre Anzahl 
bei algebraischen Curven. Die Gurven der dritten Ordnung haben im All- 
gemeinen neun Wendungspuncte, und unter diesen imriier drei reelle 
und sechs imaginäre. Die Discussion hierüber knüpft sich an Gleichungen, 
deren Grad zu hoch ansteigt,, als dafs wir auf dem Wege der blofsen Eli- 
mination zu einem Resultate kommen könnten; die unmittelbare An- 
schauung mufs wenigstens- einen neuen, noch verwegnem Flug nehmen, 
als bisher, um das zu ergreifen, was in allen Fällen imaginär ist und ima- 
ginär bleibt. Unsere Methode führt hier leicht zum Ziele; ja unmittelbar 
sogar erkennen wir in der Form: pqv+fzs^ = 0, die Nothwendigkeit der 
obigen Behauptung, dafs eine Curve dritter Ordnung neun Wendungs- 
puncte hat, und von diesen immer sechs imaginär sind (324). Die Exi- 
stenz imaginärer Wendungspuncte habe ich zuerst aus dem Umstände er- 
schlossen, dafs eine Curve der dritten Ordnung mit einem conjugirten 
Puncte ihre drei reellen Wendungspuncte beibehält, während, wenn zwei 
reelle Zweige einer solchen Curve sich schneiden, nur noch ein einziger 
reeller Wendungspunct übrig bleibt. Ich habe hiernach gezeigt, dafs ein 
Doppelpunct im Allgemeinen sechs, und insbesondere ein Rückkehrpunct 
acht Wendungspuncte in sich aufnimtnt. 

Ali die Spitze meiner Arbeit habe ich die Worte: „System der ana- 
lytischen Geometrie" gestellt, und mich hiernach zu dem erhoben, was 
mir, als ich die Vorrede zum zweiten Bande meiner Entwicklungen schrieb, 
vorerst noch unerreichbar dünkte. Nur wenige Bemerkungen über diesen 
Püncl seien mir hier noch gestattet. 

Ich habe schon in einer* andern Beziehung oben bemerkt, dafs die li- 
nearen Functionen, wie sie bei unserer Behandlung in den Gleichungen der 
Curven erscheinen, ganz den Character von Coordinaten haben. Jede der- 
selben erhält für einen gegebenen Punct eilien bestimmten Werth, der sich 
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geometrisch, durch die Vermittelung der bezüglichen geraden Linie, leicht 
construiren läfst. Durch irgend zwei derselben ist die Lage des Punctes 
bestimmt Diese Bemerkung legt uns nah, den BegrifT der Goordinaten 
zu erweitern, und, statt der beiden gewöhnlichen Parallel- Goordinaten, be* 
liebige Functionen derselben als Goordinaten zu betrachten und selbststän- 
dig für sich zu construiren; hiemach aber insbesondere und vorzugsweise 
diejenigen Goordinaten- Systeme zu bestimmen, in welchen die Gleichung 
der geraden Linie vom ersten Grade bleibt« Durch Hülfe von acht unbe- 
stimmten Gonstanten gelangen wir dahin, diese Systeme nicht blofs zu ver- 
vielfältigen *), sondern alle zu umfassen. Eine und dieselbe Gleichung 
zwischen zwei so bestimmten Goordinaten enthält hiernach nicht blofs einen 
einzigen Satz, sondern alle möglichen Sätze, die aus einem derselben durch 
lineare Umformungen sich ergeben; wobei wir zugleich das Unendlichweit- 
rücken von geraden Linien in der analytischen Form dadurch, dafs die 
bezüglichen linearen Functionen auf blofse Gonstante sich reduciren, ver- 
folgen können. 

• Die Theorie der Transversalen tritt uns als ein Gorollarium der allge- 
meinsten Goordinaten - Bestimmung entgegen, und als solche habe ich sie 
in gröfster Einfachheit dargestellt. Der allgemeine Begriff der Goordinaten 
schliefst femer die verschiedenen Uebertragungs-Principe in sich ein. Es 
haben diese aber eine solche Wichtigkeit, dafs man sie auch an und fiir 
sich zu betrachten nöthig finden wird, und dazu wird uns hier der eiti- 
fachste Algorithmus geboten. Ich nehme in der Darstellung derselben die 
Idee auf, welche Herrn Möbius angehört, und nach welcher man sich 
denkt, dafs zwei (wenn wir wollen, zusammenfallende) Ebenen aus Puncten 
bestehen, und die Puncte der beiden Ebenen auf bestimmte Weise sich 
entsprechen, wonach denp auch jede Figur, die man aus Puncten der ei- 
nen Ebene bilden kann, in der andern eine entsprechende findet Das 
Entsprechen der Puncte (ein Begriff, der von allem philosophisch Vagen 
frei erhalten werden mufs) drücken wir dadurch aus, dafs wir zwei sich 
entsprechenden Puncten gleiche Goordinaten -Werthe in zwei verschiede- 
nen Systemen zuschreiben. Von. Linien -Goordinaten will ich hier nicht 
reden, auch nicht von dem Entsprechen zwischen Puncten 'und geraden 
Linien. Ich bemerke nur, daHf man auch für die Theorie der Reciproci- 
tät neue Gesichtspuncte in meiner Arbeit findet 

Ich beabsichtigte anfangs, blofs die Theorie der Gurven dritter Ord- 
nung dem Drucke zu übergeben. Zu diesem Ende war der gegenwärtige 

*) Vergl. meine Analyi-geometrische Entwicklungen. Zweiter Band. Vorrede, S.' IX. 
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dritte Abschnitt schon im Sommer 1833 ausgearbeitet Jetzt erscheint er. 
zugleich mit den später hinzugekommenen beiden ersten Abschnitten, nach- 
dem er selbst noch eine Ueberarbeitung erfahren hat, und deshalb, in Be- 
ziehung auf die Darstellung, vollendeter als diese sich darstellen mag. Die 
Gurven dritter Glasse sind, weil ich von ihren mannigfaltigen Formen 
keine Anschauung geben konnte, nur kurz berührt worden. Der Typus 
för die Behandlung der Curven höherer Ordnung liegt gröfstentheils schon 
in dem dritten Abschnitte; nur einen subtilen Punct habe ich ohne Erör- 
terung lassen müssen: die Theorie der gemeinschaftlichen Tangenten an 
zwei Zweige derselben Gurve, weil diese bei den Gurven der dritten Ord- 
nung noch keine Anwendung findet £h ich mich ganz von der analyti- 
schen Geometrie abwende, gedenke ich noch, der Betrachtung der allge- 
meinen Gesetze, welchen die algebraischen Gurven überhaupt unterworfen 
sind, eine besondere Schrift zu widmen. 

Halle, im November, 1834. 
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§.2. Coardinaien gerader Linien. Bestimmung aller möglichen Sjfeieme linearer 

Linien^ Coardinaien 29 

Einfache Art, die Lage einer geraden Linie dnrch swei GoordinaAcn zu besdanmcn« AUgemeinjte 
Coordinatcn- Bestimmung. 42 u. 43. Bestimmung aller möglicben Sjstemc von Linien-Goordinaten, in 
welchen die Gleichung eines Puncte« vom ersten Grade ist Je zwei solcher Systeme bestümmen sich 
gegenseitig- durch acht Constante. Den beiden Goordinaten einer geraden Linie entspredien drei li- 
neare Functionen, und sie sind durch drei feste Puncte imd zwei constante Goefficienten bestimmt. Drei 
Goordinaten einer geraden Linie. Für diese können wir insbesondere die von den drei festen Punctea 
auf die gerade Linie gefällten Perpendikel nehmen. 44 u. 45. Ersetzung der beiden unbestinunten CoeT- 
ficientcn durch eine identische Gleichung. Particulare Fälle. 46 — 50. . Bestimmung eines Systems 
linearer Linien- Goordinaten durch vier feste Puncte. 51. Die Analogie zwischen Punct- «nd Linien- 
Goordinaten hört da auf, wo das Unendliche characteristisch hervortritt. 52 — 54« Imaginäre Linien- 
Goordinaten. Yerwlmdlung derselben in reelle. Involutionen von Puncten der ersten und zweiten Art. 
Particulare Bestimmungen. 55 — 62. • * . 

§. 3. Allgemeine Betrachtungen iiher Coardinaien' Beetimmung, Theorie der Trane^ 
veraalen. Verwandtschaft geometrischer Constructionen. JJAertragungs^Prinr 
ctpe. ColUneaJtion. ReeiprocUäJt . •.«..• 42 

Theorie der Tra.nsversalezi ein GoroUarimn der allgemeinen Goordinaten-Bestimmnng. Ein« 
fache Darstcllang dieser Theorie. Betrachtung der bcsondcm Fätte, dals Dqrchsehnitttpuncte sosam- 
menfallen und dais sie unendlich weit rücken, ynd dafs Winkelpuncte des Polygons der Trsüsvcr^ 
salen in die Gurvc selbst fallen. Ueberall Beispiele. 63 «-69. Allgemeine Bestimmung der Ter- 
wandtscha-ft geometrischer Gonstructionen und daran sich ansehliefsende Uebertragungs- 
Principe. 70 — 72. Gollineation: tilgend zweien sich entsprechenden Puncten geboren in ir^ 
gend zwei verschiedenen Goordinaten -Bestunmnngen gleiche Goordinaten -Werlke an. 73. Metri- 
sche Relationen« 74—76. ^ Bestimmung der Gollineation durch amt Gonstante oder vier Paare 
sich entsprechender Puncte. 77. GoUmcare Lage. 78 u. 79. Drei Situations - Axen upd Sitna- 
tions- Puncte. 80. Ausgezeichnete gerade Linien in jedem zweier collinearer Systeme. 81. Af- 
finität. Vereinfachung der metrischen Relationen. Eine Situations - Axe ist mit zwei Situations-. 
Puncten unendlidi weit gerückt 82 u. 83. Parallele Verschiebung und Drehung zweier aflfinen Sy- 
steme. 84. Aehnlichkeit. A^hnlicke Lage. Aehi^chkeits-Punct 85. Congruenz. 86. Verwandt- 
schaft der Gleichheit der Flächenräume. 87. Imaginäre Situations -Axen; nach der Umwendung 
eines der beiden Systeme werden sie durch reelle ersetzt Besonderer Fall 4le8 Zusammenfäüens 
der beiden Axen. 88 u. 89. Besonderer Fall, dafs es unendlich viele oder in endlicher Entfer- 
nung keine Situations- Puncte gibt Projectivität, Projective Lage. 90n. 91. Gonstruction des Si- 
taations-Punctes zweier Systeme. 92. Metrische Relationen in Beziehung auf den Situations -Punct 
und die Situations -Axen. 93. Discussion" der Affinitäts-Verwandtsdiaft bei Anwendung von Linien- 
Goordinatcn. 94 -'96. Andeutung des Falles, wo reellen Puncten des ei«en Systems imaginäre 
des andern entsprechen. 97. Reciprocität: es imtspricht jedem Puncte jedes der beiden Systeme 
eine einzige gerade Linie des andern, und umgekehrt Ein&cher Algorithmus. Pol und Polare. 
Metrische Relationen. 97 — 101. Mittelpuncte zweier reciproken Spteme. Jedem Puncte entspre- 
chen im Allgemeinen in den beiden Systemen zwei verschiedene gerade Linien aV Polaren, nach 
schidlicher Lagen -Aenderung des einen Systems gegen das andere dedkcn sich die beiden Polaren 
jedes Punctes. 97-— 102. Zweite Art, die Reciprocität darzustellen, gegründet auf die Variation 
der Gonstanten. Allgemeine Gonstruction der Pole und Polaren durch die Vermittelung zweier sidi 
doppelt berührender Kegelschnitte. Der doppelte Gontact kann ein reeller und imaginärer sein. Der 
eine Fall vertauscht sich mit dem andern, wenn man eines der beiden Systeme umwendet Einer 
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vierpuncligeii OsculaUon entspricht eine besondere Art von Reciprociat Wenn -wir eines 4cr bei- 
den Systeme gehörig verrücken und nöthigenfalls umwenden, so ersetzt ein einziger Kegelschnitt 
die beiden sich doppelt berührenden. Die ReciprocitSt hangt alsdann, statt von acht, nur von fünf 
G>nstanten ab. 103. 



Zweiter Absehnltt« 

Die Curven zweiter Ordnung und zweiter Glasse. 

§• 1« DUcusrion der allgemeinen Cfleichung des xweiten Grades zwischen zwei ver- 

änderHehen Grofsen • . 84 

Der allgemeinen Gleichung JSTst sich im Allgemeinen eine solche Form geben, in welcher das 
Prodttct Kwder linearer Functionen und eine oonstante Grofse vorkommen. Diese Form mu(s in ei* 
nem Uebergangsfalle, weil sie, unendlich gro& werdender Gonstanten wegen, unbestimmt wird, 
durch eine andere ersetzt werden. 104 — 106. 

§. 2. Theorie der Curven zweiter Ordnung und zweiter (blasse 87 

Geometrische Deutung der umgeformten Gleichung bei verschiedener Bestimmung der veränder- 
lichen Grö&en. Asymptoten. HjperbeL Ellipse. Parabel. 107 — 111. Specicll6 geometrische 
Deutung der Gleichung: pq+/i = 0« 112 ii. 113. Unmittelbare Form - Aenderung dieser Gleichung. 
Zugeordnete Durchmesser. Winkel - Beziehungen. Metrische Reladon. Symmetrische Form der 
Gleidiung. Gleidie zugeordnete Durchmesser. Die Quadrat -Summe zweier beliebiger zugeordne- 
ter Durchmesser ist constant, Gonstanter Lshalt umschriebener Parallelogramme« Die Quadrat- 
Summe der Projectioncn zweier beliebiger zugeordneter Durchmesser ist constant. 114 — 121. Be- 
trachtung der Form pq + ^^ =» 0. Geometrische Resnlute. 122 — 124. Unmittelbare Form- 
Aenderung. Theorie der Pole und Polaren in Beziehung auf einen gegebenen Kegelschnitt Drei 
sugeordnete Pole und Polaren. Die Puncte einer geraden Linie or^en sich paarweise so snsam- 
men, dals die Polare des einen durch den andern geht; ähnlich wie die geraden Linien, welche 
durch einen gegebenen Punct sich legen lassen, sich paarweise so susammenordnen, dala der Pol 
der einen jedesmal auf der andern liegt. Merkwürdiger Fall, da£i die beiden Linien jedes Paares 
auf einander senkrecht stehen. Alsdann gehen durch den gegebenen Punct unendlich' viele ■ imagi- 
näre Tangenten. Ein solcher Punct heilst Brennpunct (Note). Form, in der ein Brennpunct in 
Evidenz ' tritt« Untersdieidung der drei Kegelsdmitte. Eine Ellipse und Hyperbel haben zwei reeUe 
ond Bvm imaginäre Brennpuncte. Eine Parabel hat nur einen Brennpunct. Directrix. 125— 13L 
Betrachtung der allgemeinen Form in der Voraussetzung von Linie n-Goordinaten« 132. Deutung 
and Discussion der Form: uv-f-^ s= 0* Die Parabel ist dadurch characterisirt, dafis sie unend- 
lich weit entfernte gerade Linien berührt Form, in welcher diefs hervortritL Eine Reihe von ' 
Winkel -Beziehungen, als Deutung dieser Form. 135 n. 136. Form-Aenderung der letzten Glei- 
chung. Metrische Relationen. Brennpuncte. 137 — 139. Zwei Formen, in welchen ein einzelner 
prennpunct und die beiden Brennpuncte in Evidenz treten. 140 u. 141. Allgemeine Bemerkung 
fiber die innige Verbindung, in welcher die verschiedenen Eigenschaften eines Kegelschnittes au ein- 
ander stehen. 142. Aphoristische Entwicklungen. Newton's Satz vom umschriebenen Viereck. 
S&tse vom umschriebenen Dreieck. Metrische Relationen in Beziehung auf Polygone. 143— * 145. 
Die Satze von Pascal und Brianchon. 146. Neue und allgemeine analytische Tangenten -Theo- 
rie, als geometrische Interpretation des Theorems über homogene Functionen. Ihre Anwendung auf 
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KegeUchzutte. 147. Systenie zweier KegeUdmitte. Fundamental - Satz über ihre gemeinidulUicliefi 
Chorden ^nd Tangenten. 148 n. 149. 

Die Gur^^en dritter Ordnung. 

§» 1. Discusaion der fdlgemeinen Gleichung des dritten Gradee «iDMCÄen zwei foer^ 

änderliehen Oröfaen • • •. 123 

« 

Wir können die allgemeine Gleidmng im Allgemeinen auf jede Form bringen, die neun 
imabhangige Gonstante enthalt, und diese Constanten durch die ursprünglichen bestimmen. In den 
besondem Fällen, -wo diese Constanten -Bestimmimg ^unendliche Werthe gibt, müssen wir die Foi^n 
modificiren; in den besondem Fällen, wo die Constanten unbestimmt bleiben, können wir diese 
Form nodi particulaxisiren. Einlache Form, welche die allgemeine Gleichung annehmen kann. 
Discussion der untergeordneten Fälle, und der ihnen entsprechenden Formen mit weniger als neun 
Constanten. 150 — 160. Leichtere Uebersicht der sechs verschiedenen Fälle, durch Einfuhrung Ton 
* Symbolen für lineare - Functionen der ursprünglichen veränderlichen Grofsen. 161. Leichte Be- 
stimmung dieser sechs Fälle aus der ursprünglichen Gleichung. 162. 

§. 2. Geometrische Bedeutung der verschiedenen Fälle der allgemeinen Gleiehung. 
Asymptoten. Maajs der Annäherung an dieselben, OscuUrende Asymptoten* 
Hyperbolische und parabolische Asymptoten. , Allgemeine EintheUung der Cur- 
ven dritter Ordnung in Arten 132 

Indem "wir eine Curve dritter Ordnung durch die Gleichung: pqr + /is ^ 0, darstellen, ist 
iie durch vier gerade Linien und einen unbestimmten CoefTicienten, oder, statt dieses letztem, durcii 
einen Punct ihres Umfanges bestimmt. 163. Asymptoten. Die Curve schneidet ihre drei As]fmpU>ten 
auf einer geraden Linie (S). 164. Lage der Curve gegen ihre Asymptoten und die Linie S. 165. 
Metrische Relationen. 166. Wie die verschiedenen Werthe von ft den verschiedenen Annahmen eines 
Punctes der Curve entsprechen. 167. Die Curve nähert sidi zwiefach jeder Asymptote über jede 
Gränze hinaus. Die Ordnung der Annäherung steigt, wenn die Linie S der Asymptote parallel 
ist. 168 u. 169. Fall, dais die Curve drei osculirende Asymptoten haL 170. Die beiden Zweige 
der Curve nähern sich einer gewohnlichen Asymptote auf entgegengesetzter, einer osculirenden 
Asymptote auf derselben Seite. 171. Maafs der Annäherung der Curve an ihre Asymptoten. 172. 
Für Curven, welche dieselben Asymptoten und dieselbe Linie S haben, ist dieses Maafs dem Coef-> 
ficimten ft proportional. In Beziehung auf die drei verschiedenen Asymptoten ist das Yerhältnifa 
der Annäherung von fi unabhängig. 173 u. 174. W^enn dieJGurve eine osculirende Asymptote hat, 
so ist ihre Annäherung an die beiden übrigen Asymptoten dieselbe. 175. Bestinunung des absohi'- 
teil Maafses der Annäherung an jede der drei Asymptoten. 176. Hyperbeln, welche die Curve 
auf ihren Asymptoten vierpunctig osculiren. Die gemeinsamen Mittelpuncte der drei Gruppen sol- 
cher Hyperbeln liegen auf den drei Asymptoten in gerader Linie. 177 u. 178. Bestimmung der drei 
fünfpunctig osculirenden Hyperbeln. 179. Betrachtung des Falles zweier imaginärer Asymptoten. 
Unmittelbare Form-Aenderung der allgemeinen Gleichung. Asymptotenpunct Dreifache Un- 
terscheidung. Die Linie S kann eine beliebige Lage haben, der reellen Asymptote parallel und un- 
enAich weit liegen. 180 — 184. Curven mit par'abolischen Asymptoten. Uebergangsfall, indem 
zwei A«ymptoten unendlich weit gerückt sind. 185. Jede Curve hat unendlich viele parabolische 
Asymptoten, die wir, durch Hülfe einer unbesdnunten Constanten, in ihrer Gleichung in Evidenz 
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bringen können. 186 — 189. Unter diesen unendlich vielen ist eme in unendlicher Entfennmg 09- 
culirende. 190. Besonderer Fall, dafs aaglcidi die geradlinige eine osculirende wird, und die Ord- 
niing der AnnSherung an die oscnlirende parabolische steigt. 191. Allgemeine Bemerkung über 
Osculation in unendlicher Entfernung. Analogie zwischen h^^'perbolischer und parabolisdier Oscula- 
tion. 192. Lage der Gurve gegen ihre Asymptoten.' 193. Bestimmung der Ordnung der AnnShe- 
rung an die rerschiedenartigen parabolischen Asymptoten. Allgemeine Bemerkung. 194. Recapitu- 
lation. 195. Fall Zweier parallelen Asymptoten. Beziehung desselben zu dem allgemeinen 
Falle. 196u. 197. Untergeordneter Fall, dafs die nicht parallele Asymptote eine oscnlirende ist. 
Die Ordnung der Annäherung an die beiden parallelen Asymptoten steigt dadurch nicht. 198. Die 
beiden parallelen Asymptoten sind reell oder imaginär. 199. Sie können zusammenfallen. Dadurch 
sinkt die Ordnung der Annäherung an dieselben. 200. Recapitulation der sechs Terschiedenen 
Falle. 201. Fall semicubi-parabolischer Asymptoten. Unendlich viele solcher Asymptoten. 
'Unter diesoi eine osculirende. In einem untergeordneten Falle steigt die Ordnung der Osculation. 
202. Ordnung der Annäherung an die verschiedenen semicubi- parabolischen As)'mptoten. Yer- 
gleichende Bemerkungen. 203. Lage der Gurve gegen ihre Asymptoten. 204. Recapitulation. 205. 
— Die Trident- Gurve mit einer geradlinigen und parabolischen As^-mptoten. Ordnung der An- 
näherung. 206. Analogien. 207. — Cubische Parabel. 208. — Uebersichtliche Zusammenstel- 
lung der neunzehn verschiedenen Fälle. 209. Bemcikungen über diese Eintheilung. 210. 

§• 3. AügefOMSaM geomeirUehe CansirucHan der Cufven dritter Ordnung . • • • 166 

Herleitnng einer ersten Gonstvnction aus der Form der allgemeinen Gleichung, nach welcher 
sidi, wenn die drei Asymptoten, die Linie S und irgend ein Punct der Gurve gegeben sind, belie- 
big viele neue Puncte derselben ergeben, ganz dem analog» wie man neue Puncte einer Hyperbel er- 
hält, wenn man einen Punct derselben und ihre beiden Asymptoten kennt. 211. Fall paralleler 
' Asymptoten. 212. Fall der cubisdicn Parabel. Gharacteristische Eigenschaft derselben. 213. Fall 
imaginärer Asymptoten. 214. Verallgemeinerung der obigen Gonstruction , wodurch sie auf alle 
Fälle, mit Ausnahme des Falles semicubi-parabolischer Asymptoten, anwendbar wird. 215 — 218. 
Betrachtung dieses Falles. 219. Herleitung einer zweiten allgemeinen Gonstruction und Discus- 
fiion derselben« 220 — 223. Allgemeiner Gesichtspunct för diese Gonstructionen. 224. 

§• 4« Mütdpuncte. Doppelpuncte: Ihtrchschnütspuncte tsweier reellen Zweige der 

Curve^ confugirie Puncte, Räckkehrpuncte, Ihtrchmesser 177 

Wenn die drei Asymptoten und die Linie S gegeben sind, hängt die Natur der Gurve allein 
nodi von der Annahme eines Punctes derselben ab. 225. Der geometrische Ort für die Mitten al- 
ler derjenigen Ghordcn einer solchen Gurve, welche durch den Durchschnitt einer Asymptote und 
der Linie S gehen, ist eine Hyperbel. Die drei Hyperbeln, die man auf diese Art erhält, schneiden 
sich in denselben drei Puncten: den Mittelpuncten der Gurve. In jedem Mittelpuncte lialbiren 
sidi gegenseitig drei Ghorden. 226 — 228. Geht die Gurve durch einen Mittelpunct, so ist dieser 
cinDoppelpunct. 'Ein solcher Punct kann also eine dreifache Lage haben. 229. ^(Stimmung der 
Linie S, wenn die drei Asymptoten und einer der drei Mittelpuncte gegebAi sind. Diese Bestim- 
mung ist linear, die urogekelule vom dritten Grade. 230. Geometrische Gonstruction der Linie S. 
231. Gonstruction der Gurve, wenn ein Doppclpunct und die drei Asymptoten gegeben sind. 232. 
Nähertf Functionen -Bestimmung (ur die folgenden Entwicklungen. 233. Particuläre Fälle. Die Li- 
nie S ist einer Asymptote parallel; alsdann liegt ein Mittelpimct unendlich weit. 234. Bestimmung 
der beiden übrigen Mittelpuncte. Sie können imaginär werden und zusammenfallen. Im letztem 
Falle sind die zusammenfallenden Mittelpuncte zweimal und die Linie S achtmal so weit von der, 
dieser Linie parallelen, Asymptote entfernt, als von dem Durchschnitt der beiden übrigen. Sechs- 
fache Unterscheidung. 235. Wenn die Linie S unendlich weit liegt, fällt der einzige Mittelpunct 
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mit dem Schwcrpuncte dea Asymptoten -Dreiecks uiwmmm. 236. FiUe, in denen ein Mittelpunct 
sidi unmittelbar bestimmt. 237. Fall, dafs die Linie. S dvrck den Durcbachnitl aweicr Asjm* 
ptotea gebt, es fallt ein Mittelpunct in diesen DmrWhnitt 238. Fall, dafs die drei Asymptoten 
in demselben Puncte sieb schneiden. 239. Betracbtmig des allgemeinen Falls. Der geometrische Ort 
för zwei Eusammeniallcndc IVIittelpuncte ist die gröiste Ellipse, die sicH dem Asymptoten -Dreiecke 
einscbreiben lüfst. 240. Die drei Mittelpuncte sind drei sugeordnete Pole in Beziebimg auf diese 
Ellipse. 241. Der Scbwcrponct der drei Mittelpuno^e ist zugleich der Schwcrpunct der drei Durch- 
scfanittspuncte der Curve mit ihren Asymptoten.* 242. Bestimmung zweier Mtttelpuncte durch eine 
Construction des zweiten Grades, wenn die drei Asymptoten und der dritte Mittelpunct gegdben 
«ind. 243. Wenn die Gurre einen Rückkehrpunct hat, so liegt er auf der obigen gröfsten Ellipse. 
Ein con)ugirter Punct liegt innerhalb, ein Durchsdmittspunct zweier reellen Zweige aulserhalb der- 
selben. 244. Einziger Fall dreier zusammeniallender Mittelpuncte. Gelit die Gurre durch densel- 
ben Punct, so ist dieser ein Wendungspunct 245. Bestimmung dreier neuen Kegelschnitte, welche 
durch die drei Mittelpuncte gehen. 246 — 249. Discussion der besondem Falle, dals die Linie S 
einer Asymptote parallel ist und unendlich weit liegt. 250. — - Fall imaginärer Asymptoten. 25L 
Zur Bcftimmung der drei Mittelpuncte erhalten wir hier nur zwei reelle Kegelschnitte. 252 u. 253. 
Construction der Linie S, wenn ein Mittelpunct gegeben ist 254. Der geometrische Ort für zwei 
i^usammenfallcnde Mittelpuncte und für Ruckkehrpuncte ist eine HypcrbeL Uebertragung und Modi- 
fikation früherer Resultate. 255 u. 256. Discussion der particularcn Falle. Die Linie S der reel- 
len Asymptote parallel. Sechsfadie Unterscheidung. Die Linie S liegt unendlich weit 257. Die 
Linie S geht durch den Asymptotcnpunct. 258. Wenn der Aysmptotcnptmct auf der reellen Asym- 
ptote liegt, so ist der Ort für die Ruckkehrpuncte ein System von zwei geraden Linien, die in dem- 
selben sich schneiden. W^enn die Gurve durch diesen Durchschnittspunct geht, so ist derselbe ein 
W^endungspunct. 259. — Gur%'en mit parabolischen Asymptoten. Bestimmung der beiden IVIit- 
telpuncte. Discussion der verschiedenen FalW 260 u. 261. W^enn die osculircnde parabolische Asym- 
ptote von höherer Ordnung ist, so gibt es nur einen Mittelpunct. 262. Der geometrische Ort fiir 
zwei zusammenfallende Mittelpuncte und für Ruckkehrpuncte ist eine Parabel, die den parabolischen 
Asymptoten gleich ist, sich aber nach entgegengesetzter Richtung öfTnct. Gonjugirte Puncte liegen in- 
nerhalb , DurdiscLnittspuncte reeller Zweige aufserhalb derselben. , 263 u. 264. — Mittelpuncte der 
Gurven mit scmicubi-parabolischen Asymptoten. 265» Definition der Durchmesser. HuK 
Gleichung. 266. Die Durchmesser einer Gurve dritter Ordnung umhüllen den früher bestimmten 
Ort der Rückkelirpuuctc. Sic gehen, wenn die drei geradlinigen, reellen oder imaginären Asymptoten 
in demselben Puncte sich schneiden, alle durch diesen Puhct 267« Nothwendigkcit dieser Resultate. 
268. Fall parabolischer Asymptoten. 269. Die Durchmesser einer Gur>'e mit parallelen Asympto- 
ten schneiden sich in demselben Puncte. 270. Die Durchmesser der Gurven mit semicubi-paraboli- 
schcn Asymptoten sind parallel. 271. Die Durchmesser der Trident-Gun*e sind untereinander und 
der geradlinigen Asymptote parallel. 272. Die Durchmesser der cubischen Parabel fallen alle zusam- 
men. 273. Zugeordnete Durchmesser. W^enn die Gurve drei geradlinige Asymptoten hat, so 
gibt es ein einziges Paar solcher Durchmesser. Diese sind di^ Asymptoten der Gurve der Ruckkehr- 
puncte, und^so imaginär oder reeU, je nachdem die Asymptoten der Gurve dritter Ordnung alle 
drei reell oder zwei derselben imaginär sind. 274 u. 275. 

§• 5. Aufxahlvng der verschiedenen Arten der Curveiii dritter Ordnung • • • • 220 

Die verschiedenen Gruppen von Gun'cn dritter Ordnung bestimmen sich durch die gegenseitige 
Lage der drei geradlinigen Asymptoten, die in untergeordneten Fällen diurch krummlinige vertreten 
werden, gegen einander und zu der Linie S. In jeder Gruppe bestimmen sich die einzelnen Arten 
luch den W^erthen des unbestimmten Goeflicienten ^, oder nach der Lage des, denselben vertreten- 
den, beliebigen Punctes der Gurve. Im Ganzen ergeben sich 219 verschiedene Arten. 276. Be- 
merkungen über diese Einthcihmg. 277. 
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§• 6. Nähere Untersuchungen über -Dappelpuncte und Wendungspunete • . . • 241 

Allgemeine Bemerkungen über die Theorie der singularen Puncte. Eine Fundamental -Unter» 
MJbeidnng muls darin gelegt werden, dalj man ^A eine Ourre, cinenelts dnreb einen Pimct l>e> 
tcfarieben und andrerseits von einer geraden Linie umhüllt, vorstellen kann. Doppelte Definition der 
Tangente. Einführung partieller Differential -Coefiicienten statt der gewöhnlichen. 278. Allgemeine 
Bedingungs - Gleichungen , dafs von den Durchschnitten einer gegebenen Curve und einer geraden Li- 
nie Kwei und drei zusammenfallen. 27^. Anzahl der Tangenten, die von einem gegebenen Punctie 
ans sich an eine gegebene Gurve legen lassen. Fall der Gurren dritter Ordnung. Particularisatio- 
nen. 280 u. 28L Doppelpuncte. Durch einen solchen Punct gehen unendlich viele oder zwei 
Tangenten, je nach der Bedeutung dieses Wortes« Die Unterscheidung dieser Puncte hängt vom 

Zeichen des "Wcrthes, den der Aiudmek: (-rTr) TT"* ^TT» erhält, ab. 282. Dieser Aus- 

^dijds / dij di 

^Iruck verschwindet für Rückkehrpuncte. Fall der Gurven dritter Ordnung. Unmittelbare Bestim- 
mung der Ellipse der Kückkelu-puncte, wenn die drei Asymptoten gegeben sind. 2^. Allgemeiner 
Ausdruck för die W^inkcl, unter welchen die beiden Zweige der Gun^e in einem Doppelpuncte sich 
sdmeiden. 284. Entwicklung dieses Ausdrucks für den Fall der Gurven dritter Ordnung. 285. Fall, 
dafs die Durchschnitts -Winkel rechte sind. Der geometrische Ort solcher Puncte für Gurven dritter 
Ordnung, deren drei Asymptoten gegeben sind, ist eine gerade Linie. Gonstruction derselben, 286. 
Wenn wir den Durchschnlttsvrinkel gleich Null setzen« so erhalten wir die Ellipse der Rückkehr- 
puncte. 287. Der geometrische Ort für irgend einen gegebenen Winkel ist ein Kegebclmitt, Ver- 
schiedenen Winkeln entsprechen verschiedene Kegelschnitte; die unter einander einen imaginären dop- 
pelten Gontact haben. Bedeutung der Parabel, welche in die Reihe dieser Kegelschnitte gehört. Gon- 
struction und Bedeutung des Punctes, aufweichen einer dieser Kegelschnitte sich rcducirt. Imagi- 
näre Durchschnittswinkel. Zugeordnete Durchmesser conjugirter Puncte. 287 u. 288. Da* geome- 
trische Ort solcher Doppelpuncte, in welchen eine Tangente eine gegebene Richtung hat, ist eine 
Tangente der Ellipse der Rückkehrpuncte. 289. Rccaphulation. 290. Betrachtung des Falles ima- 
ginärer Asymptoten. 291. Fall parabolischer Asymptoten. 292. Fall -semicubi-parabolischer Asym- 
ptoten. 293. — Die Gurven einer beliebigen Ordnung haben im Allgemeinen W^en düng s puncte. 
Bestummung dieser Puncte. 294. Fall eines Doppelpunctes. 295. Gränzlage der Tangenten. Der 
Krümmungshalbmesser in einem Wendungspuncte ist unendlich grofs. 296. Vereinfachung der Be- 
stimmung der VN^endungspuncte. Analytischer Hülfssatz. Eine Gurve n. Ordnung hat im Allgemei- 
nen 3n(n — 2) Wendungspuncte. 297 u. 298. Ausfuhrliche Discussion des Falles der Gurven drit- 
ter Ordnung. Eine solche Gurve hat im Allgemeinen neun Wendungspuncte, von w^clchcn immer 
drei reell und sechs imaginär sind. 299. Ein Doppelpunct vertritt sechs Wendungspuncte 
md ein Rückkchrpunct insbesondere acht. 300. Bei Gurven mit zwei parallelen Asymptoten liegen 
sechs Wendungspuncte (einem Doppelpuncte entsprechend) unendlich weit. 301. Die Trident-Gurve 
hat auch nur drei Wendungspuncte, von diesen ist einer reell. 302. Die Gurven mit semicubi-pa- • 
rabolischen Asymptoten haben acht Wendimgspuncte, imd unter diesen sechs imaginäre. 303. Die 
cubische Parabel hat nur einen einzigen und reellen Wendungspunct 304. 

§. 7, Discusnon der allgemeinen Gleichung der Curven dritter Ordnung unter der 

Form pqr + fie^ = 270 

Geometrisdie Deutung dieser Form. Die Berührungspuncte auf dexH, den Asymptoten paralle- 
len, Tangenten liegen zu drei auf sechszelm verschiedenen geraden Linien. 305 u. 306. Discussion 
der verschiedenen Fälle in Beziehung auf das Imaginäre. 307 u. 308. Sdiema. 309. Fall eines 
Doppelpunctes 310, eines Rückkehipunctes 311, osculirender Asymptoten, 312. Betraditung des 
Falles zweier imaginären Asymptoten 313, parabolischer Asymptoten 314, semicubi-parabolischer 
Asyiiq»tbten 315. Metrische Rdationen. 316. Doppdpuncte und Rückkehrpuncte in den Glei- 
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chnniien in Evidenz gebracht 317. Drei allgemeine Gonstmctioncn der Cunren dritter Oidnimg. 
318—320. 



Allgemeine Andeutungen über Gurven dritter Glas so. 330. Princip der ReciprocitSt Voll- 
atindige geometrische Erklärung der Thatsache, dalj, wenn man för eine gegebene Gtinre Ton ii^cnd 
emer n. Ordnung die reciproke Gurve und för diese Gurve von Neuem die redproke Gurve bestimmt, 
der Grad der Gldchung dieser letztem von dem n(n — 1) |n(n — > 1) — 1 > • auf den n. herabsinkt 
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§. 8. DUcuasian der allgemeinen Gleichung der Curven driUer Ordmmg wUer der 

Farm pqr + ^' = 282 

Geometrische Deutung dieser Form. Die Wendungspuncte liegen su drei in gerader Linie 
321. Metrische Relation. Lage der Gurve in Beziehung auf ihre Wendungstangenten und die Li- 
nie S. Jede Wendungstangente schneidet, indem sie berührt 322. Es lifst sieb die Gleichung der 
Gurve Bwolfmal auf die fragliche Form bringen. Vier verschiedene Fälle, in Besiehung auf daa 
Lnaginare. 323. Directe Nachweisung, dals eine Gurve dritter Ordnung drei reelle und sechs imagjl- 
näre Wendungspuncte nothwendig haben muls. 324. Unterscheidung von sechs Arten von Gur- 
ven dritter Ordnung, in Beziehung auf ihre drei reellen Wendungspuncte. Unterabtbeilungen. 325. 
Doppelpuncte. Bestimmung der Lage des conjugirten Punctes durch die drei Wendungstangeni^ 
und Wendungspuncte. 326. Analytische Tangenten- Theorie. Geometrische Gonstruction der Tan- 
gente in einem gegebenen Puncte der Gurve, ohne dals diese selbst gegeben ist 327. Zwei allge- 
gemeine Gonstructionen der Gurven dritter Ordnung. 328 u. 329. 
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Erster Abschnitt. 

Ueber allgemeine Coordiiiaten - Bestimmung. 



§• 1- 

Punct-Coordiiiaten. Bestimmniis aller n&ösllclien (Systeme 

linearer Pnnct - Coordinaten. 



1. 



L, 



idem wir, auf die gewöhnliche Weise, durch die Gleichung 

r(y,x) = (1) 

eine Curve darstellen, betrachten wir x und y als veränderliche Groben, welche für einen 
bestimmten Punct bestimmte Werthe erhalten. Diese Werthe werben durcH Hülfe zweier 
festen, als gegeben betrachteten, geraden Linien, der Coordinaten-Axen, für alle Puncte 
auf eine gleichmäCsige Weise construirt. Wir legen nemlich zu diesem Ende durch den 
bezüglichen Punct eine gerade Linie nach jeder der beiden gegebenen geraden Linien pa- 
rallel mit der jedesmaligen andern, und diese beiden begrSnzten geraden Linien nennen 
wir die beiden Coordinaten des Punctes. Alsdann können wir auch umgekehrt, wenn 
zwei Coordinaten gegeben sind, denjenigen Punct construiren, welchem sie angehören, und 
endlich auch, wenn, wie oben, blofs eine Gleichung zwischen den beiden Coordinaten ge- 
geben ist, und diese letztem, indem sie durch jene Gleichung noch nicht bestimmt sind, 
als veränderliche GröCsen angesehen werden, eine stetige Aufeinanderfolge von Punct en: 
den geometrischen Ort, von dem wir sagen, dafs er durch die gegebene Gleichung darge- 
stellt werde. 

2. Wenn wir 

4 

q = 9(y,x), p = t//(j,x), (2) 

setzen, indem wir durch tf und %\> beliebige Functionen bezeichnen, so sind q und*p voll- 
kommen bestimmt, sobald j und x es sind. Jedem gegebenen Puncte entsprechen also 
audi bestimmte Werthe von q und p. Um diese Werthe auf die einfachste Weise geo- 
metrisch zu construiren, wollen wir uns derjenigen beiden Curven bedienen, welche durch 
die Gleichungen 

y(y,x) = 0, V'ty.») = 0» (3) 
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dargestellt werden, und diese Curven, wie oben die Coordinaten-Axen, als gegeben be- 
tracbten. Für )eden Punct, welcher auf der ersten dieser beiden Curven liegt, ist der Werth 
von q, für jeden Punct, welcher auf der zweiten Curve liegt, der Werlh von p gleich 
Null. Für irgend einen gegebenen Punct läfst sich jede der beiden veränderlichen 6r5r 
fjsen q und p, so lange cp und t/; ganze, in Beziehung auf j oder x algebraische, Functio- 
nen, von irgend beliebigen Graden bezeichnen, als ein, mit einer constanten Gröfse multi- 
plicirtes Product von Segmenten geometrisch darstellen. Diese Segmente liegen auf den- 
selben oder auf zwei verschiedenen, durch den fraglichen Punct gehenden, geraden Li- 
nien, zwischen diesem Puncte und den Durchschnittspuncten mit den beiden durch die 
letzten Gleichungen dargestellten Curven. 

Denken wir uns nemlich etwa die erste der vorstehenden beiden Gleichungen, 
q>(j,Ti) = 0, in Beziehung auf diejenige veränderliche Gröfse, welche in ihr nur algebraisch 
und bis zu irgend einem ii. Grade erhoben vorkommt, und die j sein mag, aufgelöset, und 
bezeichnen alsdann die n Wurzeln durch Jx.j^yju und überdieiJB den CoeOicienten der 
höchsten Potenz von j durch x, so ergibt sich unmittelbar: 

q = x(y— yi)(y— Ja) .... (y — y«). 
719 729 ••Jn sind Functionen der veränderlichen Gröfse x; es ist klar, dafs sie für einen 
gegebenen Punct, dem ein gegebenes x entspricht, diejenigen Werthe der veränderlichen 
Gröfse y bedeuten, welche den n Durchschnittspuncten derjenigen geraden Linie, welche 
durch den gegebenen Punct geht und der Coordinaten-Axe x = parallel ist, mit der 
gegebenen Curve : qp(y,x) == 0, entsprechen. Nennen wir also diese n Durchschnittspuncte 
QiyQayoQn uud dcu gegebenen Punct M, so gibt die letzte Gleichung: 

q = x.QiM.QaM.-.QnM. (4) 

Wenn wir die Gleichung V/(y,x) =: ganz auf dieselbe Weise behandeln und, je 
nachdem entweder y oder x in dieser Gleichung nur algebraisch vorkommt, die Durch- 
schnittspuncte der bezüglichen gegebenen Curve mit einer durch den gegebenen Punct ge- 
henden geraden Linie, die entweder der Coordinaten-Axe x =: 0, wie vorbin, oder der 
Coordinaten^Axe y = parailei ist, durch P|,P2,...Pm. bezeichnen, so finden wir 

p =z= ^r.PiM.P^M.. .P„M. (5) 

7t bedeutet, wie in der vorigen Gleichung k, einen unbestimmten Coefidcienten. 

3. Wir können also die irgend einem gegebenen Puncte entsprechenden Werthe der 
beiden veränderlichen Gröfsen p und q, durch die Yermittelung zweier gegebenen Curven 
und zweier gegebenen Richtungen construiren. Diese Richtungen sind durch die Richtun* 
gen der ursprünglichen Coordinaten-Axen angezeigt; von diesen Axen selbst aber ist in 
der fraglichen Construction jede Spur verschwunden. An ihre Stelle sind die beiden ge^ 
gebenen Curven getreten. Es kommen aucb bei der ursprünglichen Bestimmung von y 
und X, aufser den beiden Axen, eigentlich auch noch zwei gegebene Richtungen in Be- 
tracht. Diese sind aber, nach hergebrachter Weise, sogleich dadurch ein für alle Mal be- 
stimmt, dafs die zu der jeinen Coordinaten-Axe gehörige Richtung durch die andere Coor- 
dinaten-Axe angezeigt wird. Hiernach ist es natürlich, auch p und q als Coordinaten zu 
betrachten: als solche veränderliche Gröfsen, welche für einen gegebenen Punct bestimmte 
Werthe erhalten und durch Hülfe zweier gegebenen geometrischen Oerter (geraden Linien 
oder Curven) und zweier gegebenen Richtungen für alle Puncte auf gLeichmäfsige Art con- 
struirt werden. 

Wenn wir beispielsweise die Voraussetzung machen, dafs die beiden gegebenen Cur- 
ven zwei parabolische oder überhaupt zwei solche siadi die nach einer bestimmten Rieh- 
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timg von einer geraden Linie nur in einem einzigen Pancte geschnitten werden, and wenn 
wir zugleich die Coordinaten-Axen x = und y = diesen beiden Richtungen parallel 
annehmen, so ist allgemein: 

q = x(j — (px) = x.QiM, p = 7t(x—^j) = n.VJI/l. 

<p und %ff können alle möglichen Functionen bedeuten. Q| und P^ sind die Durchschnitts- 
puncte der beiden durch den gegebenen Punct M gehenden, den Coordinaten-Axen x = 
und 7 = parallelen, geraden Linien mit den bezfiglichen beiden gegebenen Curven. 
X und n sind zwei Constante. Setzen wir dieselben gleich der Einheit, so wird die Be- 
stimmung von q und p der Bestimmung von y und x ganz analog: an die Stelle der ge- 
radlinigen Coordinaten-Axen sind blofs krummlinige getreten. 

4. Wenn die Functionen, durch welche q und p eiogeführt werden, und demnach 
die beiden Curren (3) algebraische sind — ein Fall, auf den wir in dem Folgenden uns 
überall beschränken werden — , so können wir die beiden gegebenen Richtungen beliebig 
ändern, und brauchen alsdann blofs die Constanten x und n gehörig zu bestimmen, um 
dieselben Werthe von* q und p zu erhalten. Der Beweis dieser Behauptung liegt unmittel- 
bar darin, dafs die zweiten Theile der Gleichungen (2) von • demselben Grade bleiben 
und nur die constanten Coefficienten der einzelnen Glieder, namentlich x und n, andere 
Werthe erhalten, wenn wir die ursprünglichen Coordinaten-Axen ganz beliebig drehen, und 
dann statt j und x die neuen Coordinaten einführen; was ohne alle Entwicklung klar ist, 
wenn wir erwägen, dafs diese Einführung durch lineare und ganze Functionen der neuen 
Coordinaten geschieht *). Betrachten wir die beiden constanten Richtungen nicht als ge- 
geben, sondern als willkührlich zu bestimmen, so können wir, im Allgemeinen, die Con- 
stanten X .und 7t beliebig annehmen und insbesondere gleich Eins setzen. Zugleich -aber 
ist hierbei zu bemerken, dafs es im Allgemeinen Maxima und Minima der Werthe von x 
und n gibt. Und endlich, wenn nach irgend einer Richtung eine der Cnrven (3) von 
einer geraden Linie in weniger Puncten geschnitten wird, als der Grad ihrer Gleichung an- 
zeigt, das heifst, wenn einer oder mehrere- Durchschnittspuncte unendlich weit liegen, so 
erscheint das entsprechende q oder p, indem die bezügliche Constante alsdann gleich Null 
zu nehmen ist, unter der unbestimmten Form §. 

6. Die bisherigen Erörterungen gründen sich auf die Voraussetzung, dafs €p und t// 
ganze Functionen von y und x bedeuten; wir wollen nun den allgemeinen Fall gebroche- 
ner Functionen betrachten und 

^ ~ <)p"(y,^) ' ^ ~ t/y'(y,x) ' 

setzen, indem wir durch fp\ %f/y ^" und f(/' ganze und rationale Functionen von beliebigen 
Graden anzeigen. Die Gleichungen 

<)p'(y,x) = 0, yj'(y,x) = 0, 

/(y,x) = , v/'Cv,x) = 0, 

stellen alsdann vier algebraische Curven dar. Für jeden Punct, der auf den ersten bei- 



*) Dieselbe Behanptnng ist auch eine immittelbare Folge aas dem Satze, den Newton zaerst in seiner 
^^Enumeratio lineorum iertii ordinü^* aufstellte; dafs nemlicb, wenn eine algebraische Curve irgend 
eines n. Grades gegeben ist, die von den beiden Sehenkeln eines Winkels oder deren YerlSngenmgen 
geschnitten wird: das Prodact der n Segmente, die auf dem einen Schenkel zwischen dem Scheitel 
des Winkels mid den n Dnrchnittsponcten mit der Carve liegen, zu dem entsprechenden Prodacte der 
n Segmente auf dem andern Schenkel in einem VerhSUnisse stehen, das, ^ie man aach den Winkel pa- 
nllel mit sieh selbst verrficken mag, unverändert dasselbe bleibt 

1* 



4 Erster Abschn. AUgem. Goordinaten- Bestimmung. 

den dieser Curven liögt, sind die Werthe für q und p bezüglich gleich Null; fftr jeden 
Punct, der auf den beiden übrigen Gurren liegt, sind diese Werthe unendlich. Legen wir 
nach derselben Richtung oder nach verschiedenen Richtungen durch irgend einen gege* 
benen Punct M vier gerade Linien , welche den vier Gurven bezüglich in den Puncten 
QuQs^-Qn; Pi,P29.*Pm; Si,S2,..Sg; RL,Ra9*-Rjb begegnen, so erhalten wir nach dem Vo- 
rigen sogleich: 

_ Q.MeQ^M.-.QnM _ PtM.P,M.,.P„M . 

^ ~ ^'SiM.S2M...SgM ' P ~ ^•RiM.R,M...RhM" 

Das allgemeine Resultat, zu dem wir auf diesem Wege gelangt sind, ist folgendes. 
Die Lage eines Punctes ist überhaupt durch zwei Bestiminungsstücke gegeben. Sind diese 
Bestimmungsstücke von der Art, dafs sie für einen gegebenen Pimct auf eine einzige und 
nationale Weise construirt werden können, so wissen wir, dafs dieselben, wie auch ihre 
Gonstruction ursprünglich sich darstellen Kiag, sich immer durch Hülfe von vier Gurven 
(geometrischen Oertcrn) construiren lassen. Dasselbe Resultat können wir auch auf fol- 
gende Weise ausdrücken. Durch vier gegebene Gurven erhalten wir die allgemeinste 
Goordinafen- Bestimmung, in der jedem Pnncte zwei einzige Goordinaten entsprechen. 

6. So wie eine Gleichung zwischen y und x eine Curve darstellt, so thut es auch 
eine Gleichung zwischen q und p. Um eine Gurve, deren Gleichung" zwischen y und x 
gegeben ist, durch eine Gleichung zwischen q und p auszudrücken, brauchen wir bloCs 
zwischen der gegebenen Gleichung und denjenigen beiden Gleichungen, durch welche q 
und p eingeführt werden, y und x zu eliminiren. In ihrer allgemeinsten Form enthalten 
die letztgenannten beiden ■ Gleichungen alle vier veränderlichen Gröfsen y, x, q und p. 
Wäre hingegen die Gleichung der Gurve zwischen q und p ursprünglich gegeben, so müs- 
sen wir, um die Gleichung der Gurve zwischen y und x zu erhalten, zwischen der gege- 
benen Gleichung und jenen beiden Gleichungen , welche die gegenseitige Beziehung von q 
und p zu y und x ausdrücken, q und p eliminiren. 

7. Wir wollen, hier nur diejenigen Goordinaten -Systeme betrachten, in welchen eine 
gerade Linie durch eine Gleichung des ersten Grades dargestellt wird. Es ist klar, daCs, 
wenn wir irgend ein solches Goordinaten -System kennen, wir sogleich alle möglichen er- 
halten. Es seien ri und | Goordinaten dieser Art, so dafs, der obigen Bestimmung ge- 
gemäfs, die Gleichung 

Ai?+B|+G = 0, (!)• 

in welcher wir durch A, B und G drei Gonstante bezeichnen, eine gerade Linie darstellt. 
Sind y und x Goordinaten derselben Art, so erhalten wir,^indem wir durch diese i? und 
£ auf die allgemeinste Weise so bestimmen, dafs die vorstehende Gleichung auch in Be- 
ziehung auf y und x vom ersten Grade bleibt, die folgenden beiden Gleichungen: 

_ x(y+a'x+b^) ^ _ <y-f-ax+b) .^. 

^ ~ ?(y+a"x+b") ' ^ — ^(y+a"x+b")- ' ^""^ 

Da es rücksichtlich der Allgemeinheit in der Bestimmung von 77 imd | durchaus einer- 
lei ist, was für Goordinaten der fraglichen Art y und x bedeuten, so liegt es nahe, anzu- 
nehmen, dafs diese veränderlichen Gröfsen gewöhnliche Parallel - Goordinaten darstellen, 
und durch deren Yermittelung die Goordinaten ri und | auf die einfachste Weise zu con- 
struiren. Dafs diese Annahme wirklich der Allgemeinheit keinen Abbruch thut, ergibt sich 
direct, wenn wir als die allgemeinen Goordinaten if und ^ nehmen* und dieselben von 17 
und ^ durch Gleichungen von derselben Form, als durch welche 77 und £ durch y und x 
bestimmt sind, abhängen lassen. Durch Elimination von 17 und | erhalten wir alsdann^ 



■> 
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um V und S unmittelbar darch y' und x auszudrücken , mederum Gleichungen ganz von 
der obigen Form. 

Solche Coordinaten, durch welche eine gerade Linie durch eine Gleichung des ersten 
Grades dargestellt wird, wollen wir lineare Punct-Coordinaten nennen, t] und £ drücken 

bei gehöriger Annahme der acht Constanten a, a', a'', b, b', V\ — und — alle möglichen li- 

s s 

nearen Punct- Coordinaten ans. Die Ausdrücke für dieselben stellen sich in der allgemei- 
nen Form als Quotienten dar, es ist 

'^ — r ' ^ — r ' 

indem wir 

eCF+a^x+b") = r, x(y+a'x+b') = q, ;r(y+ax+b) = p, (3) 

setzen, und eine der drei Constanten q^ x und 7t beliebig annehmen, oder überhaupt zwi- 
schen denselben eine beliebige lineare Bedingungs- Gleichung feststellen. Die Gleichung 
der geraden Linie, die allgemeine Gleichung ersten Grades zwischen den zwei veränderli- 
chen Grölsen rj und ^, geht alsdann in folgende über: 

Aq+Bp4-Cr = 0; 
mithin in die allgemeine homogene Gleichung des ersten ^Grades zwischen den drei verän- 
derlichen Gröfsen r, q und p. Die drei linearen Functionen p, q und r stehen in ganz 
ähnlicher Beziehung zu dem Puncte, dessen Lage durch sie bestimmt wird; sie kommen 
ganz auf gleiche Weise in der Gleichung der geraden Linie vor. Nur in der Bestimmung 
der Coordinaten ij und ^ verschwindet diese Symmetrie; der Grund davon liegt offen- 

r o 

bar darin, dafs wir statt dieser Coordinaten auf ganz entsprechende Art auch ~ und- ~ 

r Q 

oder — und — als Coordinaten nehmen können. Das Ganze dieser dreifachen Coordina- 

P P 

ten-Bestimmung ist in Beziehung auf r, q und p symmetrisch. Hiemach werden wir auf- 
gefordert, diese drei Functionen ganz aus demselben Gesichtspuncte zu . betrachten. Wir 
können dieselben gleichfalls Coordinaten nennen, wonach denn ein Punct drei Coordina- 
ten hat, und derselbe durch die Quotienten einer beliebigen dieser drei Coordinaten in die 
beiden übrigen^ geometrisch bestimmt wird. 

Es ist offenbar, dafs überhaupt der Grad der Gleichung einer Curve unverändert der- 
selbe bleibt, welche lineare Coordinaten -Bestimmung wir auch immerhin zu Grunde le- 
gen mögen, und dafs, wenn wir p, q und r statt ij und | einführen, die Gleichung der 
Curve in Beziehung auf diese Gröfsen von demselben Grade bleibt und homogen wird. 

8. Je nachdem wir von verschiedenen linearen Coordinaten -Systemen ausgehen, er- 
halten die acht Constanten, von welchen die allgemeine Coordinaten -Bestimmung abhängt, 
verschiedenfache geometrische Bedeutung; die Construction des allgemeinen Coordinaten- 
Systems wird durch verschiedene ursprünglich angenommene verschiedenfach vermittelt. 
Welches System wir aber auch zu Grunde legen mögen, die Construction der sechs er- 
sten jener Constanten, a, a', a", b, b' und b'', läfst sich immer von drei festen geraden Linien 
abhängig machen, von denjenigen nemlich, deren Gleichungen die folgenden 

y+a"x-Hb" = 0, y+a'x+b' = 0, y+ax+b = 0, 

oder, was dasselbe heifst, die folgenden sind: . 

r = 0, q==0, p = 0. (4) 

Die Art und Weise aber, wie die Werthe von r, q und p für irgend einen gegebenen 
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Pcinct darch die Yennittelang dieser drei geraden Linien construirt yrird, h8ngt von der 
Art der Coordinaten j und x ab. In der Voraussetzung gewöhnlicher Parallel -Coordina« 
ten ergibt sich, wenn M der gegebene Pnnct ist und man durch denselben, parallel mit 
der Axe x = 0, eine gerade Linie zieht, welche den durch die letzten drei Gleichungen 
dargestellten geraden Linien in den Puncten R, Q und P begegne, ganz dem allgemeinen 
Falle der 2. Nummer entsprechend , 

r = (>.RM, q = x.QM, p = ^.PM. ^ (5) 

In der vorstehenden Coordinaten -Bestimmung ist, mit Ausnahme der Richtung einer 
der beiden Axen des ursprünglichen Systems, von diesem Systeme keine Spur mehr übrig 
geblieben. Aendern wir diese Richtung um irgend einen Winkel <^, so ergibt ^ich so- 
gleich, wenn wir die drei Winkel, welche die ursprüngliche Richtung mit den drei gera* 
den Linien (4) bilden, y, ß und ^^ und die drei Durchschnittspuncte der, nach der neuen 
Richtung durch den gegebenen Punct M gelegten geraden Linie mit demselben drei ge- 
raden Linien (4) R', Q' und P' nennen: 

smy ^ stnp ^ '^ 'suia ^ ' 

Es hat also, in Uebereinstimmung mit der 4. Nummer, die Aenderung jener constanten 
Richtung blofs Einflufs auf die Bestimmung der Constanten q^ x und ^, und ist also dn 
ganz willkührliches Element in unserer Coordinaten -Bestimmung, so lange ym diesen ^ei 
Constanten oder auch nur zweien derselben ihre Unbestimmtheit lassen. 

„Man erhält durch die Yermittelung dreier gegebenen geraden Linien, die man als 
Coordinaten-Axen betrachten kann, und dreier Coefficienten, von denen, nachdem man zuvor 
eine constante Richtung und einen Punct derselben beliebig angenommen hat, die beiden 
übrigen gegeben sind, die drei Coordinaten r, q und p eines gegebenen Punctes, wenn 
man durch diesen Punct nach der constanten Richtung eine gerade Linie legt und auf der- 
selben diejenigen Segmente, welche zwischen ihren Durchschnittspuncten mit den drei gege- 
benen geraden Linien und dem gegebenen Puncte liegen , nimmt und mit den bezüglichen 
Coefficienten multiplicirt." 

Ein besonderer Fall ist deqenige, dafs jeder der drei Coefficienten gleich Eins ist. 

9. Statt der drei Coefficienten ^, x und n können wir drei Winkel /, ß und vi 
durch die folgenden drei Gleichungen einführen, 

■ **»»/ ■ *wt/9 , Ana ^^, 

^ stny 9mp stna ^ 

wobei wir, je nachdem q^ x und n positiv oder negativ sind, in den zweiten Theilen der 
bezüglichen drei Gleichungen das obere oder untere Zeichen nehmen müssen. 

Wenn wir alsdann von dem gegebenen Puncte aus nach den drei geraden Linien (4) 
unter den drei auf diese Weise bestimmten Winkeln drei gerade Linien ziehen, welche 
jenen bezüglich in den Puncten R|, Qi und Px begegnen, so ist, abgesehen vom Vor- 
zeichen: 

r = RiM, q = Q|M, p = PiM. 

Um die Vorzeichen, mit welchen die drei Coordinaten -Werthe eines gegebenen Punctes 
zu behaften sind, von der ursprünglichen Coordinaten -Bestimmung ganz unabhängig zu 
machen, wollen wir das in den Gleichungen (7) gebrauchte doppelte Zeichen als ein be- 
liebig zu wählendes betrachten und' demnach dasselbe immer so annehmen können, daCs 
für einen, wilikührlich bestimmten Punct die Coordinaten alle drei positiv sind. Alsdann 
bestimmen sich die Vorzeichen der Coordinaten für jeden andern Punct unmittelbar nach 
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der Bemerkung, dafs jede Coordinate, etwa p, ihr Zeichen , indem sie durch Null hin* 
durch geht, ändert, wenn der beziJgliche Punct von einer Seite der dieser Coordinate ent- 
sprechenden Axe, p =: 0, auf die andere Seite hinübertritt.' Wir werden in den folgen- 
den Entwickelungen tiberall die Coordinaten derjenigen Puncte, welche innerhalb des von 
den drei Coordinaten -Axen (4) gebildeten Dreiecks liegen, positiv nehmen. Bei dieser 
Annahme müssen wir also für jeden Punct in den von einer beliebigen Dreiecks -Seite und 
den Verlängerungen der beiden übrigen gebildeten unbegränzten Flächen -Räume, die der 
Dreiecks -Seite entsprechende Coordinate negativ und die beiden übrigen positiv, so wie' 
für jeden Punct in den von den Verlängerungen zweier Seiten gebildeten unbegränzten 
Flächen -Räumen, diejenigen beiden Coordinaten, welche diesen beiden Seiten entspre- 
chen, negativ und die dritte positiv nehmen. Für keinen Punct sind die drei Coordinaten 
zugleich negativ. 

Die allgemeine Coordinaten -Bestimmung wird durch die pbige Voraussetzung zwar be- 
schränkt, diese Beschränkung aber dann wieder aufgehoben, wenn wir den willkührlich 
bestimmten Punct nach einander in verschiedenen von den drei Axen gebildeten Flächen - 
Räumen annehmen. Wenn wir, um die Ideen zu fixirfen, voraussetzen, dafs die zur Vcr- 
mittelung der Construction dienende Axe: y =: 0, der Axe: p = 0, parallel sei, und die 
Spitze des Axen- Dreiecks in Beziehung auf die letztgenannte Axe nach der positiven Seite 
hin liege, so setzt die Annahme, dafs, für einen Punct innerhalb des Dreiecks^, p, q und r 
positive Werthe haben, voraus, dafs n positiv, x und ^ aber negativ seien, weil alsdann, 
auf einen solchen Punct bezogen, die Ausdrücke (y-|-ax+b') und (y+a"x+b") negativ 
sind. Die verschiedenen Vorzeichen in den Gleichungen (7) gestatten eine achtfache 
, Combination zu drei, die aber in der Bestimmung der Coordinaten ?; und | nur eine 
vierfache Verschiedenheit hervorbringt. Dieser entspricht eine vierfache Annahme des 
Punctes, über dessen Coordinaten wir von vorne herein eine Zeichen -Bestimmung ma- 
chen. Die Lage dieses Punctes in zwei und zwei der von den Axen gebildeten unendli- 
chen Flächen -Räume bezieht sich hierbei auf denselben Fall. 

Die durch die Gleichungen (7) statt (>, x und n eingeführten Ausdrücke haben die- 
selbe Allgemeinheit als diese Coefficienten. Es kann einer der drei Winkel /, /f und a' 
beliebig angenommen werden, nur gibt es für dtenselben, im Allgemeinen^ ein Minimum 
der Abweichung von einem rechten Winkel. 

„Wenn drei gerade Linien und drei Winkel gegeben sind, so erhält man die drei 
allgemeinen Coordinaten r, q und p eines gegebenen Punctes, 'wenn man von diesem 
Puncte aus drei solche gerade Linien nach den drei gegebenen zieht, welche mit diesen 
bezüglich die drei gegebenen Winkel bilden. '' 

Ein besonderer Fall der allgemeinen Coordinaten -Bestimmung, dem wir eine beson- 
dere Aufmerksamkeit schenken müssen, ist derjenige, dais die gegebenen Winkel alle drei 
rechte sind. 

„Wenn drei gerade Linien gegeben sind, so erhält man die drei Coordinaten eines 
gegebenen Punctes, wenn man, von diesem Puncte aus, auf die drei gegebenen geraden 
Linien drei Perpendikel fällt. ^ *) 



*) Dieses Coordinaten -System macht den Gegenstand einer frfihern Abliandlmig vom Jahre 1828 ans, die 
den ersten Yersnch enlhSlt, den Begriff der gewdhnliehen Coordinaten -Bestioomang zo erweitern, nnd 
was ich damala, der grofaen Verachiedenlieit der Algorilhmen wegen, nicht sogleich erkannte: es ist mit 
dem barycentrischen Calcfil des Herrn Möbins, dem Wesen nach, ganz dasselbe. „Ueber ein 
neuei Coordinaten- Sy$tem.*^ Crelle's Jonmal, T. S. 1. 
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10. Wenn wir die Länge der drei Seiten des von den drei Coordinaten-Axen ge- 
bildeten Dreiecks R, Q und P und den Inhalt desselben A nennen, so erhalten yvir, yvesm 
wir die letzte Coordinaten -Bestimmung zu Grunde legen und zugleich die in der vorigen 
Nummer gemachte Zeichen -Bestimmung berücksichtigen , zviischen den drei Coordinaten- 
Werthen r, q und p' irgend eines beliebigen Punctes die nachstehende Relation: 

Br+Qq+Pp = 2A. (8) 

Nennen wir femer die den drei Seiten B, Q und P gegenüberliegenden Winkel des frag- 
lichen Dreiecks (q), (x) und (n), so ist offenbar 

^ sin (7t) sin (x) = Qsin(n)sin(Q) = Vsm(x)sin(Q)j 
und wenn wir diese einander gleichen Ausdrücke, der Kürze halber, gleich k setz^ 

2^sin(Q)sin(x)sin(n) = k^ 
Hiemach geht die Gleichung (8), wenn wir allä Glieder derselben zuvörderst mit 
sin(Q)sin(x)sin(7i) multipliciren und dann durch k dividiren, in die folgende tlber: 

rsin(Q) + qsin(x)+fsin(7i) ^ k« (9) 

11. Wir können die Gleichungen (8) und (9) unter verschiedenen Gesicbtspuncten 
betrachten. Sie werden identische, wenn wir uns r, q und p durch y und x od^^r 
durch irgend beliebige andere Coordinaten ausgedrückt denken, und so aufgefaCst, enthält 
jede dieser Gleichungen, nachdem, die durch (4) dargestellten drei geraden Linien gegeben 
sind, die Bestimmung der drei Coefficienten g, x undL^< 

Es sei, um diese Behauptung in ihrer Allgemeinheit nachzuweisen, 

(>'r-+-x'q-|-;r'p ^ c 
irgend eine Gleichung, die, wie (8) oder (9), eine identische wird, wenn wir für r, q und 
p ihre Ausdrücke in y und x, nemlich 

r = p(y+a"x+b"), q = x(y+a'x+b'), p = «(j+ax+b), (10) 

setzen. Akdann erhalten wir die nachstehenden drei Bediogungs- Gleichungen: 

q'q+ ylx +;r';r = 0, 

2!*Q*Q -^dlx^x-^-din^Ti = 0, 

V'Q'Q+yx^x-^-hn'n = c. 
Indem wir, den obigen Voraussetzungen gemäfs, (>', x', ^', a, a' und a'' als gegeben ansehen, 
erhalten wir aus den beiden ersten der vorstehenden drei Gleichungen unabhängig von 
der dritten Gleichung die Quotienten )e zweier der drei Coefficienten ^, x und n^ und dann 
gibt die dritte Gleichung die absolute Bestimmung dieser Coefficienten selbst, da auch 
c, b, b' und b" als gegeben zu betrachten sind. Zugleich sehen wir^ dafs jene Quotien- 
ten unverändert dieselben bleiben, wie auch c seihen Werth ändern mag. Diese Con- 
stante kann jeden beliebigen Werth haben, nur dürfen wir dieselbe nicht gleich Null neh- 
men, wxil sonst die obigen Gleichungen im Allgemeinen einen Widerspruch enthalten. 
So zum Beispiel ändert sich offenbar, wenn wir die von einem Puncte auf die drei Axen 
gefällten, und mit ein und denselben« constanten Coefficienten fi multiplicirten Perpendikel, 
statt der blofsen Perpendikel, durch r, q und p bezeichnen, in der Gleichung (9) offenbar 

nur der zweite Theil, und wir erhalten statt derselben, indem wir k' = — setzen, folgende 

Gleichung: 

r«n(())+q«tii(x)+p*m(;r) = k'. 
So lange k'-<k und demnach ft>>l, können wir die drei durch diese neue Gleichung be- 
zeichneten Coordinaten als gerade Linien construiren, welche, von dem bezüglichen Puncte 
aus, nach jeder der drei, unverändert gebliebenen Axen, unt^r demjenigen constanten 

Win- 
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Winkel Y?*' gelegt werden, der durch die Gleichung 9in& = — gegeben ist. k' wird nur 

dann gleich Null, wenn ju = co oder, was dasselbe heifst, wenn ^ = 0, und in diesem 
Falle wird die Coordinaten- Bestimmung illusorisch. 

Nachdem sich auf diese Weise herausgestellt hat, wie die Einführung der Gleichung 
(10) der frühern directen Bestimmung der Constanten ^, x und n gleichbedeutend ist, und 
zwar in der Art, dads, wenn wir in dieser Gleichung die Constante c unbestimmt lassen, 
sich dennoch schon die beiden zur Construction von ti und | allein erforderlichen Quo- 

tienten — und *- ergeben, wollen wir nun direct durch Hülfe der genannten Gleichung, 

indem wir die drei Coordinaten -Axen als gegeben betrachten, die Coordinaten irgend eines 
gegebenen Punctes construiren. Diese Bestimmung verdient, abgesehen Ton ihrer analyti- 
schen Eleganz und der damit verbundenen gröfscm Leichtigkeit in den analytischen Ent- 
wicklungen, auch deshalb den Vorzug, weil hier durchaus keine willkührllche Annahme zu 
Grunde gelegt wird, während in der frühern Bestimmung, selbst wenn wir die Einführung 
des zur Vermittelung dienenden Coordinaten- Systems aufser Acht lassen, wir Überdieb 
auch noch ganz willkührlich r, q und p, welche lineare Functionen von der allgemeinsten 
Fonn (Ay+Bx-f-C) bedeuten, unter der Form ()(y-4-ax+b) eingeführt haben, während 
wir statt derselben auch folgende fi(ay+ßji+y) hätten nehmen können, indem wir zu< 
gleich hiprbei irgend eine lineare Beziehung zwischen a, ß und y vorausgesetzt und zum 
Beispiel auch y statt a gleich Eins genommen hätten. 

12. Wenn wir nach einander die drei Winkelpuncte des von den drei Coordinaten- 
Axen gebildeten Dreiecks betrachten, so finden wir aus der Gleichung (10) für dieselben: 

p = 0, q = 0, pV = c, 

p = 0, r = 0, . x'q' = c, 

q = 0, r = 0, flj'p' = c; 

wobei wir, zur Unterscheidung, diejenigen drei Coordinaten der drei Durchschnitte je 
zweier der drei Axen, welche sich auf die jedesmalige dritte beziehen, r^, q' und p' nen- 
nen« Führen wir diese drei neuen Constanten statt q\ x', n! und c in die Gleichung (10) 
ein, so nimmt dieselbe folgende Form an: 

^,+3^+2, = ,. (11) 

r q p 
In dieser Gleichung, von welcher wir auch, statt von (10), ursprünglich hätten ausgehen 
können, sind t\ q' und p' gegebene Gröfsen. Wenn wir also von dem Durchschnitte der 
beiden Axen q ^ und p = eine, der gegebenen Gröfse r' gleiche, gerade Linie nach 
der dritten Axe r = legen, so ist diese gerade Linie die Coordinate jenes DurchschniL 
tes, und für irgend einen andern gegebenen Punct erhalten wir hiernach die entspif'echende 
Coordinate, wenn wir, parallel mit der eben construirten geraden Linie, von dem gege- 
benen Puncte aus, nach der bezüglichen Axe: r = 0, eine neue gerad^ Linie legen. Und 
ganz auf gleiche Weise können wir vermittelst der beiden andern gegebenen Gröfsen q' 
und p' diejenigen Richtungen bestimmen, nach denen wir, von dem gegebenen Puncte aus, 
gerade Linien nach den bezüglichen Axen legen müssen, damit diese geraden Linien die 
Coordinaten q und p jenes Punctes darstellen. 

.13. Ein Fall, welcher vor allen übrigen besonders hervorgehoben zu werden ver- 
dient, ist derjenige, dafs die Gleichung (H), auf die wir unsere Coordinaten- Bestim- 
mung gründen, in Beziehung auf die drei Coordinaten r, q und p symmetrisch ist.. Die 
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angeführte Gleichung geht alsdann, indem wir r' =: q' = p' =s: /? setzen, in die folgende 
Ober: 

r+q+p = ß. (13) 

Um für diesen Fall die Coordinaten zu consfruiren, legen wir nach der vorigen Nummer 
in dem von den drei Axeu gebildeten Dreiecke von jedem Winkelpuncte aus nach der 
gegenüberliegenden Seite eine solche gerade Linie, welche die gegebene LSnge ß hat, was, 
beiläufig bemerlit, im Allgemeinen auf doppelte Weise geschehen kann. Die Richtungen 
der drei geraden Linien, welche man auf diese Weise erhält, sind diejenigen, nach wel- 
chen man für jeden gegebenen Punct die drei Coordinaten als gerade Linien^ die, von 
diesem Puncte aus, nach den drei festen Axcn gehen, construiren mirfs. 

Das durch die vorstehende Gleichung bezeichnete Coordinaten -System hat die Eigen- 
schaft, dafs, beim Uebergange von irgend einem gegebenen Puncte zu irgend einem an- 
dern, die Summe der gleichzeitigen Aenderungen der drei Coordinaten gleich Null ist. 
Insbesondere erhalten wir, wenn wir dif ferentiiren : 

dr+dq+dp = 0. (13) 

14. Wir können die gerade Linie, welche durch irgend eine lineare und homogene 
Gleichung zwischen beliebig bestimmten Coordinaten r, q und p: 

M-+iMq-l-Ap = 0, (14) 

dargestellt wird, leicht geometrisch bestimmen. Setzen wir nemlich, um die vorstehende 
Gleichung zu befriedigen, zugleich 

r = 0, und ^q+Ap = 0, 
q = 0, » w-l-Ap = 0, 
p = 0, » yr-i-^q s=: 0; 
so erhalten wir diejenigen drei auf den drei Äxten liegenden Puncte, in welchen diese von 
der zu construirenden geraden Linie geschnitten werden^ Mit diesen drei Puncten stellen 
sich drei andere paarweise so zusammen, dafs auf jeder der drei Coordinaten -Axen ein 
solches Puncten -Paar, mit denjenigen beiden Puncten, in welchen dieselbe Axe von den 
beiden andern Axen geschnitten wird, vier harmonische Theilungspuncte bilden. Es sind 
diese drei neuen Puncte die bezüglichen Durchschnittspuncte der drei Axen 

r = 0, q = 0, p = 0, 

mit den durch folgende Gleichungen: 

/wq — Zp = 0, i/r — Ap = 0, w— /iq = 0, 

dargestellten drei geraden Linien. Diese drei geraden Linien schneiden sich, was ein Blick 
auf ihre Gleichungen sogleich zeigt, in einem und demselben Puncte. Dieser Durchschnitts- 
punct und die durch die Gleichung (14) dargestellte gerade Linie, von der wir ausgegan- 
gen sind, bestimmen sich gegenseitig auf lineare Weise. Wir wollen jenen Durchschnitts- 
punct den Pol dieser geraden Linie, und diese gerade Linie die Polare jenes Durch- 
schnittspunctes, in Beziehung auf das, von den drei Axen gebildete, Dreieck, 
nennen. Zur Bestimmung der drei Coordinaten des Poles einer gegebenen geraden Linie 
(1) müssen wi^ mit den Gleichungen: 

rr = ^q =s± Ap, 
die Gleichung (11), welche der jedesmaligen Coordinaten -Bestimmong cu Grande liegt: 

^'r-4-x'q+^'p = c, 
verbinden. Wentt, umgekehrt, die Coordinaten eines Pnnctes r, q und p gegeben sind, 
so brauchen wir blofs drei Coefficienten Vy fi und X do zn wählen, dafs 

w=:/etq=Ap, 
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und erhalten al^ann für die Polare des gegebenen Punctes folgende Gleichung: 

i/r+/iq+Ap = 0. 

15. Der Pol einer unendlich vreii entfernt liegenden geraden Linie ist der Schwer- 
pnnct des Ton.den Axen gebildeten Dreiecks. Da die der Coordinaten-BestimmuDg zu 
Grunde liegende Gleichung (11) eine identische ist, so stellt die Gleichung 

(>'r-|-x'qH-;r'p = 0, 
so wie jede andere, in der wir, statt des gegebenen Werthes von c, irgend einen andern 
nehmen, eine solche unendlich weit entfernt liegende gerade Linie dar. Für den Schwer- 
punct des Axen- Dreiecks erhalten wir also: 

pV = x'q == n!p = Je. 
Diese Gleichungen enthalten zugleich, indem wir vom Schwerpuncte des Axen -Dreiecks 
ausgehen, eine 4ieue Construction der durch die identische Glejchung (11) bestimmten 
Coordinaten: eine Construction, die sich an die fdihere der 12. Mummer, auch geome- 
trisch, unmittelbar anschliefst. In der Coordinaten -Bestimmung der 13. Nummer insbe- 
sondere, die an die Gleichiing: 

r + q+p = /9, 
sich anknüpft, sind die drei Coordinaten des Schwerpunctes einander gleich. Es ist für 

denselben: 

r = q = p = 1^, 

wonach sich die Richtungen, unter denen wir die fraglichen Coordinaten nach den drei 
Axen ziehen müssen, unmittelbar ergeben, wenn wir um den Schwerpunct des Axen- 
Dreiecks als Mittelpunct mit einem Radius, der gleich ist |/9, einen Kreis schlagen. 

16. Ich will zur Erläuterung der obigen Definition der Pole und Polaren noch ein 
paar Beispiele, die ich mit Bezugnahme auf spätere Entwickelungen auswähle, folgen 
lassen. ^ 

Wenn wir die drei Coordinaten r, q und p als kürzeste Abstände construiren, eine 
Annahme, der die Gleichung: 

r«ii(())-4-q«tii(x)ri-p«»(;r) = k, (9) 

entspricht, so ist ofTenbar für den Mittelpunct des dem Axen -Dreiecke eingeschriebenen 
Kreises 

r = q = p, 
und demnach erhalten wir für die Polare dieses Punctes sogleich folgende Gleichung: . 

r+q+p z= 0. (15) 

Für den gemeinsamen Durchschnitt der drei von den Winkelpuncten des Axen -Drei- 
ecks auf die gegenüberliegenden Seiten gefällten Perpendikel, finden wir, bei derselben 
Voraussetzung, ohne Mühe: 

tcos(q) = 'qcos(x) = peos(n); 
und demnach hat die Polare desselben folgende Gleichung: 

rcoa(Q)-^qco8(x)+pcos(n) = 0. (16) 

Wenn wir, statt der Gleichung (9) die Gleichung: 

r+q+p = ßy , (12) 

der Coordinaten -Bestimmung zu Grunde legen, so erhalten wir für die Gleichungen der 
Polaren der beiden oben bezeichneten Puncte auf der Stelle: 

Teoig(0+qeotg(x)+pcoig(n) = 0, (18) 

2* 
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iodem wir in den obigen Gleichungen (15) und (16) an die Stelle von r, q und p schreiben 

*■ ^ j P 

-T-T-Tf . . X und . . V 

17. Die allgemeinste Coordinaten-Bestinunnng, die wir in der 7. Nummer erhal- 
ten haben, war: 

^ r ' ^ r' 

indem wir durch r, q und p lineare Ausdrücke von der allgemeinsten Form in j und x 
darstellten, und y und x als Coordinaten irgend eines beliebigen linearen Systems betrach- 
teten. Bezeichnen wir durch s rgend einen neuen linearen Ausdruck Ton derselben Form: 

s = (y(j+a'"x+b"), (I) 

und setzen dann: 

t 

so können wir, als mit der obigen Coordinaten -Bestimmung identisch, auch die folgende 
nehmen: 

,; = i, 5=7- (3) 

Indem wir aber durch die Gleichungen (2) die neuen Functionen r', q' und p' einführen, 
setzen wir offenbar nur an die Stelle der ursprünglichen Coordinaten y und x die andern 

V X 

~ und — , die ebenfalls lineare sind und wodurch sich also nach der eben angeführten 

SS 

Nummer in der allgemeinen analytischen Bestimmung der Coordinaten tj und | nichts än- 
dert. Nur die geometrische Construction derselben stellt sich anders dar. 
Die Gleichungen (2) zeigen, dafs die drei Gleichungen: 

1^ = 0, q'=0, . p' = 0, (4) 

dieselben geraden Linien darstellen, als die früher betrachtetet Gleichungen: 

r = 0, q = 0, p = 0. 

Zu diesen drei geraden Linien kommt aber nun noch eine vierte hinzu, deren Gleichung 

s = 0. 
Füi' solche Puncte, welche auf dieser geraden Linie liegen, werden die Werthe von r', q' 
und p' utiendlich. Die Werthe für tj und | erscheinen unter unbestimmter Form; für ihre 

wahren Werthe ergeben sich indefs die frühem -^ und - . 

r r 

Die allgemeine Coordinaten -Bestimmung wird auf diese Weise auch noch von einer 
vierten geraden Linie abhängig. Diese tritt an die Stelle der, aufser den ersten drei ge- 
raden Linien, zu jener Construction noch erforderlichen, beiden Coostanten, so dafs diese 
Construction nun blofs von vier gegebenen geraden Liuien abhängt, in der Art nemlich, 
dafs, wie wir auch von vorne herein in den vier linearen Ausdrücken, für welche wir die 
Symbole s, r, q und p eingeführt haben, die vier Coefficienten <r, (», x und n annehmen 
mögen, die durch die Gleichungen: 

8 = 0, r = 0, q = 0, p = 0, (5) 

dargestellten vier geraden Linien zur alljgemeinen Coordinaten -Bestimmung hinreichend 

sind. Der veränderten Annahme von - und -, von der die bisherige Bestimmung ab- 

hängig war, entspricht nun eine andere Lage der geraden Linie: s = 0. 
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18. Wir können die Function s wiederum, auf elegantere Weise, vermittelst einer 
identischen . Gleic&ung durch die drei ersten Functionen einführen, und demgemäfs 

(T's + p'r+x'q+jr'p = ^ (6) 

setzen, indem yvir durch (/, g\ x' und ti' vier gegebene Coiistanten, von denen wir eine be- 
liebig annehmen können, bezeichnen.* Entwickeln wir diese identische Gleichung, indem 
wir für s, r, q upd p die ihnen entsprechenden linearen Functionen substituiren, so fin- 
den wir : 

<r'<r-|- q'q+ x'x+ n'n = 0, 
a Vor + a Ve + a Vx -+- an'n = , 
bV<r+bVe+byx+biT';r = 0. 
Eliminircn wir zwischen diesen drei Gleichungen &(f, so erhalten wir die folgenden 
beiden 

(a'^ — a'^V+Ca"— aV« + (»"'— a);r'^ t= 0, 
(b'^—b'^+Cb'" — b')x'x+(b"' — b);r';r x= 0, 

X 7C 

woraus ersichtlich ist, dafs a'", b'^' und die beiden Coefficienten — und — sich gegenseitig 

auf lineare Weise durch einander bestimmen, wonach also die willktihrliche Annahme 
dieser beiden Coefficienten vollständig durch die willkührliche Annahme von a"' und b% 
oder, was dasselbe heifst, der geraden Linie: 8 = 0, ersetzt wird. 

Für jetzt darf ich diese Erörterungen Über die allgemeine lineare Coordinafen- Be- 
stimmung nicht weiter ausführen, um nichts einzumischen, was nicht die unmittelbare Grund- 
lage der spätem Entwickelungen dieser Schrift bildet. Nur die eine Bemerkung füge ich 
noch hinzu, dafs die allgemeinen linearen Coordinaten auch hoch auf andere Weise con- 
struirt, und insbesondere auch, so einfach wie die gewöhnlichen Parallel- Coordinaten y 
und X, als Linien -Segmente dargestellt werden können *). Bei jeder solchen Consiruction 
müssen sich, wenn sie allgemein sein soll, die acht Constanten der analytischen Bestim- 
mung in denjenigen festen, gcgebenei) geometrischen Oertern, durch welche jene Con- 
struction vermittelt wird, wiederfinden. So hängt die letzte Coordinaten -Bestimmung von 
vier gegebenen geraden Linien, die frühern von drei gegebenen geraden Linien und zwei 
Coefficienten, also in beiden Fällen von acht Constanten ab, weil die Construction einer 
geraden Linie von zwei Constanten bedingt wird. 

19. Wir construiren einen Punct, den wir durch seine Coordinaten bestimmen wol- 
len, immer als den Durchschnitt zweier geraden Linien. Gehen wir von den allgemeinsten 
linearen Coordinaten ij und | aus, indem wir • 

r r 



* ) Die unmittelbare Constractlon der allgemeiüen Aasdrücke von 17 und ^ liefert zum Beispiel die folgende 
. Bestimmang. Wenn iwei feste Puncte O and O' und aofserdein noch zwei feste PancCe A nnd A', 
darch welche zwei gerade Linien AB und A'B' geben, die unter sich and mit der die Poncte O and 
O' verbindenden geraden Linie parallel laufen , gegeben sind : so erhält man die Coordinaten irgend eines 
Panctes M, wenn man denselben mit den Puncten O nnd O' durch zwei gerade Linien MO and MO', 
welche den geraden Linien AB and A'B' bezüglich in irgend zwei Puncten L und L' begegnen mögen, 
▼erbindet Jene Coordinaten -Wertlie fQr den Punct M sind alsdann AL and A'L'. Die nothwendigen 
acht Constanten finden sich in der Annahme der vier gegebenen Puncte O ond O', A and A' wieder. 
Wir Icönnen insbesondere aach die beiden geraden Linien AB and A'B/, und dann auf denselben auch 
die beiden Puncto A und A', zasammenlalien lassen; dann aber hSngt die Coordinaten -Bestimmang nur 
noch von sechs Constanten ab. 
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setzen, so stellen, wenn wir tj und { irgend zwei bestimmte Werthe beilegen, die beiden 
Gleichungen: 

q = i7r, p = |r, (l) 

zwei solche gerade Linien dar, von welchen die erste durch den Durchschnitt der beiden 
Axen: r = und q = 0, und die zweite durch den Durchschnitt der beiden Axen: 
r = und p = geht. Der Durchschnitt dieser beiden geraden Linien ist derjenige 
Punct, der den für tj und $ angenommenen Goordinaten - A/Verthen entspricht. Diese 
Werthe bestimmen die Richtungen der beiden geraden Linien. Wir sehen hieraus, wie 
der zu bestimmende Punct hier durch solche zwei gerade Linien, welche durch zwei ge- 
gebene feste Puncte gehen, construirt wird, während, bei der Anwendung gewöhnlicher 
Parallel -Goordinaten y und x, die entsprechenden beiden geraden Linien eine gegebene 
Richtung haben, neml}ch den Axen bezüglich parallel sind. Zugleich ist ersichtlich, dab 
die Goordinaten -Bestimmung illusorisch wird, wenn die beiden festen Puncte zusammenfal- 
len und dcmoach die drei Goordinaten-Axen durch einen und denselben Punct gehen. 
Mit Ausschlufs dieses Falles, der den Parallelismus der drei Axen und des Zusammenfal- 
lens zweier derselben in sich einschliefst, bleibt aber die geometrische Bestimmung eines 
Punctes durch die beiden Gleichungen (1) immer möglich, wie wir auch die drei Axen 
annehmen mögen. Wir wollen diese Bemerkungen in der folgenden Mummer durch einige 
analytische Entwicklungen unterstützen« 
20. Aus den beiden Gleichungen: 

^ _ x(yH-a'x-|-b) ^ _ n(y.+ ^ +b) 

"^ - Q(y+a\+hy ' ^ - f(j+a\+br ^^^ ' 

erhalten wir, um die ursprünglichen Goordinaten y und x durch- die neuen tj und | aus- 
zudrücken: 

j_ _ 7tx(b—V)'hXQ(b' — h')^+gn(h"—h)ri 
^ 7tx(» — a') + xQ(a' — a")l + Qn(a" — b)7j' 

_ nx(aV— ab) + x(>(a V — a"b)|+ Qn(a"b -- ab")i? 
^ ~ nx(sL — a!) + x^(a'— a")! + Qn(a!' — a)t] ' 

Wenn wir die Goordinaten der Durchschnittspuncte der ersten und zweiten, der ersten 
• und dritten und der zweiten und dritten der drei Axen: 

y+a"x+b'' = 0, y+ax-l-b = , y+ax+b = 0, 

durch (y®, X®), (y', x') und (/', x") bezeichnen, indem wir 

b-b" _ , b'-b _ , b— b _ „ 

a'-a" —^ ~ a"-a — "" ~ a-a' ~^ 

aV-a^V _ a^b — ab^ _ , ab -ab _ , 

a'-a" — y a"-a ~^ ^^H^ — ^ 

setzen, so können wir die Werthe von x und y auch unter folgender Form schreiben: 

_ iTx(a — aV+x(>(al— a>^g -|- e;r(a^^ — a)x^iy 
^ ~ nx(a^a') -hx(»(a' — a")| +Qn(a"—a)fj ' 
_ ;rx(a - a')f+xQ(a' - a')y^i+ gn(a'' - a)/ ^; 
y — nx(a^a') +x(>(a'— a")^ +Qn(a" — a)fj ' 
Wenn x" = x' == x^ so gehen die drei Goordinaten-Axen durch einen und denselben Punct, 
und dann ist zugleich auch j" z=i y =z y®. In diesem Falle aber wird in den vorstehenden 
Ausdrücken für y und x der gemeinschaftliche Nenner ein Factor der beidai Zähler, und 
wir erhalten, wie wir die Werthe von 7] und | von vorne hinein auch bestimmen mögen, 
im Allgemeinen: 
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y = y' = y = y"- 

Wenn wir aber die Werthe von tj und £ insbesondere so annehmen, dafs die Geichung 

^x(a — a')+x^a'— a")|+(><a" — a)i7 = Ö., (3) 

befriedigt wird, so stellen sich die Ausdrücke für j und x beide unter der Form J dar. 
Wenn die drei Axen durch denselben Punct geben, und demnach: 

(a-a')b''+(a'-a")b+(a"— a)b' = 0, 
80 zeigen die Gleichungen (2), dafs, wenn wir von irgend einem gegebenen Puncte aus- 
gehen und für denselben die Coordinaten 17 und £ construiren, die Werthe dieser Coor- 
dinaten immer die Gleichung (3) befriedigen. Da also in diesem Falle zwischen den Coor- 
dinaten eines und desselben Punctes eine lineare Bedingungs« Gleichung besteht, so- be- 
stimmt sich, wenn eine derselben gegeben ist, sogleich die andere, und beide bezichen sich 
daher gleichmSCsig auf alle Puncte derjenigen, durch den gemeinsamen Durchschnitt der dre 
Axen gehenden, geraden Linie, welche durch eine dieser Coordinaten hinlänglich schon 
bestimmt wird. Da wir femer aus jeder Gleichung zwischen r] und | alsdann durch die 
Bedingungs-GIeichnng (3) eine dieser beiden Coordinaten fortschaffen können, so kann 
eine solche Gleichung keine Curve darstellen. Wenn wir für 17 und S solche Werthe 
wählen, die die Gleichung (3) nicht befriedigen ^ so liegt der bezügliche Punct immer in 
jenem Durchschnitte der Axen; was sich leicht erklärt, weil für diesen Punct rj und ^ un* 
ter der unbestimmten Form § erscheinen, und demnach jeden beliebigen Werlh haben 
können. 

Wenn wir statt der unbestimmten Coefficienten, wie in der II. Nummer, einer 
identischen Gleichung uns bedienen, so nimmt diese noth wendig die folgende Form an: 

Q'r+x'q+n'i = 0. 
Die Constante ihres zweiten Theils hat sich auf Null reducirt. Alsdann ergibt sich so* 
gleich, wenn wir diese Gleichung mit den beiden Gleichungen (1) zusammenstellen: 

e'+x'i7+;r'| = 0, 
als die fragliche Bedingungs- Gleichung zwischen rj und |. 

Der Annahme, dafs nur zwei der drei Coordinaten -Axen parallel sind, steht durch, 
aus nichts entgegen; je nachdem wir für die beiden parallelen Axen: p = und q = 0, 
oder eine derselben und: r = nehmen, erhalten wir eine zwiefache geometrische Con- 
struction der beiden Coordinaten 17 und |. 

21. Ein besonderer Fall der allgemeinen Coordinaten-Bestimmuug ist derjenige, dafs 
eine der drei linearen Functionen r, q und p auf eine Constante sich reducirt. Wenn 
die Coordinaten y und x, von denen wir ausgehen, gewöhnliche Parallel -Coordinaten be- 
deuten, so liegt die eine der drei Coordinaten -Axen unendlich weit. Wenn wir nemlich 
in der Gleichung: 

Ay+Bx-f-C = fi(y+s^x+h) = 0, 
den beiden Constanten A und B immer kleinere Werthe beilegen, während C einer be- 
• timmten endlichen Grenze sich annähert, rückt die, durch diese Gleichung dargestellte, ge- 
;ade Linie immer weiter. Der Grenze entspricht A = fe = 0, B = 0, b=sco und 
.^b = C; der Werth von a wird unbestimmt. 

Wenn es die Function r ist, die auf eine Constante sich reducirt, und demnach die 
Axc r r= unendlich weit liegt, so geht die allgemeine Coordinaten -Bestimmung in die 
folgende über: 

17 5= xör+a'x+b') = q, | =: ;r(jf+ax-*-b) = p, (1) 



1 



m 

16 Erster Äbschn, AUgemrCoordinaten- Bestimmung. 

» 4 

Ist es eine der beiden Functionen q und p, etwa die rweite denelben, die auf eine dm- 
staute sich reducirt, so kommt: 

_ x(j-^a'x4-b') _ y . __ l _ 1_ _ 

^ "" (»(y+a"x-*-b") = r' ^ — fCy+B'x+h') = r" ^^^ 

So verschieden die geometrische Construction der Coordinaten in den beiden Torste- 

henden Bestunmungen sich auch darstellen mag, wir können hier für unsere Zwecke beide 

unter demselben Gcsichtspuncte zusammenfassen. Wenn nemlich irgend eine algebraische 

und rationale Gleichung zwischen den beidett Coordinaten der zweiten Bestimmung gege- 

Q 1 

ben ist, so erhalten wir, wenn wir in diese Gleichung für f] und £ einführen: -^ und — 

und dann die Nenner fortschaffen, eine Gleichung zwischen zwei Coordinaten der ersten 
Bestimmung. Und umgekehrt können wir von einer Gleichung zwischen den letztgenannten 
Coordinaten zu einer Gleichung zwischen Coordinaten . der zweiten Bestimmung unmittelbar 
übergehen. Wir werden daher nur den, durch die beiden Gleichungen (1) eingeführten, 
neuen Coordinaten q und p eine besondere Aufmerksamkeit schenken. 

22. Diese neuen ^ Coordinaten haben hiernach zu ihrem analytischen Ausdruck die all- 
gemeinsten ganzen und linearen Functionen von y und x, und können, nach dem Frühern, 
durch die Yermittelung zweier gegebenen geraden Linien und zweier gegebenen Coeffi- 
cienten, an deren Stelle im Allgemeinen auch zwei gegebene Winkel treten können, geo- 
metrisch dargestellt werden. Für die fraglichen Coordinaten eines gegebenen Punctes kön- 
nen wir namentlich diejenigen beiden Segmente nehmen, welche, auf einer nach constan- 
ter Richtung durch den gegebenen Punct gehenden, geraden Linie, zwischen diesem Puncte 
und den beiden festen Axen: 

q=:0, p = 0, (3) 

liegen, nachdem wir diese beiden Segmente zuvor mit constänten Coefficienten x nnd n 
multiplicirt haben. Insbesondere können wir von diesen Coefficienten auch ganz abstrahi- 
ren, indem wir dieselben gleich Eins nehmen. Für die fraglichen Coordinaten können wir, 
im Allgemeinen, auch diejenigen beiden geraden Linien nehmen, die, von dem gegebenen 
Puncte aus, sich unter zwei gegebenen Winkeln an die beiden festen Axen (3) legen 
lassen; in einer besondern Voraussetzung also -auch die beiden, vom gegebenen Puncle 
aus, auf die beiden Axen gefällten Perpendikel. Insbesondere gehören hierher endlich auch 
die gebräuchlichen Systeme der Parallel- Coordinaten. 

23. Nennen wir, um hierüber in einige * anal jtische Entwickelungen einzugehen, die- 
jenigen Winkel,' welche die beiden netten Axen: q = und p = mit der einen, ur- 
sprünglich angenommenen, Axe: x =: 9 bilden, fi und a, und diejenigen Winkel, welche 
dieselben Axen mit der andern ursprünglichen: y = bilden, ßi und oti, so haben wir 
zunächst: 

; stnfti sinai 

a — : — 5" I ^ ■"" ~"i • 

nnp sina 

Bestimmen wir ferner, wie in der t. Nummer, zwei neue Winkel ß^ und a' durch die 

folgenden beiden Gleichungen: 

sin 8 sin a 

smp atna 

in denen wir die Vorzeichen so gewählt haben , dafs für solche Puncte, die innerhalb des- 
jenigen Winkels & liegen, welcher die als positiv betrachtete Richtung der Axe p = 
mit der positiven Richtung der Axe q = bildet, die ^neucn Coordinaten q und p positiv 

wer- 
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wercten, so rind /funda, die wir hier von ihren Sapplementar-WiAkehi nicht imterseheiden 
können, diejenigen, an die Stelle der beiden Constanien x und n getretenen "Winkel, un«. 
ter denen wir, von einem gegebenen Puncte aus, 2wei» gerade Linien nach den beiden fe« 
sten Axen (3) legen müssen, wenn diese geraden Linien die Coordinaten des gegebenen 
Pnnctes darstellen sollen, und fiberdiefs sind auf die angezeigte Weise die Vorzeichen b^ 
stimmt, mit welchen, für Tcrschiedene Lagen eines Panctes, dessen Coordinaten einzufüh- 
ren sind. Wir bemerken zugleich, dafs die Einführung der Winkel /f und a' so lange 
auf reelle Weise möglich ist, als die gegebenen Constanten x und 9r, abgesehen vom Zei- 
chen, bezüglich gröfser sind als simft und sina. Die Winkel ß' und a können wir von 
vorne hinein beliebig annehmen. Für den Fall, dafs i? und | neue Parallel -Coordinaten 
bedeuten, ist ^d^ = a' = ^ zu nehmen, so dafs alsi^ 

tinß _^ «ma 

Substituiren wir diese Werthe von x und n^ so wie die oben aufgestellten für a' und a 
in die beiden Gleichungen (1) der 21. Nummer, und bezeichnen zugleich durch c' und 
c zwei gehörig zu bestimmente Constanten, so finden wir 

q = 7~— i-c, p = r-g; l-c 

Bezeichnen wir endlich noch diejimigen Werthe von f und x, welche demjenigen Puncte 
entsprechen, für welchen q und p verschwinden, durch y' und x', so kommt insbesondere: 

und wenn wir diese Gleichungen von den Torslehenden abziehn: 

„ _ (y—y)smß+(x-^ii')nnß, _ (y — y)smflg+(x— x*)stii«. 

Diese Gleichungen sind, da tj und | alle möglichen Parallel* Coordinaten sein kön- 
nen, in dem bisher gebräuchlichen Sinne des Wortes, die allgemeinsfen Coordinaten * Yer- 
wandlungs- Formeln unter der bekannten Form. Obgleich von einer Seite zwar der Be- 
griff der Coordinaten -Verwandlung eine der Grundlagen der analytischen Behandlung der 
Geometrie bildet und immer bilden wird, so beschränkt doch von der andern Seite die 
Aufstellung des allgemeinen Begriffs der Coordinaten ungemein den Gebrauch und die Be- 
deutsamkeit jener speciellen Formeln. Wir werden in allen folgenden Untersuchungen 
durchaus keine Veranlassung finden, uns derselben zu bedienen. 

24. Man pflegt gewöhnlich die Parallel -Coordinaten als Segmente, weldie auf zwei 
festen geraden Linien von deren Durchschnitt an gerechnet werden, zu consfruircn, und 
zwar den Werth von p auf der geraden Linie q = 0, und den Werth von q auf der ge- 
raden Linie p ^'0.' Aehnlich können wir auch die allgemeinen Ausdrücke von p und 
q darstellen. Bedeutet nemlich überhaupt p die|enige gerade Linie, welche von dem be- 
züglichen Puncte M aus, nach der geraden Linie p = 0, nach gegebener Richtung gezo* 
gen wird, so können wir, nach derselben Richtung, durch den Durchschnitt Ö der beiden 
Axen p = und q = 0, eine gerade Linie OP' ziehen, und dann ferner durch den 
Punct M eine gerade Linie MP', die mit der Axe: p = 0, parallel ist, und die eben ge* 
zogene gerade Linie in. irgend einem Puncte P' schneidet. Alsdann ist offenbar; 

p = OR 
Für andere Lagen des Punctes M rückt im Allgemeinen der Punct V auf dar festen ge- 
raden Linie OF fort Auf gleiche Weise kann man die andü» Coordinaten q auf einer 

3 
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iweiten festen , durch O gehenden geraden Linie OQ' confilruiren, die diejenige 
hdt, nach der wir, dem Frühem gemäfs, um dieselbe Coordinate danastellen, eine gerade 
Linie vom bezüglichen Puncte M «ach der Axe: q z^ 0, gezogen haben. Wenli insbe* 
sondere OP' und OQ' bezüglich mit den geraden Linien: q = und p = 0, zusammen- 
»fallen, so. erhalten wir das gewöhnliche System der Parallel- Coordinaten. Wir können 
insbesondere aber auch die beiden festen geraden Linien OP' und OQ' in eine einzige 
zosammenCallen lassen; dieser Annahme entspricht, dafs die beiden Coeffidenten n und x, 
beide der Einheit gleich sind, 

25. Zwischen irgend zwei- Coordinaten- Systemen, die besondem 'Coordinaten -Be- 
stimmungen entsprechen, findet eine durchaus gegenseitige Beziehung Statt So wie q und 
p durch die allgemeinsten linearen jind ganzen Fonctionen in y und x sich ausdrücken 
lassen, so können wir auch y und x durch eben solche Functionen in q und p darstellen. 
An der Stelle von y und x können wir irgend zwei andere hierbergehörige Coordinaten 
nehmen, ohne dafs die Form der Gleichungen (1) irgend eine Aenderung erleidet. Diese 
Gleichungen bestimmen jedes System der fraglichen Art, wenn irgend eines derselben ge» 
geben ist. Alle diese Systeme bilden also eine« in sich abgeschlossene, besondere 
Classe von Coordinaten*Systemen. 

26. Ein Punct ist durch seine beiden Coordibaten, das heifst- durch die Werthe 
zweier gegebenai linearen und ganzen Functionen q und p vollkommen bestimmt. Jede 
neue solche gegebene Function r lädst sich durch die l^eiden ersten auf lineare Weise aus^ 
drücken. Wir können^ indem wir durch q\ x', f^ und c vier gegebene Constante bezeich- 
nen, von welchen eine auch willkührlich angenommen werden kann, 

(>'r-f-x'q-f-^p = c • (1) 

setzen, r ist hierbei als eine Function von q und p zu betraditen, und so aufgefaist ist 
die Yorstebende Gleichung eine identische. Auf ähnliche Weise können wir beliebig viele 
neue lineare Functionen einführen, die alle für einen gegebenen Punct bestimmte Werthe 
erhalten y welche als Coordinaten dieses Punctes, aber als solche, die in einer gcgenseittr 
gen Abhängigkeit von einander rtehen, betrachtet werden können. Eine Gleichung zwi- 
schen beliebig vielen solcher Coordinaten stellt ebenfalls eine ganz bestimmte Curve dar« 
und kann auf eine Gleichung zwischen zwei beliebigen derselben zurückgeführt werden. 
Um die allgemeinsten Resultate zu erhalten, ist es nicht einmal nöthig, auf die Abhängig- 
keit der Coordinaten von einander Rücksicht zu nehmen. Ich unterdrücke indefs alle vor* 
greifenden allgemeinen Betrachtungen; es wird der Yortheil welcher, für die analyti- 
sdie Darstellung, mit dem Gebrauche von mehr als zwei ganzen und linearen Functionen, 
deren Constanten eben so viele gerade Linien entsprechen, verbunden ist, in den spätem 
Entwicklungen sich auf das Deutlichste herausstellen« 

In der 11. und den folgenden Nummern haben wir schon die vorstehende Gleichung 
(1), wiewohl unter einem ganz verschiedenen Gesichtspuncte, betrachtet. Die besondem 
Fälle, die wir dort discutirt haben,, können wir auch unmittelbar in unsere neuen Be- 
trachtungen hinfiberziehn, namentlidi diejenigen beiden, welchen folgende Gleichungen 
entsprechen : 

r+q+p = /J, (2) 

Tstn(Q)+qnn(x)+f9in(n) ^ k. (3) 

Wenn wir die allgemeinere Coordinaten -Bestimmung der 7. Nummer durch dieVer* 
mittelung drder gegebenen linearen und ganzen Functionen r, q und p zu Girunde legen, 
so können wir eine vierte solche Function s als eine homogene ganze und lineare 
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Fanction von r, q imd p befrachten und durch eine identische Gleichung von folgender 

Form einführen: 

<^8+(>'r+x'q4-;r'p ^ 0. — 

Da jeder linearen Function eine gerade Linie entspricht, so wird nach der letzten 
identischen Gleichung durch drei gegebene gerade Linien und (zwei) unbestimmte Goeffi- 
deuten eine beliebige vierte gerade Linie bestimmt. Hierin liegt die Begründung desjeni- 
gen Verfahrens', nach welchem der Beweis aller derjenigen Sätze über gerade Linien, die 
nicht von Gröfsen- Bestimmungen abhäug^i, durch drei Symbole (lineare Functionea) und 
unbestimmte Coefficienten geführt wird. t)iese8 Y i^fahren habe ich zuerst in Cr eile's 
Journal angewandt *); ich mnia mir versagen, hier auf dasselbe zurückzukommen, um ihm 
seine vollständige Ausbildung zu geben und um neue Beispiele hinzuzufügen. — 

27,. Der allgemeine in den frühem Nummern aufgestellte Begriff linearer Coordina* 
ten würde unvollständig sein, und dadurch die analytische Darsfellungsweise unzusammen- 
hängend werden, wenn wir nicht auch imaginäre Coordiuaten betrachteten, das heifst 
diejenigen Werthe, welche, auf gegebene Puncte bezogen, gegebene imaginäre und lineare 
Functionen erhalten. Solche Coordiuaten ordnen sich, wie die entsprechenden Functio- 
nen, paarweise zusaoftien. Jeder Coordinate, einzeln genommen, entspricht eine imaginäre 
gerade Linie, zweien zusammengehörigen Coordiuaten entsprechen zwei imaginäre gerade 
Linien, die sich in einem reellen Puncte schneiden. Solche zwei Coordjnaten können wir 
aber auch durch die Yermittelung zweier reellen geraden Linien, die sich in eben jenefa 
Puncte schneiden, geometrisch bestimmen. Diese Bestimmung knüpft sich an eine allge- . 
meine Coordiuaten- Verwandlung, der wir in den folgenden Nummern eine besondere Auf- 
meik.samkeit schenken werden. 

28. Wenn q und p sdlche lineare Functionen bedeuten, welche Wurzeln einer und 
derselben quadratischen' Gleichung sind, so können wir, statt ihrer, zwei neue Functionen 

durch die folgenden Gleichungen einführen: 

q = t-4-wV3T, (1) 

p=t — wl^— L 
Je nachdem q und p reell oder imaginär sind, ist die Function w, umgekehrt, imaginär, 

und zwar von der Formwl/— 1, od^r reell. Die Function t bleibt immer reell. 

Wenn wir aber eine der beiden Wurzeln einer quadratischen Gleichuug mit 
(m+nV — 1) und die andere derselben mit (m — nV — 1) [m und n bedeuten zwei 
Constante, deren jede auch der Einheit gleich genommen werden kann] miiltiplieiren, oder 
auch, was blofs einer andern Annahme von m und n entspricht, dividiren, so sind die 
Ausdrücke, welche alsdann sich ergehien, wiederum Wurzeln einer quadratischen Glei- 
chung. Durch diese Bemerkung geleitet, wollen wir, auf allgemeinere Weise als oben, zwei 
neue Functionen u und v durch die folgenden beiden Gleichungen einführen: 

q = (l-aVITi) (u-hvV=l), ^ (2) 

p = (1 -l-aVCri) (u— vV— I). 
a bedeutet hier eine constante Gröfse, welche wir willkührlich annehmen können. Diese 
Gleichungen können wir auch auf die nachstehende Form bringen: 

q =; (tt+av)-f-(v — au)Viri, (3) 

p = (u + av) — (v — au)y — 1; ' 



^ *) „Veber den Gebrauch allgemeiner Symbole und unbetiimmter Coefßcieniem." CrelU Joarn. V, 268. 
Feroer X, 216 and XI, 26. 

3» 
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lind aUdann ergibt sich aus der Zusammenstellung mit den Gleichungen (1) unmittelbar: 

t = u+av, w ^ V — ofu; (4) 

und hierausi 

t — oof w+at ,-. 

1 + a' l+a' 

Zuvörderst zeigen die vorstehenden Gleichungen, daCs die Functionen t und w in der Be- 
stimmung der Functionen u und ▼ einschliefslich enthalten sind; sie entsprechen der be- 
sondern Annahme, dab a gleich Null genommen wird. Jeder andern Annahme von a 
entsprechen zwei andere Functionen n und v. Diese allgemeinere Functionen -Bestim- 
mung schliefet auch den Fall, dafs q und p reell sind, keinesweges aus. Akdann wer- 
den die Function ▼ und die Constante a beide imaginSr und von der Form vV — 1 
und a'M—i. 

Um umgekehrt die beiden neuen Functionen u und v durch die ursprünglichen q und 
p auszudrücken, erhalten wir die nachstehenden beiden Gleichungen: 

• 2vy-r = (l-»-«V=T)q-(t-aV=Ö[)p . 

1 + a* 
und insbesondere, wenn wir a = nehmen: 

2t = q+p, 2wl/IIT=q — p. 

29. Weil q und p die beiden Wurzeln einer quadratischen Gleichung sind, erfaAlt 

man ztuülchst reelle Ausdrücke für die Summe und das Product dieser Functionen; man 
findet: 

p+q = 2(u+av), (7) 

pq = (l + O (u*+v*); (8) 

und hieraus reelle Ausdrücke für alle symmetrische Functionen von q und p, wie zum 

Beispiel , 

p«+q» = 2(1 — a^)(u' — v«)+8auv. (9) 

Wir können hiemach jede Gleichung, in der die beiden linearen Functionen q und p sym- 
metrisch vorkommen , in eine Gleichung zwischen den Functionen u und v umformen, und 
zwar auf unzählige Weise, indem vnr für a alle möglichen Werthe annehmen. Wenn q und 
p imaginSr sind, treten an ihre Stelle die, in diesem Falle reellen» Functionen u und v. 
' Wenn wir insbesondere a gleich Null nehmen, so konunt: 

p+q = 2t, 

pq = t*-|-w% (16) 

p»+q» = 2(t*— w*). 
Ein anderer ausgezeichneter Fall ist derjenige, daCs a = 1. Alsdann sind* auch die ent- 
sprechenden Functionen u und v die beiden Wurzeln einer quadratischen Gleichung, und 

man erhält i 

p+q = 2(u+v), 

pq = 2(u»+v*), (11) 

p^H-q* = 8uv, 
Wenn q und p reell sind, so verwandeln sich die beiden Gleichungen (7) und (8) 

in die nachstehenden: 

pHrq = 2(u— aV), (12) 

pq = (!-«'') (u«-v'% 
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'30. Zwischen denTenchiedenen Linien- Paaren , welche, hei beliebiger Annahme von 
a, durch die beiden Gleichungen: 

u = 0, v = 0, (13) 

dargestellt werden, finden merkwürdige Beziehungen Slott. Zuvörderst sehen wir aus den 
Gleichungen (2), nach denen p und q verschwinden, wenn wir zugleich u = und 
V s= setzen, dafs der geroeinsame Durchschnitt aller dieser Linien- Paare zugleich auch 
der Durchschnitt. der durch die beiden Gleichungen 

p = 0, q = 0, (14) 

dargestellten geraden Linien ist; ein Durchschnitt, der, auch wenn diese Linien selbst 
imaginär sind, dennoch .immer ein reeller Punct hWbt. Wenn wir insbesondere a = 
setzen, so gehen die Gleichungen (13) in die folgenden über: v* 

t = 0, w = 0. (15) 

Nach den Gleichungen (5) können wir die beiden geraden Linien (13), welche ir- 
gend einer besondem Annahme von a entsprechen, auch durch die folgenden Gleichungen 
darstellen: 

t — aw = 0, w+at = 0; <16) 

and eben so die'beiden geraden Linien (14), nach (4), durch die folgenden Gleichungen: 

u+av = 0, V — au := 0. (17) 

Wenn wir femer an die Stelle von t und w diejenigen beiden vollkommen bestimmten 
Functionen u^ und v® setzen, welche irgend einem besondern Werthe a^ der Constanten 
a entsprechen, und dann, indem wir die unbestimmte Constante zur Unterscheidung von 
a durch a^ bezeichnen, die Gleichungen 

u« — aV = 0, v•^_a0^o -- q 

bilden und dann entwid^eln, so erhalten wirt 

(t — «0^) — a«(w-*-aot) = (l — a^a'')t — («•+ao)w = 0., 
(w+aot)-f-a<^(t — «ow) = (l_aoa«)w — («• + bo)t =0. 

Diese neuen Gleichungen werden mit den Gleichungen (16) identisch, wenn die folgende 

Bedingungs- Gleichung besteht: 



«•+«, 



•^A. 



1 — anU 







a. (18) 



Wir seheA hieraus, dafs die Linien-Paare (13)' sich ganz auf dieselbe Weise durch die 
' Vermittelung irgend zweier Functionen u® und v^, welche einem besondem Werthe von 
a entsprechen, bestimmen lassen. Wenn nemlich verschiedene solche Functionen nach 
einander an die Stelle von t uod w in die Gleichungen (16) eintreten, um ein und das- 
selbe Linien -Paar (13) darzustellen, so erhält blofs die Constante einen andern Werth. 
Um alle möglichen Linien- Paare (13) auszudrücken, müssen wir a als einen unbestimm- 
ten Coefficicoten betrachten , und dann ist es also ganz gleichgültig, von welchen zwei 
besondem .Functionen wir ausgehen, ob von t und w oder von irgend zwei andern« 

In dem Falle, dafs q und p reell sind, erhalten die beiden Functionen v und w 

die Fom vT — 1 und w'K — 1. Das Imaginäre fällt aber in diesem Falle aus der zweiten 
Gleichdng bei (13) und der zweiten Gleichung bei (15) von selbst aus; statt derselben 
können wir folgende Gleichungen nehmen: 

V = 0, w' = 0, 

, Die geraden Linien (13) bleiben also beide reell, eben so insbesondere anch die beiden 
gerad«. Linien (15). ' Auch die Gleichungen (16) und (17) müssen sich hiernach auf 
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reelle Fonn bringen bssen, and ^nrklicb Terwandeln uch dieselben unmittelbar in die 

nachstehenden: 

t-|-aV = 0, W-f-at = 0; (18) 

n—a'v =0, v'— a'u = 0. (19) 

Aber zugleich sehen wir aus diesen Gleichungen, dafs nun nicht mehr die durch die Glei- 
chungen (13) dargestellten Linien -Paare in derjenigen gegenseitigen Beziehung anter ein* 
ander und zu den beiden geraden Linien (14) stehen , ab in dem friiher betrachteten 
Falle, wo die beiden Functionen q und p imaginSr sind. 

31. Wir können durch Hülfe der Gleichungen (6) die Linien -Paare (13) andi an- 
mittelbar durch q und p ausdrücken, and erhalten, indem wir, der Ktirze halber 

1-1- aK — 1 1 — a 

setzen, statt der Gleichung (13) die folgenden beiden: 

p+Äq = 0, p — Aq = 0. (21) 

Zwei gerade Linien aber, welche durch Gleichungen Ton der vorstehenden Form (was für 
Jineare Functionen q und p auch bedeuten mögen, ist hierbei gleichgültig; wenn diese. 
Functionen sich ändern, brauchen wir blofs, damit die vorstehenden Gleichungeu diesel- 
ben bleiben, zu gleicher Zeit den Werth des Coefficienten X gehörig zu ändern, und so 
können wir zum Beispiel auch, sobald die Functionen q und p bestimmt sind, die vorste- 
henden Gleichungen auf zwei andere von derselben Form zurückführen, in welcher qund 
p gewöhnliche Parallel -Coordinaten bedeuten) dargestellt werden, bilden mit den beiden 
geraden Linien: 

p = 0, q = 0, . . - (14) 

ein System von vier geraden Linien, die man Harmonicalen genannt hat. Es ist dieCs 
die analytische Definition eines solchen Systems. Die beiden geraden Linien (21) sind 
■unsem Voraussetzungen gemäls immer reell, die beiden geraden Linien (14) sind entwe- 
der reell oder imaginär und, dem entsprechend, ist alsdann der Coefficient X ebenfalls 
reell oder imaginär. Jedes der Linien-Paare (13) bildet also mit den' beiden geraden Li- 
nien (14) ein System von vier Harmonicalen. 

Zu demselben Resultate gelangen wir auch, wenn wir nach den Gleichungen (2) um- 
gekehrt die beiden geraden Linien ( 14 ) durch Y ermittelung der beiden Functionen n und 
V, und zwar durch die Gleichungen 

u — vKITi = 0, u+vVCTi = (22) 

darstellen, wobei indefs nicht übersehen werden darf, dafs die Functionen n und v von 
der willkührlichen Constante a abhängig sind. 

An die Stellte der vorstehenden Gleichungen treten, wenn q und p reell sind, die 
folgenden: 

u+V = 0, u— v' =i 0. ' (23) 

32. Beliebige solche Linien -Paare, von welchen jedes mit zwei gegebenen geraden 
Linien vier Harmonicalen bildet, heifst eine Involution von Linien-Paaren; und 
wir wollen, "je nachdem die beiden gegebenen geraden Linien imaginär oder reell sind, 
dieselben als eine Involution der ersten oder zweiten Art unterscheiden. Wenn ir* 
gend zwei Linien -Paare gegeben sind, so können wir dieselben als einer Involution an- 
gehörig betrachten, und wenn alsdann irgend eine fünfte gerade Linie beliebig angenooi« 
mra wird, so ist dadurch eine sechste gerade Linie auf lineare Weise bestimmt, welche 
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mit jener ein neues Paar der Inyolution bildet. In jeder Involution yon drei Linien- 
Paaren wird jede gerade Linie ako durch die fiinf übrigen Tolikommen bestimmt. Die 
beiden Linien zweier Paare einer Involution (diesen Paaren entspricht nach der obigen 
Beziehung il :^ und A = co) fallen in eine einzige zusammen, und die beiden, reellen 
oder imagjinären, geraden Linien, welche man auf diesem Wege erhält, sind eben diejeni- 
gen beiden, mit welchen jedes^ Paar der Involution vier Harmonicalen bildet. Bei beliebi- 
gen Annahmen von a stellen also die Gleichungen (13) Linien -Paare derselben Involu- 
tion dar, und zwar stellen, wenn o, ß und y^ und a\ ß und / willkührliche Constante, 
Null und Unendlich nicht ausgeschlossen, bezeichnen, die drei Gleichungen-Paare: 

u+av = 0, u+/?v == 0, u+yv = 0, (24) 

V — au = 0; V — ß\x = 0; v — yM. = 0; 

euDie Involution der ersteh Art, und die drei Gleichungen -Paare 

u+av = 0, u-J-/fv = 0, u+/v == 0, 

v+a'u = 0; y+ß\k = 0; v + y'u = 0; (25) 

« 

eine Involution der zweiten Art dar. 

33. Um alle durch die Gleichungen (13) darstellbaren Linien-Paare zu erhalten, 
können wir, ohne Unterschied, von irgendT einem beliebigen derselben ausgehen. Deshalb 
war bisher keine nShere Functionen -Bestimmung nothwendig, es war hinreichend, voraus- 
zusetzen, daCs p, q, u, V . . • . lineare und ganze Functionen ii;gend zweier beliebigen 
linearen Coordinaten bedeuten. Diese allgemeine Voraussetzung reicht aber nicht mehr 
bin, waui*wir von den fraglichen Linien-Paaren (13) irgend ein besonderes aus- 
zeichnen wollen. 

Es ist zuvOrderst ersichtlich, dafs wir solchen zwei bestimmten Functionen u® und v^ 
die von einem bestimmten Werthe a« des ursprünglichen a abhängen, die geometrische 
Bedeutung irgend zweier beliebigen linearen Cordinaten beilegen und hiernach rückwärts 
zwei andere lineare Coordinaten so wählen können, ds^fs p und q solche Functionen der- 
selben sind, welche durch dieselbe quadratische Gleichung bestimmt werden. Nach dieser 
Bemerkung wollen wir insbesondere den Functionen u^ und v® die Bedeutung gewöhnli- 
cher Parallel- Coordinaten geben« Wir können in dieser Voraussetzung das durch die 
beiden Gleichungen 

u« = 0, v* = 0, (26) 

dargestellte Linien -Paar von allen übrigen ä priori unterscheiden. Wenn wir nemlich, 
von was für einem besondem Werthe von a die Functionen u und v, im Allgemeinen, 
auch abhängen mögen, die beiden Gleichungen (22), welche an die Stelle der Gleichua- 
gen (14) getreten sind, auf folgende Weise schreiben: 

(o) — a(v)]^3ri = 0, (u)Hha(v)V^Il = 0, (27) 

indem wir a(v) für v schreiben, so können vrir (u) und (v) als gewöhnliche Parallel -Co- 
ordinaten betrachten, a bedeutet alsdann eine Constante, die von dem jedesmaligen 
Werthe von a abhängig ist. Wenn wir hiemach denjenigen .Winkel, welchen die beiden 
geraden Linien 6ines beliebigen der Paare (13) mit einander bilden (ein Winkel, der im 
Allgemeinen von einem dieser .Paare zu einem andern sich ändert), lo nennen, und denje- 
nigen vollkommen bestimmten Winkel, welchen die beiden, gleichzeitig auch durch die 
vorstehenden Gleichungen dargestellten, geraden Linien (14) mit einander bilden, durch t/ 
bezeichnen, so erhalten wir nach einer allbekannten Formel: 

dbtangfiV^ = ^-r^Hnw. * (28) 
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Aus dieser Gleichung folgt, dafs sinia ein Minimum*wird, wenn a = =i=l, das Keifst, 
n'enn u und v Parallel -Coordinatcn bedeuten, und also ntchts^ andres als u^ und v^ sind. 
Hiernach stellen die beiden Gleichungen (26) dasjenige Paar der Involution erster Art 
dar, dessen beide geraden Linien sich unter solchen Winkeln schneiden, welche, ihrer 
GrCVfse nach, am meisten von einem rechten Winkel abweichen. Nennen wir also dies« 
Durchschnitts -Winkel zur Unterscheidung & und (n — &), so ergibt sich sogleich: 

±Jangt]V — 1 = 8in& ^ 
und hieraus gehen die nachstehenden Gleichungen von bemerkenswerther Form hervor: 

tmg^V = —«V*, (29) 

iang^-d- = — sin^7]f 

34. Aus der Zusammenstellung der beiden Gleichungen (28) und (29) ergibt sich, 
ui^mittelbar, zur Bestimmung des Winkels oi durch den Winkel & und die Constante a, 
die folgende Gleichung ; 

sinct) = — ^ — .»tn&, (30) 

2a- 

Ffir )ede besondere Annahme des Winkels co gibt diese Gleichung zwei Werlhc von a, 

von welchen der eine der reciproke Werth des andern ist. Diesem entspricht, dafs, wenn 

man die beiden geraden Linien eines der Paare (13) mit einander vertauscht, — an die 

a 

Stelle von a treten mufs, wenn die beiden Grleichungen (27) unverändert dieselben blei- 
ben sollen. Die beiden Werlhe von a entfernen sich' um so mehr von der Einheit, )e 
mehr der Winkel lo von & sich entferpt und einem rechten Winkel sich nähert. FQr 
den gröfsten und kleinsten Werth, den a, bei i'eellem Werthe von w, erhalten kann, er- 
gibt sich hiemach, indem man raico = 1 setzt: 

a = l±^. " .' (31) 

Doch können diese beiden Werlhe von a nicht als ein eigentliches Maximum und Mini- 
mum gelten, denn die Werthe von a bleiben auch dann noch reell, wenn «mcc»^ 1 und 
der bezügliche Winkel (a also imaginär wird. Wenn der Winkel & ein rechter ist, bleibt 
a immer der Einheit gleich. 

35. Nachdem wir in der vorigen Nummer nachgewiesen haben, dafs, wenn die bei* 
den geraden Liniea (26) diejenigen sind, welche sich unter solchen Winkeln schnei- 
den, deren Abweichung von einem rechten ein Maximum ist, wir den linearen Functionen 
u® und V® die Bedeutung gewöhnlicher Parallel -Coordinaten beilegen können, wollen wir 
nun alle Paare der Involution durch die Gleichungen: 

u<»_a0^o = 0, \^+a^u!^ = 0, (32) 

darstellen^ indem wir a® als eine unbestimmte Constante betrachten. Alsdann -erhalten wir, 
wenn wiederum, o» und (n — (o) diejenigen Winkel sind, unter welchen die Linien irgend 
eines dieser Paare, welches von einem besondem Werlhe von a^ abhängt, sich schneiden, 
nach der bekannten Formel: 

1 + a® 

dEtangct) = tätig &f 

1 — «• 

wobei das doppelte Zeichen sich auf die beiden Nebenwinkel bezieht, welche beide für 
o) genommen werden "können. Wenn wir in der vorstellenden Gleichung a^ gleich Null 

neh- 
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nehmen, eine Yorausselzung, bei welcher die Gleichungen (32) in die Gleichungen (26) 
übergehen, ergibt sich co = tj?*, wodurch wir die Betätigung erhalten, dafs -d- denjenigen 
Werth Ton a> bedeutet, welcher am meisten von einem rechten "Winkel abweicht. Wenn 
wir af^ unendlich setzen, so erhalten wir denselben* Fall, nur mit dem einzigen Unter- 
schiede, dafs alsdann die beiden Functionen u® und y^ sich . gegenseitig vertauschen, und 
dem entsprechend zugleich mit dem WinjLel cu auch dessen trigonometrische Tangente ihr 
Zeichen ändert. Ueberhaupt vertauschen sich di<i beiden Linien irgend eines beliebigen 
Paares, womit denn auch jedesmal eine Zeichen-Aenderung von tangut verknüpft ist, wenn 

wir statt a^ nehmen f ^j. Wenn wir das Zeichen von a^ ändern, so bleibt der 

« 

Werth von tanga unverändert derselbe, während die Gleichungen (32) zwei von jeinan- 
der verschiedene Linien -Paare darstellen: es gilt also im Aligemeinen zwei Linien -Paare 
der Involution, welche einem gegebenen Winkel a entsprechen. Nur in dem Falle, daf» 
a^ verschwindet, ist ce® = — a®, und nur dann fallen die beiden Linien -Paare, die dem 
Winkel ai, der alsdann & gleich wird, entsprechen, zusammen.^ Wenn wir a^ =: dbl 
setzen, wonach die Gleichungen (32) in die folgenden übergehen: 

„0—^0 _ 0, u^dbv* = 0, 

so wird der Winkel oo ein rechter. Alsdann aber erhalten wir, wenn vrir einen beliebigen 
der obigen beiden Werthe von a9 reciprok und mit entgegengesetztem Zeichen nehmen, 
den jedesmaligen andern. Es fallen, also die beiden Linien -Paare, die diesen beiden Wer- 
then von a^ entsprechen, zusammen, jedoch in der AH, dafs die erste Linie des einen 
Paares mit der zweiten Linie des zweiten Paares dieselbe wird. Wenn insbesondere der 
Winkel ^ ein rechter ist, so ist es, welchen Werth wir der Constanten a^ beilegen 
mögen, immer auch (o; ein Resultat, zu dem uns auch die vorige Nummer schon geführt 

hat. Wenn a\ , indem es durch Null hindurchgeht, negativ wird, so wird tangio immer 
kleiner, bb es, wenn a^ = ±V — 1, verschwindet. Es kommt alsdann:. 

u^=pv»/iri = 0, v«±u«>cri = 0. 

Wenn wir die erste dieser beiden Gleichungen mit V — 1 multipliciren, erhalten wir die 
zweite, woraus direct sich ergibt, dafs für jede dieser beiden Werthe von a® die beiden 
Linien des bezüglichen Paares zusammenfallen. Die beiden durch jede der vorstehenden 
Gleichungen, mit Berücksichtigung des doppelten Zeichens, dargestellten geraden Linien: 

u«_vO]/iri =: b, u«+v^>dl = 0, (33) 

sind, in Uebereinstimmung mit dem Frühern, keine andern als die, im vorliegenden t*alle 
imaginären, geraden Linien: 

p = 0, . q = 0. (14) 

36. Wir wollen uns üun zu dem zweiten Falle wenden, in welchem q und p reelle 

Functionen, und 'also die. Involution, welche aus den, bei willkührlicher Annahnie der Con- 

stanlen «(=? aV — 1), durch die Gleichungen 

u = 0, V = 0, (34) 

dargestellten Linien -Paare besteht, von der zweiten Art ist. Die Gleichungen (23), welche 
in diesem Falle an die Stelle der Gleichungen (14) treten, können wir auf nachfolgende 
Weise schreiben: 

(u) + a'(v') = 0, (u)-aV) = 0, (35) 

indem wir a'(= aV — 1) als «irgend eine Function von a' und (u) und (v') als Parallel- 
Goordinaten betrachten. Nennen wir den Winkel, welchen die beiden geraden Linien (34) 

. 4 
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mit einander bilden, oi und, wie froher, den Winkel der beiden geraden Linien (14) 17, 

to erhalten wir nach bekannter Formel: 

2a' 
z^iangn = :: i^wicc;'. (36) 



(37) 



Zuvörderst ist hieraus ersichtlich, dafs a' niemals der Einheit gleich werden kann, wenn 
nicht insbesondere der Winkel 17 ein rechter ist, und dafs in diesem Ausnahms -Falle, 
welche Werlhe a und (a* auch erhalten mögen, a' immer der Einheit gleich ist. Also 
es bedeuten die Functionen (u) und (v') für jeden Werlh von a' gewöhnliche Parallel- 
Coordinaten, oder es können dieselben niemals Parallel -Coordinaten bedeuten. Setzen 
wir insbesondere 9in(ß) = I, so ergibt sich aus (36): 

, CO«l7=i=l 

a = 1 . 

amri 

Man sieht ohne Mühe ein, dafs die beiden in dem vorstehenden Ausdruck enthaltenen 

Werthe von a\ welche sich auf den Fall, dafs der Winkel (a ein rechter ist, beziehen, 

diejenigen sind, welche, so lange oJ einen reellen Winkel bedeutet, am meisten von der 

Einheit sich entfernen. 

Wir könnten, indem wir einen der vorstehenden beiden Werlhe von a' nehmen, dem 
entprechend (u) und (v') als rechtwinklige Parallel -Coordinaten ansehen, und a als unbe- 
stimmten Coeßicienten beibehalten, die Gleichungen 

^ (u) + aV(v') = 0, (v')+aV(u) = 0, 

zu (rrunde legen, um alle möglichen Linien -Paare (34} zu discutiren. Aber ich halte 
diese Erörterungen hier für überflüssig, weil daraus, dafs jedes dieser Linien -Paare mit 
den beiden geraden Linien (14) Harmonicalen bildet, die Natur derselben sich hinlänglich 
ergibt. 

Beiläufig bemerke ich nur noch, dafs die Gleichungen (36) und (28), in denen at 
imd (J dieselbe Bedeutung haben, identisch dieselben sind, so dafs wir die Discussion bei- 
der Fälle an eine einzige dieser Gleichungen anknüpfen können. 

37. Ich habe schon an einein andern- Orte darauf aufmerksam gemacht, dafs derje- 
nige Bogen, welchem die trigonometrische Tangente =4=V — 1 entspricht, ein unbestimmter 

ist und sich unter der Form coV — 1 darstellt. Setzt man tangk = dbV — 1, so er- 
hält man immer: 



'-*<^+« = B^ 



l=p£aiig-Bl'^^ ~ 



tang^ktangü 

welchen reellen oder imaginären Bogen B auch bezeichnen mag. 

Die beiden Gleichungen (33), in denen u^ und v^ die Bedeutung rechtwinkliger Co- 
ordinaten erhalten, wenn der Winkel, den wir 1} genannt haben, ein rechter ist, zeigen hier- 
nach, dafs in dem eben bezeichneten Falle die beiden imaginären geraden Linien (14) be- 
liebig mit irgend zwei anderen vertauscht werden können, welche ebenfalls durch Jen 
reelhen Durchschuittspunet der Involution' erster Art gehen und auf einander senkrecht 
sind; in der Art, dafs jede durch diesen Punct gehende imaginäre gerade Linie als eine 
dieser Linien betrachtet werden kann. In demjenigen Falle ferner, dafs die beiden ge- 
raden Linien (14) reell sind und auf einander senkrecht stehen , einem Falle, dem 

a =±K-r-l entspricht, zeigen die Gleichungen (35), dafs alsdann je zwei imaginäre ge- 
rade Linien, welche mit den beiden geraden Linien (14) vier Harmonicalen, oder, wie wir 
uns hier auch ausdrücken können, mit jeder der letztgenannten gleiche Winkel bilden, 
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als eio solches Linien -Paar angesehen werden kann, das wir jn der 33. Nuuimer durch 
die Gleichungen: u® == und v® = 0, dargestellt haben. 

In Uebereinstimmung hiermit zeigen die Gleichungen (29), dafs iangt^, wenn t?*, und 

umgekehrt, fon^i?*, wenn 17 ein rechter Winkel ist, gleidi dbV — 1 wird. 

38. Es liegt uns jetzt nur noch ob, einige particuläre Fiuictionen- Bestimmungen be* 
sonders hervorzuheben. 

Wenn j und x beliebige lineare Coordinaten und {> und q reelle oder imaginSre 

t*unctionen derselben von der Form (y+ax+b) bedeuten, so ergeben sich für u, v und 

bezüglich y\ im Allgemeinen, reelle lineare und ganze Functionen von der allgemeinsten 

Form mit drei Constanten. Wir wollen demnach 

u = g[u], v = h[v], V = h'[v'J 

setzen, indem wir [u], [vj und [v*] als lineare Functionen von j und x von derselben 

Form als p und q betrachten. Alsdann erbalten wir, wenn wir zuerst denjenigen Fall be* 

trachten, dafs die letztgenannten beiden Functionen imaginär siiid, aus den Gleichungen 

(4), welche durch Einführung von y und x identische werden müssen, zur Bestimmung 

der Cocffidenten g und h die beiden- Gleichungen: 

1 = g+ah, h — ag = 0, 

und hieraus: 

— ^ h _ «_ 

Wenn wir hiernach in die Gleichungen (7) und (8) [u] und [v] statt u und v einfühk-en, 
so kommt: ' ' 

p + q _ 2 i^^i—' Pq — — fqp^ä > C'^ö) 

oder, wenn vrir, dfr Kürze wegen, 

* a = iangcp 

setzen, und dann, da a jede beliebige Constante bedeuten kann, auch den Winkel 97 als 
irgend einen beliebigen betrachten: 

p-f-q = 2| [u]coÄ*9)+ [v]«m*y| , pq = [uPco#*f/)+[v3*«mV^. (39) 

In dem andern 'Falle, dafs p und q reell sind, erhalten wir ganz auf demselben Wege 
oder auch unmittelbar aus d^em Vorstehenden: 

p + q = 2J.^L iJ, ^^ = 1^ i_J_. (40) 

39l Wir wollen zweitens für u und v^ gewöhnliche Parallel -Coordinaten einführen, 
und diese, wie oben, durch (u) und (v) imterscheiden. Zu diesem Ende können wir von 
den Gleichungen (38) — (40) der vorigen Nummer ausgehen. • Indem wir nemlich dieje* 
nige% beiden Winkel, welche die Axen: u = und v = mit der Axe: x = bilden, 
d und <$* nennen, und wie bisher den Winkel, welchen mit der erstgenannten Axe die^ 
zweite bildet, durch ta bezeichnen, so dafs also: d* — ^ = a>, so erhalten wir unmittelbar: 

M = r-5-W» [v] = -;— vi(v), 

^ • sinS ^ ^ •- -* 9inäf^ ^ 

wonach zum Beispiel die zweite der Gleichungen (39) in die folgende übergeht:' 

pq = (u)* -r-Ti coa^V + (v)* -r-rrj «m ^ — ( ^* 1 ) 

40. Wir können aber auch, indem wir, wie eben, Parallel** Coordinaten einführen, Fig 1. 
die fragliche Umformung, welche in der 38. Nummer allein von a oder q> abhängt, einzig 

4* 
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und' allein von der in der äS. Nummer durch a bezeichneten Constanten abhSngig machen. 
Nur mOssen wir, da bei einer beliebigen Drehung der Involution die jedem Paare derselben 
entsprechende Constante a denselben Werth behält, zwei sich einander entsprechende Werthe 
von a und a kennen. Wir wollen uns hier auf die Voraussetzung beschranken, dais a = 1, 
wenn a verschwindet, wonach die beiden Functionen t und w als Parallel -Coordinaten 
betrachtet werden können, und die Linien des ihnen entsprechenden Paares der Involu- 
tion sich unter solchen Winkeln & und (n — &) schneiden, deren Abwachung von einem 
rechten ein Maximum ist. Nach der Bezeichnung der 35. Nummer heifst dieb, dab t, vf 
und a bezüglich die Bedeutung von u^, v^ und a^ bekommen. 
Die beiden Gleichungen: 

t = u+av, w = V — au, (4) 

gehen, indem wir durch. (n) und (v) Parallel -Coordinaten darstellen und durch ir* eine 
noch unbestimmte Constante bezeichnen, in die folgenden über: 

.' t = x{(u)+aa(v)}, w = -ax{(u)-^(v)}. (M) 

Fig^ 1. Zuvörderst ergibt sich hieraus, wenn wir uns, um kurz zu sein, sogleich auf die enit Fi- 
gur beziehen, 



aa 



stny 



a 



9inS 



<y' 



(43) 



siny ff 

und aus diesen Gleichungen folgt: 

di^sinyHny+rinS 9my = 0, (44) 

d^nnStiny +nn5'8my s= 0. (45) 

Diese beiden Gleichungen gelten allgemein auch dann, wenn den Functionen t und w nicht 

a = 1 entspricht, und also diese Functionen nicht als Parallel- Coordinaten construirt 

werden können. Diese Voraussetzung liefert die neuen* Bestimmungen: , 

_ 9iny HnS" 

Hieraus folgt zunächst 



ax 



nnd"' 



(46) 



und dann, mit Berücksichtigung von (45), 



ra»/ 



# 9 



smy 

nno 



so dafs also: 

nnf nn8+smy nny ris^O. (47) 

(Diese Gleichung folgt unmittelbar aus der allgemeinen Gültigkeit der Gleichung (44).) 

Femer erhalten wir aus den beiden Gleichungen (43): 

. miy _^ sind 



sinä* 



wonach auch 



tiny 



a' 



Endlich geben die Gleichungen (46): 



9in^8 H- sin^y 



und, wenn wir statt der Sinus die Tangenten einführen, und berücksichtigen, dafs 
& = / — 8* = y — S, so kömmt: 



.9 
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und zuletzt: 

Wir haben aber: 

pq = t»+w» = x*(l+0 {(u)*+a\v)»} , 

und wenn wir stabstituiren, ergibt sich als die verlangte Gleichung folgende: 

Denelben Gleichung können wir nach (30) auch die nachstehende Form geben: 

pq = -i^{(u)«+a»(v)'}. (49) 

41. Wir wollen drittens und letztlich noch die Voraussetzung machen, dafs die 
nähere Functionen-Bestimmung durch die identische Gleichung: 

p+q+r ^ ßs 
gegeben sei. Diese Gleichung geht in die folgende fiber: 

, ' 2t+r = ßs, 

und so ergibt sich unmittelbar, daCs in dem vorliegenden Falle die gerade Linie: t = 
durch den Durchschnitt der beiden als gegeben zu betrachtenden Linien: r = luid 
8 = geht, und dadurch also vollkommen bestimmt ist. 

Reducirt sich die obige identische Gleichung auf: 

p+q+r = /?, 
80 ist die Linie: t = der als gegeben zu betrachtenden Linie: r =:> parallel. 



-§•2. • . 

Coordlnaten gerader lilnlen. Begttmmwiiy aller mAg^ltelieB 

flystenie linearer lilnien - Coordlnaten. 

42. So wie die Lage eines Punctes in Beziehung auf gegebene geometrische Oerter 
durch zwei gegebene Stticke bestimmt ist, so sind auch zur Bestimmung der Lage einer 
geraden Linie zwei Stücke nothwendig und hinreichend. Wenn zum Beispiel zwei feste 
gerajde Linien gegeben sind, so ist ein Punct bestimmt, wenn seine AbstSnde von densel- 
ben gegeben sind, eine gerade Linie ist bestimmt, wenn wir ihre Durchschnittspuncte mit 
den festen geraden Linien oder auch nur eine derselben und ihre Richtung kennen« Zur 
analytischen Bestimmung jedes jener beiden Durchschnittspuncte, so wie jener Richtung, ist 
eine Constante erforderlich. Um von einer der einfachsten Bestimmungsweisen auszugehen, 
wollen wir annehmen, dafs zwei feste, auf einander senkrechte, gerade Linien gegeben 
seien. Irgend eine beliebige gerade Linie schneide von der ersten der beiden gegebenen 
ein Segment ab, das wir, mit entgegengesetztem Zeichen genommen, durch w bezeichnen 
wollen, und bilde mir derselben gegebenen Linie einen Winkel, dessen trigont>metri8che 
Cotangente v sei. Die zweite gegebene gerade Linie dient hierbei nur zur Bestimmung 
desjenigen Punctes der ersten, von welchem an das Segment w gerechnet wird, und kann 
daher auch durch diesen Punct ersetzt werden. Verlagen wir die Gleichung der so be- 
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stimmten geraden Linie in ge>vdhn]ichen Parallel- Coordinaten — zar blofsen Verdeutli- 
chung, nicht weil wir dieser Coordinaten irgendwie zur Vermittelung bedürften — und 
nehmen zugleich die erste und zweite gegebene feste gerade Linie als dje Axen x == 
und y = 0, so ergibt sich sogleich: 

y+vx+w = 0. 

w upd V bedeuten für irgend eine gegebene gerade Linie zwei Constante, sie erhalten für 
verschiedene gerade Linien . verschiedene Werthe, die aber alle auf gleichmäfsige Weise 
construirt werden. Wir betrachten sie als veränderliche Gröfsen, die erst für eine gege- 
bene gerade Linie gegebene Werthe erhalten: als Coordinaten dieser Linie. Wenn 
irgend eine Gleichung zwischen Linien - Coordinaten gegeben ist, so können wir diese Glei- 
chung durch die Coordinaten -Paare unendlich vieler geraden Linien, die stetig auf einan- 
der folgen und also, im Allgemeinen, eine Curve umhüllen, befriedigen; wir sagen, es 
werde diese Curve durch die gegebene Gleichung dargestellt. Eine Glei- 
chung des ersten Grades zwischen den beiden Coordinaten w und v stellt im' engern Ver- 
stände keine Curve dar, es reducirt sich diese Curve auf einen Punct, und durch diesen 
gehen unendlich viele gerade Linien, deren Coordinaten -Paare jene lineare Gleichung be- 
friedigen. Wir können diefs unmittelbar aus der linearen Form der Gleichung eben so 
leicht nachweisen, als dafs eine Gleichung des ersten Grades zwischen gewöhnlichen Pa- 
rallel- Coordinaten eine gerade Linie darstellt *), w und v sind aber nicht die einzigen 
Coordinaten- dieser Art; es gibt unendlich viele Coordinaten, welche alle die Eigenschaft 
haben, dafs eine lineare Gleichung zwischen denselben einen Punct darstellt: wir wollen 
dieselben lineare Linien- Coordinaten nennen. Der eigentliche Gegenstand dieses Para- 
graphen ist, alle möglichen linearen Systeme von Linien -Coordinaten zu discutiren. Zu-, 
vor aber müssen wir den Begriff der Coordinaten- Bestimmung gerader Linien in seiner 
ganzen Allgemeinheit auffassen; die Entwicklungen des vorigen Paragraphen erlauben uns, 
der Analogie wegen, hier ganz kurz zu sein. 

43. Linien -Coordinaten überhaupt sind also veränderliche Gröfsen, durch welche, 
wenn wir ihnen bestimmte Werlhc beilegen, eine gerade Linie geometrisch bestimmt' wird, 
und welche für alle gerade Linien auf gleichmäfsige Weise durch die Vermittelung g^c- 
bener geometrischen Oert«r Tonstniirt werden. Bezeichnen wir allgemein zwei solche Co- 
ordinaten durch & und ^ und durch w und v irgend zwei Linien -Coordinaten, die wir ir- 
gend beliebig, zum Beispiel nach der Bestimmungsweise der vorigen Nummer, «wählen, so 
liegt in der vorstehenden Definition, dafs 

^ = (f(yr, v), ^ = t//(w, v) , 

wobei (p und %lj irgend zwei Functionen andeuten. Wir wollen hier voraussetzen, diese 
Functionen seien algebraische und rationale. Setzen wir, dem entsprechend, . 

a, _ y (w, v) 
9 (>v, v) 
indem wir durch (p und 97" rationale und ganze Functionen anzeigen, so stellen .die Glei- 
chungen: 

9>'(w,v) =1= 0, 9>"(w,v) = 0, 

zwei algebraische Curven dar, die wir als gegeben betrachten können. Für jede gerade 
Linie, welche die erste dieser beiden Curven berührt, ist & gleich Null, für jede garade 



*) Ausführliche Er5rteniiigba fiber diesen GegensUnd findet man in den ersten Nummern des zweiten Ban*« 
des der „onalifHick'geometriicken Elnimcklungtn,'^ 
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Linie, welche die zweite Curve berührt , ist & anendlich. Um den Werth dieser Coor« 
dinate für eine beliebige gegebene gerade ^^inie zu erhalten, wollen wir uns die letzten 
beiden Gleichungen in Beziehung auf w aufgelöset denken, und die Wurzeln der ersten 
Gleichung w\ w* . • . . w^ die Wurzeln der zweiten Gleichung Wj, w, . . . . w« nennen. Als- 
dann können wir die Gleichung, durch welche ^gegeben ist, auf folgende Art schreiben: 

^ (w — w*)(w — w^)....('w — w") 

v" = u ^ , 

- (W W|)(W Wa)..,.(w — Wm) 

indem wir durch fi eine Constante bezeichnen. Die Ausdrücke w\ w^ . . . . w^ stellen aber 
die Werthe der Coordinate w solcher Tangenten an die erste gegebene Curve dar, deren 
Richtung durch den^ Werlh für v, wovon jene Ausdrücke abhängig sind, bestimmt wird. 
Diese Richtung ist eine gegebene, wenn eine gerade Linie vorliegt, deren allgemeine Co- 
ordinaten & und ^ bestimmt werden sollen. Jene Tangenten sind dieser Linie parallel. 
Hiemach bedeuten (w — w*),-(w — w*).... (w — w") diejenigen Segmente, welche auf der, 
oben durch die Gleichung x = bestimmten, festen geraden Linie zwischen der fragli- 
lichen geraden Linie und jeder derjenigen Tangenten der ersten gegebenen Curve liegen, 
welche ihr parallel sind. Der Zähler in dem Ausdrucke für I ist das Product dieser Seg- 
mente, der Nenner stellt ein analoges Product dar, wobei blofs die zweite gegebene Curve 
an die Stelle der ersten tritt. i9* bedeutet also den Quotienten dieser beiden Producte, 
multiplicirt mit irgend einem Factor ft. Mit Rücksicht darauf, dafs fi eine unbestimmte 
Constante bedeutet, können wir, wenn in diesen beiden Producten eine gleiche Anzahl 
von Factoren vorkommt, an die Stelle der obigen Segmente auch die kürzesten Abstände 
der ^gegebenen geraden Linie 'von den ihr parallelen Tangenten der beiden Curven setzen. 
Auf gleiche Weise wie & können wir auch ^ bestiminen. 

Wir sehen , wie auf diesem Wege sich immer durch die • Vennittelung von vier gege- 
benen Curven die beiden Coordinaten, von denen die Lage einer geraden Linie tiber- 
haupt abhängt, construiren lasseo; vorausgesetzt nur, dafs für eine gegebene gerade Linie 
diese beiden Constanteu algebraisch und auf einzige Weise bestimmt sind. Jede andere 
Construction , durch welche gegebene Oerter sie auch ermittelt werden mag, läfst sich auf 
die vorerwähnte zurückführen. Wenn & und ^ rationale und ganze Functionen bedeuten, 
vso bedürfen wir zu ihrer Construction blofs zweier gegebenen Curven. Jede dieser Fun- 
ctionen ist alsdann als ein Product aus denjenigen Segmenten , welche auf einer der Rich< 
tung nach gegebenen geraden Linie, zwischen der zu bestimmenden geraden Linie einer- 
seits und allen ihr parallelen Tangenten einer gegebenen Curve andrerseits, liegen, und 
einem constanten Coefficientcn, anzusehen und als solches zu construiren. 

44. *Wir wenden uns nun zu unserm eigentlichen Gegenstande, der Bestimmung al- 
ler iflögli<ihen solchen Systeme vojq Linien -Coordinaten, in welchen die Gleichung 
eines Punctes vom ersten Grade ist. Aus dieser Beschränkung ergibt sich sogleich, dafs 
der Grad der Gleichung einer gegebenen Curve unverändert derselbe bleibt, wenn wir 
von einem solchen Systeme zu irgend einem andern derselben Art übergehen. 

Der Definition nach stellt also, wenn & und ^ zwei Coordinaten der eben bezeich- 
neten Art bedeuten, die Gleichung: 

Ae^-f-B^+C = 0, (1) 

einen Pänct dar. Diefs setzt voraus, dafs, wenn m und u Irgend zwei andere Liuien- 
Coordinaten einer besondern Bestimmung sind, in Beziehung auf welche die Gleichung des 
Punctes ebenfalls vom ersten Grade ist, folgende Gleichungen statt finden: 




32 



Erster Abschn. AUgem. Goordinaten -Bestimmung. 



v(m+a'ii +b') 



— T^ 



g = 



m 



an 



b) 



(2) 



r(m+a''n+b'V . ' T(m+a"n-+-b")* 

Durch die VennitteluDg von acht unbestimmten Coefficienten, a, a', a'', b, b', b", — ond^, 

erhält man hiemach die allgemeine lineare Coardinaten-Bestimmong aus jeder beson- 
dern. Wir wollen hier den Coordinaten m und n diejenige Bedeutung geben, die wir 
oben den Coordinaten w und v beigelegt haben, so dafs m an die Stelle Toii w und n 
an die Stelle von ▼ getreten ist, und zugleich, der Kürze halber, 

r(m+a"n+b")= t, t<m+a'n+b') = u, 9<m+an+b) = ▼ 

setzen. Hiemach erhalten wir: 



9. — ^ 



^ t" 



Die Gleichung (1) nimmt alsdann die folgende Form an: 

Au+Bv+Ct = 0, 
so dafs also an die Stelle der allgemeinen Gleichung des ersten Grades zwischen den bei- 
den verSnderlichen Grdfsen & und ^ die allgemeine homogene Gleichung desselben Gra- 
des zwischen drei veränderlichen Gröüisen t, u und y tritt. Wir können auch die drei 
neuen linearen und fiberdiefs ganzen Functionen als Coordinaten betrachten. Sie erhalten 
fQr eine gegebene gerade Linie ToUkomg^en bestimmte, aber nicht mehr von einander un- 
abhängige Werthe, und die bezügliche gerade Linie wird durch die Quotienten je zweier 
derselben geometrisch bestimmt. 

45. Die drei Gleichungen: • 

f^ m+a>+b'' = 0, m+a'n+b' = 0, m+an+b = 0, 

, statt deren wir auch die folgenden drei nehmen können: 

t =3 0, u = 0, V = 0, 

stellen drei Puncte dar. Sind diese drei Puncte gegeben, so sind dadurch auch die sedis 
Constanten in den vorstehenden Gleichungen als gegeben anzusehen. Wir wollen diese 

' Puncte T, U und V nennen. Für jede gerade Linie, welche durch einen dieser drei 
Puncte geht, ist die bezügliche lineare Function gleich NulL Betrachten wir, um den 
Werth dieser Function für irgend eine gegebene gerade Linie zu cpnstruiren, m' und n' als 
die dieser Linie angehörigen Werthe der Coordinaten m und n, und legen, etwa durch 
den Punct V, eine gerade Linie parallel mit der gegebenen, so erhalten wir für den 
Werth der Coordinale m dieser geraden Linie den Ausdruck — (an'+b). Die lineare 

* Function (m'+an'+b) bedeutet hiernach die Differenz derjenigen beiden Werthe der ge* 
nannten Coordinate, welche sich auf die gegebene gerade Linie und die ihr parallelci 
durch den gegebenen Punct V gehende beziehen; also dasjenige Segment, welches auf 
der, oben durch die Gleichung x = bestimmten, festen geraden Linie zwiso^py^ den 
eben- bezeichneten beiden Parallelen liegt, oder auch, was dasselbe ist, diejenige gerade 
Linie, welche, von dem gegebenen Puncte Y aus, nach der fraglichen geraden Linie, pa- 
rallel, mit der Richtung der geraden Linie: x = 0, gezogen wird. Jenes Segment oder 
diese gerade Linie, multiplicirt mit dem constanten Coefficienten 9, gibt den gesuchten 
Werth der Function v, welcher sich auf die gegebene gerade Linie bezieht. Indem wir 
erwägen, dafs u und t sich ganz aof dieselbe Weise construiren lassen, erhalten wir die- 
folgende allgemeine Coordinaten - Bestimmung vermittelst dreier gegebenen Puncte und * 
dreier unbestimmten Coefficienten, deren einer indefs willkührlich angenommen werden^ 
kann. 

' „Wenn 
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^Wenn irgend drei Puncte gegeben sind, so sind die drei allgemeinen Goordinaten 
einer beliebigen geraden Linie diejenigen drei geraden Linien, die von den drei gegebe- 
nen Punctoi ans nach einer willktthriichen Richtung, unter einander paralleV nach der be- 
liebigen geraden Linie gezogen vrerden können, mulliplicirt mit drei unbestimmten Goef« 
ficienten. '^ 

Die Aenderung der willkfihrlichen Richtung steht mit der Bestimmung der drei Goef- 
ficienten in einer wechselseitigen Beziehung, aber diese Beziehung ist nicht, wie es bei 
der Ponct- Goordinaten -Bestimmung der 8. Nummer der Fall ist, unabhängig von den je- 
desmaligen Goordinaten -Werthen. Nennen wir denjenigen Winkel, welchen irgend eine 
gegebene gerade Linie mit der willkührlichen Richtung bildet, co und diejenigen drei gera- 
den Linien, welche von den drei gegebenen Puncten T, U und Y aus, nach der gegebe- 
nen geraden Linie gezogen werden, Tt, Uu und Yv, so dafs also 

t = r.Tt, u = i/.Uu, V = 9?.Vv, 

und legen dann von denselben drei Puncten aus an dieselbe gerade Linie irgend drei 
neue gerade Linien Tt', Uu' und Yv', unter den bezüglichen Winkeln a, ß und y, so er- 
gibt sich, wenn wir diese drei Winkel durch die dtei Gleichungen: 

_.siHW ^^nnto , sinoi 

«na «n/j ' siny 
bestimmen: 

t = Tt', u = Uu', V = Yv'. 

Die Goefificienten T, v und <p hängen von dem, von einer geraden Linie zur andern ver- 
änderlichen, Winkel ta ab, aber die Quotienten je zweier derselben, welche allein bei Be- 
stimmung der beiden Goordinaten & und £ in Betracht kommen, sind von diesem Win- 
kel unabhängig. Wir können hiemach zwar im Allgemeinen nicht Tt', Uu' und Yv' als 
Goordinaten der geraden Linien betrachten, wohl aber 'die Quotienten einer dieser beiden 
Linien in die beiden übrigen. 

„Wenn drei Puncte gegeben sind, so erhält man die beiden Goordinaten einer belie- 
bigen geraden Linie, wenn man von diesen Puncten aus nach derselben drei solche ge- 
rade Linien zieht, welche mit ihr drei gegebene Winkel bilden und dann die Quotienten 
einer beliebigen dieser drei Linien in die beiden übrigen nimmt. '* 

Insbesondere können wir die drei Winkel a, ß und y einander und einem rechten 
Winkel gleich nehmen, so dafs wir also für die beiden Goordinaten einer geraden Linie 
die beiden Quotienten eiiies der drei kürzesten Abstände derselben von drei gegebenen 
Puncten in die beiden übrigen erhalten. 

Auf gleiche Weise können wir auch die beiden Goordinaten & und C als Quotien- 
ten von Segmenten auf TU und TY construiren. Wenn nemlich diese beiden festen ge- 
raden Linien von der zu bestimmenden bezüglich in den Puncten U' und Y' geschnitten 
werden, so ist offenbar: 

i; UU' y YY' 

~ tTü' ^ ~ tTV 

46. Endlich ist es auch leicht, die allgemeinen Ausdrücke von & und ^, die uns bis- 
her überall als Quotienten veränderlicher Linien -Segmente entgegengetreten sind, als reci-' 
proke Werthe solcher Segmente, oder auch als solche Segmentä selbst darzustellen. Statt 
aber in irgend ein Detail solcher Gonstructionen einzugehen, wollen wir auch hier, ähnlich 
wie im vorigen Paragraphen, nachdem die drei festen Puncle T, UundY gegeben sind, dfe 

5 
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iinbes^iomiten Coefficienten darcb eine identisdie Gleichuog dafilhreii mul iDr diese Glei- 
cbopg die folgende nehmen: 

die wir auch auf folgende Form bringen l^önnen: 

Wenn biemach irgend eine homogene und lineare Gleichfing zwischen t, u mid ▼: 

iX+fm^yy =si (3) * 

gegeben ist^ so erhalten wir durch Zertegong dieser Gleichung folgepde drei Paare .von 
Puncten: 

t =3 0, ^+w = 0; 

u = 0, rv+lt = 0; 

V — 0, It+fiu = 0; 

welche mit dem durch die obige Gleichung (3) dargestellten Puncte in gerader Linie lie- 
gen. Die drei ersten Puncte der drei Paare sind die drei gegebenen Puncte T, U und 
Y; die drei zweiten Puncte der drei Paare liegen auf denjenigen drei geraden Linien UV, 
TV und TU, welche die gegebenen Puncte^ paarweise genommen, verbinden. Für die 
vierten harmonischen Theilungspuncte zu fedem der letztgenannten Puncte und denjenigen 
beiden gegebenen, mit welcher derselbe in gerader Linie liegt, ergeben sich, bekannter 
Weise, die drei Gleichungen: 

fjva — vv = 0, w — Xt =5 0, Xt — fivt ä= 0. 

Die drei vierten harmonischen Theilungspuncte liegen, weil' jede der vorstehenden Glei- 
chungen eine algebrsiische Folge aus den beiden and^n ist, in gerader Linie^ und fOr diese 
gerade Linie ist 

At s= fiu s: 1^, 

woraus wir, mit Zuziehung der Gleichung (1), folgende Coordiaaten-Werthe herleiten: 

t = c.?-, u=c.~, v= c. , 
X ft V 

wobei wir, der Kürze wegen, 

?^ «t/; 

T'flV + vXv + ff'Xfil ' 

setzen. Die auf diese Weise bestimmte gerade Linie ist aber, was aus ihrer Construction 

folgt, keine andere, als diejenige, welche wir nach der, in der 14. Nummer eingeführten, 

Definition, die Polare des Punctes (3), in Bezieliung auf das von den drei gegebenen 

Puncten T, U, V gebildete Dreieck, nennen. Wenn die Gleichung (3) insbesondere die 

Mitte (den Schwerpunct) dieses Dreiecks darstellt, so liegt die Polare desselben unendlich 

weit; die Coordinaten dieser Polaren werden also unendlich; demnach erhält man ^ = <X), 

oder 

t^fiv-^v^Xv+q/Xfi =i= 0, * 

eine Bedingnngs-GIeidiung, der wir auch folgende Form geben können: 

t' t/ 0)' « 

T+«+^ = 0. (4) 

X fi V 

* 47. Wenn die drei Coordinaten t, u und v insbesondere diejenigen geraden Linien 

bedeuten, welche von den drei gegeb^ien festen Puncten aus nach gegebener Richtung, 

unter sich parallel, nach der bezüglichen geraden Linie gezogen werden können, ein 

Fall, den wir durch Umklammerung jener Coordinaten unterscheiden wollen, so erhal- 
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ten wir fOr jenen Scblrerpunct, nach einer allbekannten '£ig»8chaft deiselben, die Glei- 
chung 

(l)+(li)+(v) at= 0. (5) 

Es wird der Fall, dafs die betdchnete Art von Goordinaten zu Grunde liegt, dadurch 
also angezeigt, dats in der identiichen Gleichung (1), zwischen den Goefficienten derselben, 
folgende Bedingung» ^Gleichung besteht: 

T'+v'+y' =Ä 0. (6) 

Wenn die drei festen Puncte T, U und Y gegeben sind, und wir die Gleichung des 
Schwerpnnctes derselben kennen, so erhalten wir dadurch sogleich die vollständige Goor- 
dinaten -Bestimmung. Es sd, um diefs nachzuweisen, die allgemeine Gleichung (3) die 
Gleichung des Schwerpnnctes. Wir kOnnen diese Gleichung nach der eben eingeführten 
Bezeichnung,' indem wir zugleich den Goefficienten r» v und (p ihre frühere Bedeutung 
(44) lassen, auf folgende Weise schreiben: 

und damit diese Gleichung mit der Gleichung (5) identisch werde, ergibt sich: 

Ar s= ftt; s: v<p .= coti«^ , 
woraus sich, da wir 1, /a und v als gegeben betrachten, tj v und ip bestimmen lassen. 

48. Wir wollen zunächst nun untersuchen; welche Goordinaten -Bestimmung insbe- 
sondere dem Falle entspricht, daCs die identische Gleichung (1), indem die drei Goef- 
ficienten T^, t/ und tp einander gleich gesetzt werden, in Beziehung auf die drei linearen 
Functionen t, u und t symmetrisch wird. Alsdann ist identisch: 

t+u+v =s c. ' (7) 

Wir wollen irgend eine Richtung beliebig als die Richtung der festen Axe: x = anneh- 
men, und nach dieser Richtung von den drei Puncten T, U und V aus, die wir immer 
als gegeben betrachten, drei gerade Linien nach den gegenüberliegenden Seiten in dem 
Ton diesen Puncten gebildeten Dreiecke legen und diese geraden Linien durch, TT', UU' 
und yy' bezeichnen. Alsdann ist bezüglich für die drei geraden Linien UV, VT und TU 

u = 0, v = 0, t = r.lT' = c; 

v = 0, t = 0, u = i;*UU'=:c; . 

t = 0, u = 0, V = y.VV = c. 

Hiernach ergeben sich sogleich, indem wir insbesondere auch noch c = 1 setzen, für r, 
V und (p die reciproken Werthe der drei Lmieä* Längen TT', UU* und W. Wenn also 
irgend eine beliebige gerade Linie den eben gezogenen drei Parallel -Linien bezüglich in 
den Puncten t', u' und v' begegnet, so sagt die identische Gleichung (7) aus, dafs 

^ Uu' W _ 

Tr"*"i5u"*" W ■" ^' 

49. Wfihrend von der einen Seite der Raum uns verbietet, in irgend ein Detail ein- 
zugehen, werden wir von der andern Seite aufgefordert, unserm Gegenstände vielseitige 
Gesichtspuncte abzugewinnen. Demnach wollen wir auch noch in die identische Gleichung 
(7) für t, n und v ihre Ausdrücke in m und n substituiren, wonach dieselbe in die nach- 
stehenden drei Bedingungs- Gleichungen zerfällt: 

ar +a'i; -f- a> = , (8) 

ht-hVv-^Vqf =s 0. 
In diesen Gleichungen bedeuten bekmntlich a, a', a'' und b, b', b" die Werthe der ge- 
gewOhnlichen Parallel- Goordinaten, x und j, der drei bezüglichen gegebenen Puncte, T, 

5* 
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U, y, bezogen auf die beiden festen geraden Linien , von welehen wir ursprfinglich ans* 
gegangen sind (42) und von denen wir, unbeschadet der Allgemeinheit, voraussetzen kön- 
nen, dafs sie auf einander senkrecht stehen. D^ken wir uns hiernach — ich gebrauche, 
um kurz zu sein, die Ausdrucke der Statik, ohne sie geometrisch zu umschreiben — die 
drei Coefficienten r, v und tp als drei Kräfte, die in den drei Puncien T, U und Y nach 
paralleler Richtung, etwa senkrecht auf der Ebene der Figur wirkend, angebracht sind, so 
sagt die erste der vorstehenden Gleichungen aus, dafs diese drei Kräfte sich auf ein Paar 
gleicher und nach entgegengesetzter Richtung wirkender Kräfte rednciren lassen. Die 
zweite der Gleichungen (8) sagt aus, dafs, wenn wir uns das System der drei Puncte 
T, U und Y um die Linie: x = als eine feste Axe beweglich denken, keine Drehung 
um dieselbe erfolgt, und die in )enen Puncten angebrachten Kräfte also sich auf ein soi* 
ches Kräftenpaar reduciren lassen, das in einer mit jener festen Axe parallelen Ebene 
wirkt. Die dritte jener Gleichungen endlich zeigt, dafs das Drehungs-SIoment um die Li- 
nie y = 0, als eine feste Axe, die auf der frühem senkrecht steht, übrigens aber belie- 
big angenommen werden kann, der Constanten c gleich ist. Wenn die zweite Axe mit der 
ersten irgend einen Winkel ta bildet, so müssen wir b, b' und b" mit »ina multipliciren, 
damit diese Gröfsen kürzeste Abstände bedeuten: alsdann wird das bezügliche Drebungs- 
Moment gleich cainw. 

50. Um diejenige identische Gleichung aufzustellen, welche ausdrückt, dafs t, u und 
V kürzeste Abstände der drei Puncte T, U und Y von der jedesmaligen zu bestim- 
menden geraden Linie bedeuten, wollen wir von der Gleichung (1) wiederum ausgehen, 
indem wir dieselbe auf nachstehende Weise schreiben: 

T^Ti+vva+(p'(fV = c. 
Alsdann bedeuten t, u und v diejenigen drei geraden Linien, welche, parallel mit der 
Axe: X =: 0, nach der zu bestimmenden geraden Linie gezogen werden können, und die- 
selben Functionen bedeuten kürzeste Abstände, wenn wir r = t; = op = -7-7 st 

setzen, und hierbei & den constanten, w den veränderlichen Winkel nennen, welche die 
^Vxe und die. zu bestimmende gerade Linie bezüglich mit einer, der Richtung nach gegebe- 
nen, geraden Linie bilden. In dieser Yoraussetzung kommt: 

t'i+vvL+ip'y = c«m(w — tS"). (9) 

Zunächst besteht für diesen Fall die Redingungs- Gleichung: 

j'+v'+y = 0; (6) 

dann aber können wir einerseits, mit Rerücksichtigung der vorstehenden Gleichung, r\ 
V* und q/ willkührlich annehmen, und dann die beiden Constanten c und & bestimmen. 
Wenn wir nemlich drei, auf die drei Puncte T, U und Y wirkende , parallele Kräfte t', 
t/ und <p' auf irgend eine Weise zu einem einzigen Kräften -Paare zusammensetzen, so be- 
stimmt die Lage der Ebene dieses Paares den Winkel &y und c bedeutet die Summe der 
Momente der gegebenen Kräfte in Beziehung auf irgend eine gerade Linie in. der Ebene 
der Figur,, für welche (a> — &) gleich einem rechten Winkel ist. So können wir zum Bei- 
spiel auf der geraden Linie UY einen Punct T" sa bestimmen, dafs 1/.UT' = — (pWV; 
alsdann hat, wenn wir TT ziehen, diese gerade Linie die durch den Winkel i?* angezeigte 
Richtung, und überdiefs ist tMT' =^ c. Yon der andern Seite können wir aber 
auch die Constanten c und & von vorne herein annahmen, und darnach, mit Berücksich- 
tigung der Bedingungs- Gleichung (6) die Constanten t\ 1/ und qf bestimmen. 

H^ Die bisher durch r, v und q> bezeichneten unbestimmten Constanten in der all- 
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gemeinai Coordinaten-BestimmoDg ktonen wir dadurch ersetzen, dafs wir noch irgend 
einen vierten Punct W, dessen Gleichung: 

w = x(^+^'"n+V") = 0, * (10) 

sei» als gegeben betrachten und dann 

^ = -:-, ^ = -:^ (11) 

w w w w ^ ^ 

setzen. Alsdann bestimmen sich }ene Coeffidenten und die Lage dieses Punctes gegensei* 
tig auf lineare Weise. Die analytischen Erörterungen der 17. und 18. Nummer lassen 
sich unmittelbar auf den vorliegenden Fall übertragen. An die Stelle der identischen 
Gleichung (1) tritt nun die folgende: 

,T't+t;'u+yV+;^'w = 0, (12) 

indem wir, der Symmetrie wegen ( — x') ^^ ^'^ Stelle von c schreiben, und löset sich in 
die folgenden drei Bedingungs- Gleichungen auf: 

t't-4- i/i;+ 9>V+ x'X = ^f 
ar'rHh aVv+aYy + aY;r = , 
br'T+bVi;+bVy+b'Y;f = 0. 



Diese drei Gleichungen drücken aus — wir wollen uns wiederum der Sprache der Statik 
bedienen — dafs, wenn wir uns vier parallele Kräfte rV, vvy g>(p und x*X bezüglich in den 
v^er Puncten T, U, V und W angebracht denken, jede derselben der resultirenden aus 
den drei tibrigen das Gleichgewicht h|ilt, wonach also etwa der vierte Punct W der Ati- 
griffspunct derjenigen Kraft ist, welche als die resultirende aus den drei ersten Kräften, 
sich durch diese immer auf einzige Weise bestimmt. Wir erhalten also für W jedes- 
mal einen vollkommen bestimmten Punct, wenn wir die vier Coefticlenten der vorstehen- 
den identischen Gleichung (12) als gegeben betrachten und dann die vier Coeffidenten 
T, v, q> und x beliebig annehmen. — 

52. Obgleich zwar zwischen linearen Linien- und Punct- Goordinaten, so lange 
wir die Bestimmung derselben- in ihrer ganzen Allgemeinheit festhalten, eine vollständige 
Analogie stattfindet, so erzeugt doch der Umstand, „dafs eine gerade Linie, die unendlich 
weit gerückt ist, keine bestimmte Richtung mehr hat, und alle solche Linien für eine und 
dieselbe zu achten sind, während bei unendlich weit entfernten Puncten die Richtung, nach 
welcher sie unendlich weit liegen, zu unterscheiden bleibt," einen wesentlichen Unterschied, 
sobald unendlich weile Entfernungen in particulären Bestimmungswelsen auf ausgezeichnete 
Weise hervortreten. 

53. Wenn wir die Voraussetzung machen, dafs in den allgemeinen Ausdrücken für 
& und ^ die- Function T(m+a^n+b") ßich auf eine blobe Constante redudrt, so heiCst 
diefs voraussetzten, dafs der Punct T nach der Richtung der in der 42. Nummer durch 
X == bezdchneten, Axe unendlich weit liegt. Alsdann kommt: 

& = i;(m+a'n+b') ^ u, £ = ^(m+an+b) ^ v. (1) 

Die Goordinaten & und ^ sind, nachdem die Richtung jener Axe einmal bestimmt ist, 
von sechs Constanten abhängig, und bilden, in Beziehung auf diese Richtung, eine 
abgesonderten Classe von Goordinaten. Die vorstehenden Gleichungen behalten ganz die- 
selbe Form, wenn wir statt m und n die beiden Goordinaten irgend einer andern hier- 
her gehörigen, einer besondem Constanten - Annahme entsprechenden, Bestimmung neh- 
men. Die beiden Goordinaten eines Punctes sind hiemach „diejenigen beiden, mit censtan- 
ten Coeffidenten multiplicirten, Segmente, welche auf zwei festen, nach bestimmter Rieh- 
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« 

lang durch die beiden gegebenea Puncte, U und Y» gehenden Pardlelen» swiscfaen diesen 
Puncten nnd d^ zu Jsestimmenden geraden Linie liegen. "^ 

Um die ursprünglichen Coordinalen m und n ans den vorstehenden Gleichongen xa 
erhalten, müssen wir annehmen, dafe einer der beiden Poncte, U und V, ebenfalls an«. 
endlich weit liege, und zwar nach der Richtung der früher durch: y ^ 0, dargestellten 
Abscissen-Axe, während der andere dieser beiden Pancte in den Anfangspunct ftllt Es 
ist alsdann allgemein, auch wenn die zur Vermittelang der Constructiim angewandten Axen 
nicht auf einander senkrecht stehen, wie in der 42. Nummer angenommen wuvde; indem 
wir die Winkel, welche die zu bestimmende gerade Linie bezüglich mit der Ordinaten* 
und Abscissen-Axe bildet, S und y nennen: 

siny 

*■ ^— • • «► • 
Sino 

54. Wir können insbesondere auch annehmen, dafs die beiden Pallete IT und V 
nach den Richtungen zweier geraden Linien ^x = und y = 0}, die sich in dem 
Puncte T schneiden, unendlich weit liegen, und eriialten alsdann, als einfachste Bestim- 
mung: 

ra m 

Die beiden Coordinaten einer geraden Linie stellen sich hiemach als die, negativ ^enom«* 
menen, reciproken Werthe derjenigen beiden Segmente dar, welche diese gerade Linie 
von den Schenkeln eines gegebenen festen Winkels abschneidet. 

55. Es sei schliefslich, um auch den Fall imaginärer Linien - Coordinaten za be* 
trachten , 

u ^ m+a'n+b', v ^ m+sn+b, (1) 

indem einerseits a und a', andrerseits b und b' zwar imaginär, doch überdiefs Wurzeln 
derselben quadratischen Gleichung sind. Wir können alsdann zwei reelle Functionen von 
m und n, die wir r und s nennen wollen, unmittelbar so bestimmen, dafs 

u = r+sJ/^^, V = i;— sV^^, (2) 

woraus wir erkennen, dafs wir, um die beiden Gleichungen: 

u = 0, V = 0, (3) 

zugleich zu befriedigen, zugleich 

r = 0, s = 0, . (4) 

setzen können, wonach also die beiden durch (3) dargestellten imaginären Puncte immer 
auf einer reellen geraden Linie liegen, auf derjenigen nemlich, welche durch die beiden 
Pancte (4) geht. Wenn wir zwei neue Functionen p und q durch die in Beziehang auf 
m und n identischen Gleichungen: 

r = p+aq, s = q — ap, (5) 

bestimmen, woraus rückwärts 

r — €ts s + ar ^_. 

p = !+;?' '1 = 1+;?' <«> 

sidi ergibt, so stellen die beiden Gleichungen: 

p = 0, q==0, (7) 

bei jeder neuen Annahme der willkührlichen Constanten a ein neues Puncten^Paar dar, 
welches auf derselben geraden Linie liegt« 

Nadi der vorstehenden Funcüonen-Bestinmiung ergibt sich 
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u+v s 2r 5 2(p+aq), (8) 

UV S !*-+••» = (l+a») (p*+q'). (9) 

In dem Falle, dafs die beiden Fcmctionen u imd r reell sind.' bleiben es auch die 

▼ontehenden Umwaiidlungen, sobald nvir die Fanctionoi s und q und die Constante a 

bezüglich mit sT — 1, qT--l und «T — 1 Tertauschen. 

66. um die-Tcrschiedenen Puncten -Paare, die b^i beliebiger Annahme der Constan- 
ten et durch die Gleichungen (7) oder 

r— as = Oj s+or = 0, (10) 

indem wir m und n dieselbe Bedeutung als in der 42. Nummerr beilegen, dargestellt wer- 
den » txk bestimmen, können tw die %\xr Yermittelung der Construction dieser Goordinaten 
dienenden Axen: x = und y = 0, zuvörderst so annehmen, dafs ihr Durchschnitt in die 
immer reelle Mitte zwischen den beiden Puncten (3) f&Ilt; diefs setzt voraus, dafs a+a' =: 
und b+b' s= 0, wonach die Gleichung r ='m =s den in jene Mitte fallenden An- 
fangspunct darstellt Die Gleichung s = stellt einen Punct dar, welcher nach der, durch 
die Gleichung: (a' — a)n+(b' — b) = bestimmten Richtung unendlich weit liegt. Geben 
wir der Axe: x = dieselbe Richtung, so kommt diefs darauf hinaus, a' i^ a und also 
gleich Null zu setzen. Wir können also die beiden Puncte (3), bei gehöriger Axen-An* 
nähme, immer durch die Gleichungen: 

m — b Ä 0, mH-b = 0, 

darstellen; und, je nachdem diese Puncte reell oder imaginär sind, ist es auch b. Die Punc- 
ten -Paare (7) bestimmen sich auf diese Weise auf der, die beiden Puncte (3) verbin- 
denden geraden Litiie durch ihre Abstände von demjenigen festen Puncte, der die Mitte 
der letztgenannten bildet. 

Indem wir, wie in der 31. Nummer, der Kürze wegen, 

l-*.«V=n — 1 — a' 

setzen, können wir die Puncten -Paare (7) auch dttrch folgende Gleichungen darstellen: 

u+Av = 0, u — Av = 0, (11) 

das heifst, in Worten ausgedrückt, jedes dieser Paare bildet mit den beiden Puncten (3) 
vier harmonische Theilungspuncte. Diese Puncten-Paare bilden hiemach unter 
sich eine Involution, die wir, ye nachdem die beiden festen Puncte (3) imaginär oder 
reell sind, als eine Involution von Puncten -Paaren der ersten, oder der zweiten Art, 
unterscheiden wollen. Den Punct: r ^ m = wollen wir den Mittelpuncf der In- 
volution nennen; er liegt in der Mitte der beiden Puncte (3), weil der zugehörige vierte 
harmonische Theilungspunct unendlich weit liegt. 

57. Indem wir uns nun zu den Gleichungen (10) zurtickwenden, in denen, bei den 
obigen Voraussetzungen, r in m und s in eine Constante, die wir x nennen wollen, und 

die dadurch bestimmt ist, dafs •<— b =: xV^-1, übergeht, können wir die verschiedenen 
Puncte^- Paare einer Involution der «*sten Art, indem wir nach einander für a alle mögr 
Uche^ Werthe nehmen, durch die folgenden Gleichungen darstellen: 

m—ax = 0, mH — x = 0. (12) 

a 

Die Abstände der beiden Puncto eines solchen Paares von dem Mittelpuncte der Involution 
sind cex und f j. Sie liegen also zu beiden Seiten des Mittelpunctes. Das Product 
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ihrer Abstände von demselben ist, wie wir anch a annehmoi m(Vgen, gleich x\ und also 
für alle Paneten -Paare der Insolation constajit Ein ausgezeichneter Werth, den wir 
a beilegen können, ist (dbl); akdann erhalten wir für das entsprechende Poncten-Paar: 

mzszx = 0, ni±x s= 0. 

a ' 

Die Entfemong der beiden Puncte ist akdann gleich 2x und, wie man sogleich einsieht, 
ein Minimum. Durch dieses Minimum ist die Natur der Involution vollkommen bestimmt 
Im Allgemeinen gibt es ein zwiefaches Paar, dessen beide Puncte einen gegebenen Abstand 
haben. Zwei solche Paare liegen nach entgegengesetzter Seite vom Mittelpnncte symme- 
trisch; um sie zu erhalten, brauchen wir nur die unbestimmte Constante a mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen zu nehmen. Setzen wir f j an die Stelle von a^ so vertauschen 

sich blofs die beiden Puncte desselben Paares. 

In dem Falle einer Involution der zweiten Art, wo a in d\f — 1 Qbergeht, wo^en wir 

X, das alsdann ebenfalls imaginär wird, mit x'V — i vertauschen. Alsdann erhalten wir, 
fitatt der Gleichungen (12), die folgenden: 

m+aV = 0, mH — jx' = 0, (13) 

* 
um irgend eki beliebiges Puncten-Paar darzustellen. Wir bemerken sogleidi, dafs die 

beiden Puncte jedes solchen Paares zu beiden Seiten des Mittelpunctes der Involution lie- 
gen, und das Product der Abstände dieser Puncte von dem Mittelpuncte wiederum con- 

stant und gleich (x' ) ist. Es gibt hier aber kein Minimum mehr für den Abstand der 
Puncte desselben Paares; )edem gegebenen Abstände entsprechen zwei Paare. Wenn 
a = dbl, so kommt: 

mzfcx' = 0, m=f:x'.= 0, 

und dann fallen die beiden Puncte des bezüglichen Paares in einen der beiden Puncte (3) 
zusammen. Der Abstand dieser beiden Puncte (3) von einander ist (2x') und durch die- 
sen Abstand ist die Natur der Involution vollkommen bestimmt. 
-.;it:«^,^ 58. Wir wollen die beiden Puncte irgend eines Paares (12) einer Involution er- 

ster Art durch Y und Y bezeichnen, und voraussetipen , dafs, für iv = 1, diese beiden 
Puncte bezüglich mit den Puncten N und K zusammenfallen, wonach also N und M' die- 
jenigen Puncte desselben Paares der Involution sind, deren Abstand von einander ein Mi- 
nimum ist. Hiernach ergeben sich sogleich die nachstehenden Distanz -Bestimmungen : 

YTS = -x{«— 1}, Y'N' = ^j~l|, YN' = -.x{a+l}, YN = xj-+l{ 

und hieraus fol^t: 

Jl l J 1^ _ 1 

YN YN' ~ YN YN' ~ x' 

Indem wir zugleich erwSgen , dafs die beiden Puncte Y und Y nothwendig auf derselben 
Seite eines der beiden festen Puncte N und N', und auf entgegengesetzten Seiten des an- 
dern liegen, so drückt die vorstehende Gleichung aus, dafs, „wenn wir jeden der beiden 
Puncte irgend eines beliebigen Paares der Involution mit einem derjenigen beiden zusam- 
mengehörigen Puncte, deren Abstand ein Minimum ist, zusammenstellen, was auf doppelte 
Weise geschehen kann, einmal die Summe, das andere Mal die Differenz der reciproken 
Werthe der jedesmaligen beiden Abstände constant und dem reciproken Werthe der Hälfte 
jenes Minimum gleich ist.** 

Wir 
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Wir wollen nun die beiden Pancte* irgend eines Paares (13) einer InToIntion zwei- 
ter Art durch Z und Z' bezeichnen, und annehmen, dafs für a' = 1 diese beiden Pnncte 
in dem Puncte M, und fQr «' = — 1 in dem Puncte M' zusammenfallen, so dafs also die 
beiden Puncte M und M' durch die Gleichungen (3)' dargestellt werden. Alsdann finden 
wir unmittelbar: 

ZM = ^{a'—l}, Z'M = «'i^-l j, ZM' = x'{«'+l}; Z'M' = ^'j^+lj , 

und hieraus: 

ZM^Z'M ZM'^Z'M' x*' 
Wenn wir zugleich berücksichtigen, dafs der Punct M zwischen den beiden Puncten Z 
und Z' liegt, nicht aber der Punct M', so folgt, „dafs die Differenz der beiden Abstände 
der Puncte irgend eines Paares einer Involution von dem ersten der beiden Puncte (3), 
und die Summe der reciproken Werthe der Abstände irgend solcher zwei Puncte von 
dem zweiten der beiden ' Puncte (3), constant und dem reciproken Werthe des halben 
""Abstanoes dieser Puncte, in deren jedem die beiden Puncte eines Paares der Involution 
zusammenfallen, gleich ist." 

59. Es finden zwischen den gegenseitigen Abständen von «cchs Puncten, die eine 
Involution bilden, merkwürdige metrische Relationen Statt, die schon seit langer Zeit die 
Aufmerksamkeit der Geometer auf sich gezogen haben. Eine solche Involution können 
wir, nach dem Vorhergehenden, durch folgende drei Paare von Gleichungen darstellen: 

m=pax =0, m^ßx =0, . mif:;^ =0; 

m+ — .X = 0, m+-3.x = 0, mH--.x=0; 

« ß r 

und zwar ist die Involution von der ersten oder zweiten Art, je nachdem wir in den 
drei ersten dieser Gleichungen die obem oder untern Zeichen nehmen, a, ß und j^ be- 
deuten irgend drei Constante. Bezeichnen wir hiernach die Jen drei Gleichungen -Paaren 
entsprechenden Puncte durch V und U, V und U', V" und Ü", so ergibt sich sogleich: 
V"ü _ 1=1= gy ß Vir _ Idtzyß a ' VIT _ l±ßa y 

Vü' ~ Idb^y'a' Vü ~ l=!=a/?>' Vü" ~ \±ya'ß' 

und hieraus, wenn wir aigleich auf die gegenseitige Lage der Puncto Rücksicht nehmen: 

v^J.vü^vu^ _ ^ 

U"V.ÜV".UV'~ • 
eine Gleichung, die auf gleiche Weise für jede Involution von drei Puncten- Paaren gilt, 
es mag diese von der ersten oder der zweiten Art sein. — 

60. Wir wollen nun noch den beiden linearen Functionen u und v eine andere 
Form als in der 55. Nummer unterlegen, indem wir 

ü^n-f-am+b, v ^ n+a'm+b', (14) 

setzen, um an diese neue Form die Discussion derjenigen Fälle anknüpfen zu können, 
welche die frühere Form ausschliefst. Wenn wir insbesondere annehmen, dafs a' gleich 
Null sei, so müssen u und v nothwendig reell sein, .wenn überhaupt die Form der iden« 
tischen Gleichungen 

' u ^ r+sV— 1 , V ^ r — sV— l, 

und die auf ihr b<»iihende Functionen« Umwandlung, möglich sein soll. Von den beiden 
Puncten 

u = 0, v = 0, (15) 

6 
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liegt y bei der gemaditeD YoraussetzuDg, der zweite nach der durch die Conitante b' be- 
atimiDten RichtuDg unendlich weit Die Pnncten* Paare , welche durch die Gleichungen 

p = 0, q = 0, (16) 

dargestellt werden , beetimmen eine Inyolution zweiter Art. Aber diese Involution ist von 
einer besondern Gattung; weil einer der beiden Puncte (15) unendlich weit liegt, bildet 
der andere die Mitte )edes Paares der Involution. 

61. Wenn a und a' beide zugleich verschwinden, können u und v wiederum, sowohl 
reelle als imaginäre, Functionen* darstellen. Dann liegen die Puncte (15) beide nach ge* 
gebenen Richtungen unendlich weit, und mit ihnen also auch die Involution, 'welche aus 
den Puncten- Paaren (16) besteht. Indem wir der Axe: x = 0, eine schickliche Rich- 
tung 'geben, und durch k eine Constante bezeichnen, kommt: 

r ^ n, s ^ ^, 

und wir erhalten: 

n — al an+X 

Die Richtungen, nach welchen hin die Puncte jedes der Paare (16) unendlich weit lie- 
gen, können wir, indem wir der, zur .Yerroittelung der Construction der 42. Nummer an- 
gewandten Parallel- Coordinaten uns bedienen, durch die beiden geraden Linien: 

y+ttÄx =5 0, ay— Jlx = 0, 

bestimmen, woraus folgt, dafs diese Richtungen für die verschiedenen unendlich weit lie- 
genden Puncten-Paarc einer Involution von Linien-Paaren entsprechen. Wenn wir also 
statt der Functionen u und v die Functionen p und q einführen, ilnden alle die geome- 
trischen Relationen, die wir im ersten Paragraphen (31 — 40.) erörtert haben, ihre un- 
mittelbare Anwendung. — 

62. Zum Schlüsse will ich nur noch eine Bemerkung, die nach der 38. Nummer kei- 
nes Beweises mehr bedarf, hervorheben. Wenn wir, wie in der 55. Nummer, 

u ^ m+an+b, v ^ m-f-a'n+b' 

setzen (wobei indefs m'und n die Bedeutung beliebiger Linien -Coordinaten habei\ kön- 
nen), so bezeichnen p und q neue lineare Functionen, welche, im Allgemeinen, die Form 
/t(m-t-an-4-b) babep. Wir können diesen Functionen indessen den Coefficienten geneh- 
men, und erhalten, indem wir dieselben in dieser Voraussetzung^ ^r Unterscheidung, um- 
klammern, und durch x irgend einen cdnstanten Winkel darstellen, statt der Gleichungen 
(8) und (9) alsdann die nachstehenden: 

u+v.= 2{[p]cos>;f.#-[q]«n»j:}, 



AUsemetne BetraeHtangren Aber Coordinaten - Bedtlinmuiigr* 
Theorie der Tran«ver0alen. TeriPirandtochaft seometrtocher 
Constractionen* Vebertragntings-Princlpe. ColUneatlon« Re« 
clprocität« 

63. , -Die Betrachtungsweisen, auf welche ich in der vorliegenden Schrift eine syste- 
matische Darstellung der analytischen Geometrie zu gründen den Versuch gemadit habe. 
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umsdilidiieo alle in der neueren Zeit, von den Terschiedenartigsten Standpuncten aus» on- 
teraomnienai geometrischen Uotersnchongen. £b ist nicht schwer, nachzuweisen, wo jede 
einzelne dieser Untersochangen ihre Stelle oder wenigstens ihVe Anknfipfangspanc(e findet. 
Einigen hloben Andeutungen hierüber ist dieser Paragraph bestimmt J^ 

64. Zuvörderst tritt uns Carnot's schöne Theorie der Transrersalen als ein Corol- 
larinm unserer allgemeinen Ponct- Goordinaten -Bestimmung entgegen. Sie ergibt sich un- 
mittelbar aus den Bemerkungen der 4. Nummer. Wenn nemlich 

i)p(y,x) = 
die Gleichung einer Cunre von einer beliebigen m. Ordnung in gewöhnlichen Parallel« 
Coordinaten ist und wir 

q =s f(j,x) 
setzen, so aitspricht jedem gegebenen Puncte ein bestimmter Werth von q, und diesen 
können wir, nach der ^ben angezogenen Nummer, construirai; wenn wir durch den gege- 
baien Punct eine beliebige gerade Linie legen, und das Product derjenigen m Segmente, 
welche auf dieser geraden Linijs zwischen dem gegebenen Puncte und den mDurchschnitts- 
puncten mit der Curve liegen, bilden und mit einem 'solchen Coefficienten multipliciren, 
der für alle beliebigen gegebenen Puncte derselbe ist, aber, im Allgemeinen, mit der Rich- 
tung der durch den gegebenen Punct gehenden geraden Linie sich ändert, so dafs wir je- 
der gegebenen Richtung einen constanten Coefficienten als zugehörig betrachten können. 
Gerade entgegengesetzten Richtungen gehören gleiche Coefficienten an; diese mfissen aber, 
je nachdem die Ordnung der Curve eine gerade oder ungerade ist, mit übereinstimmenden 
oder entgegengesetzten Vorzeichen behaftet werden. Nun wollen wir irgend ein gegebe- 
nes, in sich geschlossenes Polygon O1O3O3 . . Oa-i O» von einer beliebigen Seitenzahl be- 
trachten, und, nach den eben wieder ins Gedäctitnifs zurückgerufenen Bemerkungen der 4. 
Nummer, diejenigen n Coefficienten , welche ' den Richtungen der n Polygon - Seiten 
OiO«/ OaOs,.. 0«-iO«, Ob Ol, wenn wir auf dem Umfange des Polygons von Oi nach 
O9, nach O9 und so fort nach der Ordnung der Marken herum gehen, angehören, durch 

und diejenigen Constanten, welchen den Richtungen derselben Seiten, wenn vrir gegen die 
Ordnung der Marken auf dem Umfange des Polygons herum gehen, durch 

*2 > *3 > • • **B > * I 

bezeichnen. Wir wollen ferner das Product der m Segmente auf der ersten Polygon-Seite 
O1O2, von Ol aus gerechnet, durch [OiQ*], von Oj aus gerechnet durch [O^QJ], der 
entsprechenden Producte auf der zweiten Polygon -Seite O^Og durch [O^QJ] ^nd [O^QS] 
und so fort, darstellen. Alsdann erhalten wir, wenn wir nach einander die einzelnen Win- 
kelpuncte des gegebenen Polygons betrachten: 

^: [O.QT3 =xj [O.Q?]. 
xl [O.Qij =x5 [0,Q|]» 



Wenn wir erwägen, daCs für jeden Werth der Marke g: 



so bemerken wir auf der Stelle, dafs, wenn wir die vorstehenden n Gleichungen mit eiü- 

6* 
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ander mulfiplicireny aus dem ReBoItate alle Coeffidenten x ausfallen. Wir erhalten hier- 
nach , wenn wir das Product de^ ersten Theile und der zweiten Theile dieser Gleichung 
gen, indem wir von allen Coefficienten von vorne herein absehen, der Küne halber, be- 
züglich durch Jj^ und ^2*^ darstellen: • 

^ -iassißV (1) 

Es ist ohne Weiteres ersichtlich, dafs wir in dieser Gleichung, wenn die gegebene Cunre 
von gerader Ordnung ist, immer das obere Zeichen nehmen müssen; wenn aber die Curte 
von ungerader Ordnung ist, entweder das obere oder untere Zeichen, )e nachdem die An- 
zahl der Seiten des gegebenen Poljgons eine gerade oder ungerade ist. 

In Worten ausgedrückt heifst die Gleichung (1): 

„Wenij irgend eiue algebraische Curve und irgend ein in. sich geschlossenes Polygon 
gegeben sind, so kann man, von einem Mittelpuncte des Poljgons aus, den Umfang des- ^ 

selben auf doppelte«. Weise durchlaufen, bis man wiederum zu demjenigen Puncte anlangt, v 

von welchem man ausgegangen ist, und kann beidesmal das Product aller Segmente bil- 
den, die auf allen Poljgon- Seiten zwischen denjenigen Winkelpuncten, von welchen aus- 
gehend man diese Seiten durchläuft, und den Durchschnittspuncten derselben mit det ge- 
gebenen Curve liegen: die beiden Producte, welche man auf diese Weise erhält, sind ein- 
ander gleich^** 

65. Wenn wir als einfaches Beispiel für das Polygon ein Dreieck und für die Curve 
eine gerade Linie nehmen, und die drei Puncte, in welchen die drei Seiten jenes Drei- 
ecks O1O21 OaOs und O3O1 von dieser geraden Linie geschnitten werden, A» B und C 
nennen, so gibt die Gleichung (1): 

OiA.O.B.OqC _ 

OaA.OsB.OiC" ^^ 

Es ist klar, dafs in diesem Falle umgekehrt auch irgend drei Puncte A, B und C, in Be- , 
Ziehung auf welche die vorstehende Gleichung befriedigt wird» in gerader Linie liegen. 
Vertauschen wir einen dieser drei Puncte, etwa A, mit demjenigen A', welcher mit dem 
ursprünglichen und denjenigen beiden Winkelpuncten des Dreiecks 0| und O,, mit welchen 
dieser in gerader Linie liegt, als vierter harmonischer Tbeilungspunct zusammengehört, so 

behält der bezügliche Quotient ^^ , indem er in ^' , übergeht, seinen ursprünglichen 

02A- OjA. 

Werth, ändert aber sein Vorzeichen (14). Wenn wir B und C auf entsprechende. Weise 
mit B' und G vertauschen, so findet ein analoger Zeichenwechsel Statt. Pie Gleichung 
(2) bleibt hiernach unverändert dieselbe, wenn wir zugleich irgend zwei der drei Puncte 
A, B und C bezüglich mit A', B' und C vertauschen, so dafs also auch A, B' und C; 
A', B und C; A', B' und C in gerader Linie liegen. Wenn wir aber nur einen der drei 
Puncte A, B und C bezüglich mit A, B' und G vertauschen, oder wenn die letztgenann- 
ten Puncte alle drei zugleich an die Stelle der ursprünglichen treten, sp erhalten wir statt 
der vorstehenden Gleichung eine Gleichung mit verändertem Zeichen, zum Beispiel in dem 
zuletzt erwähnten Falle die folgende: 

O^ V . 0,B' . OaC _ , .,. 

OAO^tf.OiC" ^^ 

Die drei Puncte A', B' und G (so wie in den drei andern Fällen A, B und C; A, B' und 
C; A, B und G} sind aber drei solche, welche auf den drei Dreiecks -Seiten liegen und 
die Eigenschaft haben, dafs diejenigen drei geraden Linien, welche dieselben mit den drei 
gegenti)erliegenden Winkelpuncten verbinden, in einem und demselben Puncte sich schnei- 
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den« Und umgekehrt zeigt auch die vorstehende Gleichung an, dafs die drei Poncte A'* 
B' und C noihwendig in der fraglichen Beziehung zu dem Dreiecke O1O2Q3 stehen« * 

•Wenn wir als zweites Beispiel für die gegebene Curve einen Kegelschnitt nehmen, 
und die Durchnittspuncte desselben mit den Dreiecks-Seiten bezüglich durch Ai und A^t 
B| und Bs, Ci und C3 bezeichnen, so gibt die Gleichung (1): 



O, A| . 0,A^ XO.Bi . O^B^ X O3C1 . OaC, 



= 1. (4) 



O^Ai . O^A, xOsBi . OoB, X OiCi . OiC, 
pa ein Kegelschnitt durch irgend fünf gegebene Puncte bestimmt ist, s6 folgt, dafs auch 
hier, umgekehrt, solche sechs Puncte, in Beziehung auf welche die vorstehende Gleichung 
Statt findet, auf dem Umfange eines und desselben Kegelschnittes liegen. Beilfiufig bemer- 
ken wir, dafs, wenn drei der sechs gegebenen Puncto, etwa A|, Bi und Ci eine solche 
Lage haben; dafs rücksichtlich derselben die Gleichung (3) befriedigt wird, dieselbe Glei- 
chung auch für die drei übrigen Puncte A^, B, und C, besteht. 

66. Es versteht sich von selbst, dafs keine imaginären Durchschnittspuncle unberück- 
sichtigt bleiben, und zusammenfallende nicht als einzelne gerechnet werden dürfen. Wenn 
in dem zuletzt erwähnten Falle alle Durchschnitte zu je zwei, oder überhaupt überall in 
gleicher Anzahl, auf den Seiten des Polygons zusammenfallen, so können wir die Funda- 
mental -Gleichung durch Wurzel -Ausziehung vereinfachen. « 

Als erstes Beispiel wollen wir einen Kegelschnitt betrachten, welcher die drei Seiten ** 

eines gegebenen Dreiecks berührt. Um auf diese Annahme die Gleichung (4) anwendbar 
zu machen, brauchen Wir blofs die Puncte A, und A|, B^ und B|, C2 und Ci als die- 
selben zu betrachten, und erhalten alsdann, wenn wir zugleich die Quadrat -Wurzel aus- 
ziehen: 

OjAi . OqBi . OiC^ . s ■ 

In dieser Gleichung müssen wir, weil ein Kegelschnitt von einer geraden Linie nur in 
zwei Puncten geschnitten werden kann, das untere Zeichen verwerfen. Hiernach sehen 
wir,, indem* wir das obere Zeichen nehthen, „dafs diejenigen drei geraden Linien, welche 
%von den drei Winkelpunctcn eines einem Kegelschnitte umschriebenen Dreiecks nach den 
drei Berührungspüncten auf den gegenüberliegenden Seiten gezogen werden, in 'demselben 
Puncte sich schneiden.'^ 

Nehmen wir als zweites Beispiel eine Curve dritter Ordnung, und für das gegebene 
Dreieck dasjenige, welches von den Tangenten in den drei Wendungspuncten, die wir - 
A, B und C nennen wollen, gebildet wird, so geht, weil in diesem Falle jede Dreiecks- 
Seite die Curve in drei zusammenfallenden Puncten schneidet, die Fundamental-Gleichung, 
welche wir hier mit dem negativen Zeichen nehmen müssen, in eine solche über, aus wel- 
cher wir die dritte Wurzel ziehen können, und erhalten alsdann: 

OtA . O^B . O3C _ _. 

0,A . O3B . OiC ~ 
„Die drei Wendungspuncte einer Curve dritter Ordnung liegen also in gerader Linie.** 

67. Was diejenigen Durchscbniltspuncte, die unendlich weit liegen, betrifft, so kön- 
nen wir ohne Weiteres von denselben ganz absehen, unbekümmert darum, ob aus* dem 
Grunde, dafs es solche unendlich weit entfernten Durchschnittspuncte gibt, die Anzahl der 
eigentlichen Durchschnittspuncte mit jeder Poljgon- Seite, oder ihrer Verlängerung, sich rc- 
ducirt. Wenn wir, um uns hiervon zu überzeugen, annehmen, dafs auf irgend einer Po- 
Ijgon-Seite O^O^^.! irgend ein Punct G liege, so kommt OgG in £in und Og^-iG in "i2 
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ak Factor vor. Der Unterschied der abtolalen Werthe Aeser beiden Factorei^ oder die 
Sornme derselben, wenn wir die entgegengesetzten Voreetchen derseDben berücksichtigen« 
ist offenbar der Poljgon-Seite O^Og^i gleich» und ihr Quotient nAhert sich, wenn nicht, 
gegen die Voraussetzung, die Poljgon-Seite unendlich wird, immer mehr der, in Bezie- 
hung auf das Yorzeicben negativ zu nchmmden, Einheit, je weiter der Punct Q auf der 
Poljgon- Seite sich entfernt. Hiernach künnen wir, wenn der Punct Q unendlich weit 
rückt, in unsrer Fundamental- Gleichung (1) die Factoren O^G und Og^-iG beide zugleich 
auslassen, wenn wir blofs das Zeichen in derselben ändern; oder mit andern Worten, 
wir können, was die metrische Relation betrifft, vom Puncto G ganz abstrahiroi. FOr 
jeden neuen Punct, der auf irgend einer Polygon -Seite unendlich weit rückt, fidlt ein 
neues Paar von Factoren aus der Gleichung ( 1 ) aus, und jedesmal tritt alsdann eine neue 
Zeichen -Aenderung ein« 

Wenn wir beispielsweise eine C'urve dritter Ordnung nehmen, und an die Stelle des 
gegebenen 'Polygons irgend ein Dreieck eintritt, dessen drd Seiten den Asymptoten der 
Curve parallel sind, so liegt auf jeder Dreiecks -Seite ein Punct unendlich weit, und jede 
schneidet die Curve, im eugem Sinne, nur in zwei Puncten. Nennen wir diese Durch- 
schnittspuuct^ A| und A,, B^ und B,, Ci und C,, so redudrt sich die Gleichung (1), in 
der wir ursprünglich, weil die Curve vom dritten Grade ist, das negative Vorzeichen nek- 
men müssen, bei dreimaliger Zeichen -Aenderung auf die Gleichung (4), und sagt hiemach 
aus, „dafs solche sechs Puncte, in welchen eine Curve dritter Ordnung, von irgend ih- 
ren drei Asymptoten parallelen geraden Linien, geschnitten wird, auf einem Kegelschnitte 
liegen." Wenn insbesondere die Seiten des Dreiecks die Curve dritter Ordnung berüh- 
ren, so erhalten wir nach eioer, in der vorigen Nummer schon angewandten, Reductions- 
Weise aus der Gleichung (4) die Gleichung (5), in der wir, aus gleichem Grunde als 
früher, das obere Zeichen nehmen müssen. „Wenn man also ein Dreieck beschreib^ des- 
sen Seiten den Asymptoten einer Curve dritter Ordnung parallel sind und die Curve be- 
rühren, so schneiden sich diejenigen drei geraden Linien, welche die Beriihrung^uncte 
mit den gegenüberliegenden Winkelpuncten des Dreiecks verbinden, in einem und demsel- 
ben Puncte." 

Wenn man für das fragliche Dreieck dasjenige nimmt, welches von den Asymptoten 
selbst gebildet wird, so liegen auf jeder Seite desselben zwei Dnrchschnittspuncte unend- 
lich weit. Bezeichnet man die drei übrig bleibenden Durchschnittspuncte durch A, B und 
C, so erhält man aus der ursprünglichen Gleichung, mit Hinweglassung von zwdmal sechs 
Factoren und bei sechsmaliger Zeichen -Aenderuug, die Gleichung (2). „Die drei Dnrch- 
schnittspuncte einer Curve dritter Ordnung mit ihren drei Asymptoten liegen in gerader 
Linie." 

Als zweites Beispiel wollen wir eine Hyperbel nehmen und für das Polygon ein 
Dreieck, dessen zwei Seiten OiO, und O1O3 in die beiden Asymptoten derselben fallen, 
und dessen dritte Seite 0,0, dieselbe in irgend zwei Puncten Bj und B, schneidet. Als- 
dann reducirt sich die Gleichung (4) auf: 

OaBi . O2B, = O.Bi . OA, 
woraus unmittelbar folgt: (, ;^ Vru, ,. tr^. ] wv^ i t^ >< > tr;^ ^ - ^ 

0,Bi = OX, 
das heifst, „dafs auf jeder beliebigen Transversalen zwischen der Curve und ihren Asym- 
ptoten gleiche Segmente liegen." 

68. Es bleibt uns jetzt nur noch der Fall zu discutiren übrig, dals die Winkelpuncte 



§. 3. Allgemeiiie Betrachtungen über Goordinaten- Bestimmung. 47 

de8 Polygons alle oder zun Theil in den Umfang der gegebenen Cnnre faUen. Alsdann 
stellt sidi wiedenm die Fundamental -Gleichung (1) unter unbestimmter Form dar, und 
zwar hier aus dem Grunde, dafs jeder Theil derselben verschwindet 

Wir wollen annehmen, dafs überhaupt irgend zwei in einem Puncte O^ zusammen- 
stofsende Seiten des Polygons Og^iOg und OgO^^i seien und die Curve in den beiden 
Puncten M und N schneiden, so dafs das Segment OgM auf der ersten und das Segment 
OgN auf der zweiten Seite der Gleichung (1), als Factor, vorkommt. Wenn wir die 
beiden Puncte M und N durch eine gerade Linie verbinden, so entsteht ein Dreieck 
MOgN, uüd da in demselben das Verhttltnifs der beiden Seiten O^M und O9.N dem Yer- 
bftitnifs der Sinus der gegenüberliegenden Winkel O^NM und OgMN gleich ist, können wir 
an die Stelle jener beiden Segmente diese beiden Sinus in die Fundamental -Gleichung (1) 
einführen. Wenn der Punct Og auf den Umfang der Curve rückt, so tritt an die Stelle 
der geraden Linie MN die Tangente in diesem Puncte Og;, und an die SteHe der alsdann 
▼erschwindenden beiden Segmente O^M und O9N treten die Sinns derjenigen beiden Win- 
k*el, welche die beiden, in umgekehrter Ordnung genommenen, Polygon -Seiten OgOg^.i 
und Og^iOg mit jener Tangente, oder, was dasselbe heifst, mit der Curve selbst, im Puncte 
Og bilden. Liegen insbesondere zwei auf einander folgende Winkel -Puncte des Polygons 
auf dem Umfange der Curve, so kommt diejenige Seite, welche diese Puncte verbindet, 
als Factor in beiden Theilen der Fundamental -Gleichung vor. Diesen Factor können wir 
also weglassen. Dasselbe gilt für je zwei neue auf einander folgende Winkelpuncte, wel- 
che in den Umfang der Curve fallen, so dafs, wenn das Polygon irgend ein n£ck ist 
und alle Ecken desselben in die Curve fallen, aus der Fundamental- Gleichung 2nFacto- 
ren verschwinden. 

Wir wollen uns hier mit einem einzigen 3^spiele^ begnügen, indem wir annehmen, 
dafs die gegebene Curve nur von der zweiten Ordnung sei und alle Puncte des Polygons auf 
dem Umfange derselben liegen. Alsdann erhalten wir folgenden bemerk enswerthen Satz: 
„Wenn man in einen gegebenen Kegelschnitt irgend ein beliebiges, in sich geschlossenes 
Polygon OiO^Oa • . • Oa^iOa beschreibt, und diejenigen Winkel, welche die Seiten des- 
selben OiO„ OjO,... Oa^iO«, O.Ol in den Puncten Ol , Oj... On-i, O« mit der Curv.« 
bilden, 

«*, o*, . . . a'""', «■ 
und £ejenigen Winkel , welche dieselben Seiten in ihren andern Endpuncten O« , Oa . . . 
. . . 0>, Ol, mit der Curve bilden, 

^2 9 ^a • • • ^B, cci 
nennen, so ist: 

sina^ ,sina^ . . . #ma*'"^.jwna" 

sinai^sma^ . . . sinaw^i.sinau 

69. Die Theorie der Transversalen wurde zuerst von Carnot aufgestellt, und er- 
hielt neuerdings, namentlich von Herrn Poncelet*), in Beziehung auf Anwendung Er- 
weiterungen, die ihr Urheber nicht vermuthet zu haben scheint. Meine Absicht kann hier 
keine andere sein, als darauf hinzuweisen, in welcher nahen Beziehung diese Theorie zu 



*) Analffte iei tranßtersalei appliquee k la rtcKerche äe$ propri^iei projtcHvt» de» ligne$ et $urface$ gio- 
widiriqu€$, Hit dem Motto von Carnol: „La tkiwrie des traiuvertaUe n*e$tf kproprement parier , que 
U tk^orü de$ caardontUe$ gut, au iieu de faire trn angle, »ont prieee eur une mime droite." Crelle'ü 
Joamal, Bd. VDL 
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nnseni Bctrachtongsweisen steht, und wie sie durch diese ihren natfirlichen Platz erfaftit. 
Die EntvrickluDg dieser Theorie mit ihren Madißcationen, wie ich sie oben gegeben und 
zum Behuf des Verständnisses durch Beispiele erläutert habe, scheint an Einfachheit und 
(Jebersichtlichkeit nichts mehr zu wüi^schen übrig zu lassen. Gewifs wird jeder bei der 
ersten Bekanntschaft mit dem Satze, der diese Theorie enthält, von der Allgemeinheit und 
Eleganz desselben überrascht, und zwar in um so höherem Grade, als derselbe auch dann 
noch besteht, wenn an die Stelle der Curve irgend eine algebraische Oberfläche und an 
die Stelle des ebenen Polygons irgend ein in sich geschlossenes Polygon im Räume tritt *}• 
Auch liefert derselbe eine grofse Menge geometrischer Resultate leicht und natürlich. Aber 
diese Resultate sind gerade diejenigen, welche sich eben so leicht und leichter nach meh* 
reren andern Betrachtungsweisen und in den ihnen angepafsten Algorithmen ergeben; und 
ich möchte auf keine Weise diese Theorie als die Grundlage eines Systemes der Geome* 
trie gelten lassen. Denn der Nerv derselben liegt eben darin, dafs der Satz, auf welchen 
sie sich gründet» immer fortbesteht, indem das Polygon, und insbesondere das Dreieck, 
auf alle mögliche Weise sich ändert, und hiernach nur ist eine gegebene Curve durch die- 
selbe characterisirt. Die Theorie der Transversalen liegt, um mich so auszudrücken, in 
der Beweglichkeit und Wandclbarkeit des Goordinaten -Systems, und deshalb kann ich sie 
nicht als eigentliche Goordinaten -Bestimmung, sondern nur als ein Gorollarium derselben 
betrachten. — 

70. Wir wollen uns nun zu der Betrachtung der Verwandtschaft zwischen 
geometrischen Sätzen und den verschiedenen Uebertragungs-Principien wen- 
den. Der einfache und allgemeine Gedanke, der uns hierbei leiten'wird, ist der folgende: 
„So wie wir, um einen vorliegenden geometrischen Satz, zu beweisen, uns verschiedener 
Goordinaten -Bestimmungen bedienen können und dann eben so viele analytische Beweis- 
führungen erhalten, so können wir auch den Symbolen irgend einer vorliegenden analyti* 
sehen Beweisführung verschiedene Goordinaten- Bedeutung beilegen, und erhalten alsdann 
eben so vicfle geometrische Sätze; Bei' diesem letztern Verfahren tritt an diö SteUe des 
Gegebenen im Allgemeinen ein anderes Gegebenes, und das neue Resultat, zu dem wir 
gelangen, wenn wir dieselbe End- Gleichung in anderm Sinne deuten, steht mit dem frü- 
hern in einer solchen Beziehung, die einzig und alleifi von derjenigen Beziehung, in der 
die neue Bedeutung der analytischen Symbole zu der frühem steht, abhängt, so dafs jene 
Beziehung aus der Discussion von dieser sogleich und für alle Fälle sich ergibt. '' In den 
folgenden Nummern will ich in einige nähere Erörterungen hierüber eingehen, jedoch blofs 
in der Absicht, um die allgemeine Basis, auf welcher alle Uebertragungs-Principien beru- 
hen, hinzustellen, und dann zweien dieser Principien, der Gollineation und der Reci- 
procität, eine besondere Aufmerksamkeit schenken. 

71. Wir wollen 

setzen, und y und x mögen, damit wir an etwas Bestimmtem festhalten können, gewöhn- 
liche Parallel- Goordinaten bedeuten. Gleichungen von dieser Form haben wir im ersten 
Paragraphen unter dem Gesichtspuncte dLscutirt> dafs, für einen gegebenen Punct, 17. und | 

bd 



*) DiT Beweis dieser Ausdelmang bleibt onverlndert der frQliere, weil die Betnerknngeii der 4. Nummer 
auch für diesen Fall fortbestehen; was auf gans analoge Weise sich ergibt, wenn wir, an die Stelle der 
beiden Coordinaten-Azen in der Ebene, drei Goordinaten «Axen im Raome setzen. 
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bestimmte Weithe erhalten, welche sich, wenn die demselben Puncte zugehörigen Coordi- 
naten j und X gegeben sind, finden und wie diese geometrisch construiren lassen. Jetzt 
wollen wir dieselben Gleichungen aus einem ganz verschiedenen Gesichtspuncte betrach- 
ten. Wenn wir irgend zwei bestimmte Werthe b und a den beiden Coordinaten j und 
X und dieselben Werthe bezüglich den beiden neuen Coordinaten fj und | beilegen, so 
erhalten wir zwei Puncte |j =; b, x = a^ und j^ = b, | = a^, die sich gegenseitig 
entsprechen, und die Art des sich Entsprechens zweier solchen Puncte wird in jedem vor- 
liegenden Falle durch die beiden, durch tp und ^ angezeigten Functionen bestimmt. Eine 
gegebene Gleichung zwischen 7 und x stellt im Allgemeinen eine Curve' dar, dieselbe Glei- 
chung, wenn wir bloCs 97 und £ an die Stelle von j und x schreiben, stellt eine zweite 
Curre dar. Jedem Puncte der einen Curve entspricht, in der vorstehenden Bedeutung 
ein Punct der andern; es entspricht die eine Curve der andern Curve. 

Wir wollen* zweitens von den folgenden beiden Gleichungen: 

& = 9?(w,v), f = V^(w,v), 

ausgehen, die wir in dem zweiten Paragraphen aus dem Gesichtspunct discutirt haben, dafs, 
wenn wir für eyie gegebene gerade Linie die Werthe ihrer beiden Coordinaten w und v 
kennen, sich für dieselbe gerade Lipie die Werthe der Coordinaten & und ^ geometrisch * 
bestimmen lassen. Jetzt wollen' wir irgend zwei bestimmte Werthe für w und v und die- 
selben Werthe für & und ^ annehmen, und erhalten alsdann zwei bestimmte gerade Li- 
nien, die sich gegenseitig entsprechen, und die Art des Entsprechens hängt auch hier wie- 
derum von den beiden, durch 9 und tp dargestellten Functionen ab. Eine und dieselbe 
Gleichung einerseits zwischen w und v und andrerseits zwischen & und f stellt zwei ver- 
schiedene sich entsprechende Curven dar, in der Art, dafs )cde Tangente der einen Curve, 
in der obigen Bedeutung,' einer Tangente der andern Curve entspricht. 

Wir wollen drittens die beiden Gleichungen: 

*(^,$,*,D = o, «P(i?, I, ^, D = 0, (3) 

betrachten, woraus, einerseits, t]' und £ als Functionen von & und f und, andrerseits, diese 
letzten beiden Gröfsen als Functionen von' jenen beiden ersten sich ergeben, t] und | 
wollen wir wie bisher als Punct- und & und ^ als Linien -Coordinaten betrachten. Wenn 
wir hiernach zwei bestimmte Werthe den beiden Punct -Coordinaten 17 und | und diesel- 
ben beiden Werthe den Linien -Coordinaten & und ^ beilegen, so. erhalten wir einerseits 
einen Punct und andrerseits eine gerade Linie : beide «entsprechen sich gegenseitig, und die 
Art des Entsprechens wird auch hier durch die obigen Functionen bestimmt. Irgend zwei 
Gleichungen: 

F(i;,|) = 0, F(i9',D = 0, 

stellen zwei Curven dar, die sich entsprechen, und zwar in der Art, dafs jedem Puncte • 
der ersten JCurve eine Tangente der zweiten entspricht. 

Es tritt uns also auf diese Weise eine dreifache Art des Entsprechens entgegen, er- 
stens ein Entsprechen zwischen Punct und Punct, und zwischen geometrischen Oertem» 
in so fern wir uns dieselben durch die Bewegung eines Punctes beschrieben denken; zwei- 
tens zwischen gerader Linie und gerader Linie und zwischen zwei geometrischen 
Oertem, in so fem wir uns dieselben durcU eine bezügliche gerade Linie umhüllt denken, 
und drittens endlich zwischen Punct und gerader Linie und zwischen zwei Curven, 
von welchen wir uns die eine durch einen i?unct beschrieben, und die andere von einer 
geraden Linie umhüllt vorstellen. Auf dieser dreifachen Art des Entsprechens beruhen 
die drei Haupt- Classen von Uebertragungs-Principien. 
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72. Wir können ni|ch geometrischen Voraassetzangen fiber die in der Torigen Nnm- 
mer eingeftihrten Functionen allgemeine Bestimmungen machoi. Wir können zam Bei- 
spiel die JBedingung stellen, daCB )edem Puncte (j, x) nur ein einziger Punct (17, |) ent- 
spricht: diefs «etzt blofs Toraus, dafs in den Gleichungen (1) durch q> und \fß rationale 
Functionen dargestellt vrerden, damit ^ir nicht fQr dieselben beiden Werthe von y und x 
mehrfache Werthe von 17 und | erhalten. Bei dieser Voraussetzung kann umgekehrt Je- 
dem Puncte (?;, ^) noch f ede beliebige Anzahl von Puncten (j, x) entsprechen. Fügen mr 
die neue .Beschränkung hinzu, dafs zugleich auch nur ein einziger Punct (y, x) Jedem 
Puncte (17, 1) entspricht, so erhalten urir nach der allgemeinsten Bestimmung der Functio- 
nen fp und Y^: 

y+ax -Hb j. y+a'x -»-b' 

^ = ^' y+a-,+b- ^ = ^ >H-a-x+b- (^> 

Durch Gleichungen von derselben Form lassen sich umgekehrt auch j und x durdi fi und 
§ ausdrücken, eine Bemerkung, die a priori schon aus den geometrischen YoraussetzuU: 
gen sich ergibt *). 

Bei gleicher Functionen -Bestimmung gehen die Gleichungen (2) in «die folgenden über: 

« w-f-av +b u __ w-l-aV +b' _ 

w-t-a v-f-n w-+-a v-f-D 

und enthalten ein Uebertragungs-Princip der zweiten Art, nach welchem zwei gerade Li- 
nien (&,0 und (w, v) sich gegenseitig und auf einzige Weise entsprechen. 

73. Wenn wir endlich die neue Voraussetzung machen, da£s zwischen zwei Con- 
structionen die doppelte Beziehung Statt findet, dafs, einerseits, je zwei Puncte dersel- 
ben und, andrerseits, je zwei gerade Linien derselben sich gegenseitig und auf ein- 
zige Weise entsprechen, so vereinigen sich die beiden eben erwähnten Uebertragungs- 
Principien in ein einziges, in dasjenige nemlich, welches sich auf diejenige geometrische 
Verwandtschaft bezieht, der Herr Mob ins in seinem „barjcentrischen Calcül^ den Na- 
men Collineation beigelegt hat. Für diesen Fall findet man, dals die Form der Glei- 
chungen (4) und (5), indem man einerseits die Bedingung aufsucht, dafe eine Gleichung 
des ersten Grades zwischen tj und £ eine gerade Linie, und andrerseits, dafs eine Glei- 
chung des ersten Grades zwischen & und Q einen Punct darstellt, in folgende übergeht: 

y+ax +b ^ y-f-a'x+b' ^. 

^ = ^ >+a"x+b- ^ = ^' y+a-xH-b- ^^^ 

w+av + b .^ _ w-l-aV-Hb^ ,„x 

w-f-a v+D w+a v+D 

Durch jedes dieser beiden Gleichungen -Paare wird also die Verwandtschaft der Colli- 
neation ausgedrückt. Diese neuen Gleichungen unterscheiden sich von den entsprechenden 
frühem dadurch, dafs die Nenner in den beiden Gleichungen jedes Paares, welche früher 
irgend zwei beliebige lineare Functionen waren, nun identisch dieselben geworden sind; 



*) Die Frage, „waDn entspriclit in zwei Figoren gegenseitig einem Puncte immer nnr ein Ponct** (eine 
Frage, die, ihrer Natar nach, fibrigens keine rein geometrisclie ist, sondern sich lediglich aaf algebrai- 
sche Begriifii-Bestimmnng grfindet) stellten sich in- neuester Zeit zwei Geometer, soerst Herr Jttagnas, 
anf analytischem Wege (Crelle's Joamal Bd. YlII, S. öl.)» vnd dann Herr Steiner, auf nicht min- 
der elegante Weise, indem er die bekannte Erzeugung des Hyperboloids, durch die Bewegung einer 
geraden Linie, welche in allen ihren Lagen drei gegebene und feste gerade Linien im Räume schneidet, 
zu Hülfe nahm, und gelangten beide zu demjenigen Uebertragungs- Principe, das ich früher schon (Cr ei- 
le's Journal Bd. V, S. 9.) angezeigt hatte« 
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wonach, während die den Gleichungen (4) und (^) entsprechenden allgemeinem Verwandt- 
schaften von zehn Canstanten, die Verwandtschaft der Collineation nur von acht Con- 
stanten abhängt. 

Wir bemerken, dafs dio Gleichungen (6) und (7) eben dieselben sind, auf welche 
wir unsere allgemeine Bestimmung linearer Coordinaten in den beiden ersten Paragraphen 
basirt haben: schon der Begriff solcher Coordinaten schliefst also den Begriff der CoUi- 
neations- Verwandtschaft ein. Jede Darstellungsweise der Geometrie, die auf Allgemein- 
heit Anspruch macht, mufs ihren eigenen Algorithmus haben, um diese Verwandtschaft 
auszudrücken. Für uns liegt er nnmittelbar vor. Es ist jede geometrische Eigenschaft, 
deren Beweis in der allgemeinen linearen Coordinaten -Bestimmung, ohne dafs über die 
Constanten, Ton welchen sie abhängig ist, besondere Voraussetzungen gemacht werden, ge- 
führt worden ist, ihrer Art nach eine colUneare. 

Zwei andere Algorithmen sind noch mit Erfolg angewandt worden, um die Collinea- 
tion darzustellen: erstens die Betrachtung der metrischen Relationen, und zwei- 
tens die perspectivischc Projection. Wir müssen uns hier begnügen, diese blofs 
erwähnt zu haben, jene wollen wir andeutungsweise mit ein paar Worten berühren. 

74. Wenn irgend eine Zusammenstellung von Gldchungen zwischen irgend zwei all- 
gemeinen linearen Punct« Coordinaten, tj und-£, und durch dieselbe also irgend eine Fi- 
gur, irgend eine Zusanmenstelkmg geometrischer Oerter, «gegeben ist, so können wir in 
allen gegebenen Gleichungen überall 17 und ^ mit zw^- andern Coordinaten derselben Art» 
ff und l', vertauschen. Alsdann stellen die neuen Gleichungen eine zweite Figur dar, 
welche, der Definition zufolge, mit der ersten in der Verwandtschaft der Collineation 
steht. Wenn wir hiernach irgend eine Reihe von Pimcten in der ersten Figur beliebig 
auswiUen, und für dieselben etwa: 

i7=b|, i; = bj, 1; = b,, 17 = b4, . . . . (1) 

erhalten 9 so springt in die Augen, dafs, für die entsprechenden Puncto in der zweiten 
Figur, 

v' — hiy i7' = b,, i/ = ba, V = b4,.... (2) 

sich ergibt, wobei in beiden Reihen von Gleichungen die auf dieselbe Weise bezeichneten 

b dieselben Constanten bedeuten. Wenn wir, ähnlich wie in der 7. Nummer, x . — an 

r 

die Stelle von ^ schreiben, und denjenigen Werthen, welche die linearen und ganzen 
Functionen q und r für die verschiedenen Puncteder ersten Figur erhalten, zur Unter- 
scheidung die entsprechenden Marken beifügen, so kommt: 

x.3i = bi, x.^ :=}),; x.3? = b3, x.^ = h,.... (3) 

So lange x einen unbestimmten Coeffieienten bedeutet, können wir q upd r als ganze und 
lineare Functionen von der- Form ft(7+ax+b) und fi als gegeben betrachten. Ins- 
besondere können wir also, zum Behuf geometrischer Deutung, die Functionen q und r 
construiren: als Perpendikel, welche von dem bezüglichen Puncte aus auf die beiden, 
durch die Gleichungen 

q = 0, r = 0, (4) 

dargestellten geraden Linien gefällt werden — oder als Parallel -Coordinaten — oder als 
Segmente derjenigen geraden Linie, welche durch den bezüglichen Punct geht und eine 
gegebene Richtung hat, etwa der durch die beiden ersten Puncte der ersten Figur gehen- 
den geraden Linie parallel ist — oder wir können endlich auch den willkührlichen Coef- 

7* 
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fidenten (i so annehmen , dafs zum Beispiel der Ausdruck (qirar-qtri) die Fläche desj^- 
.gen Dreiecks darstellt, dessen drei Winkelpuncte die beiden ersten Puncte der ersten Fi- 
gur und der Durchschnitt der beiden geraden Linien (4) sind. 

75. Wenn wir zuvörderst blofs die beiden ersten Puncte betrachten und zwischen 
den bezüglichen beiden der Gleichungen (3) den unbestimmten CpefGcienten x eliminireo, 
so kommt: ^ 

qi . 3? _ *>i , 

• — — 1 • 

ri Ta 1)2 

Die Form dieser Gleichung können wir unmittelbar auf die beiden entsprechenden Puncte 
der zweiten Figur tibertragen , indem wir an die Stelle der beiden geraden Linien 

q = 0, r = 0, oder i; = 0, i? = co, 

die ihnen entsprechenden 

q' = 0, r' = 0, oder r{ = 0, V = ~, 

setzen und erhalten alsdann , bei analoger Bezeichnung: 

il.il — h, — ^*% (5) 

r'r r'a >a Ti * r/ 

,,Wenn man irgend zwei gerade Linien und zwei Puncte einei* gegebenen Figur be- 
trachtet, so kann man den Quotienten der kilrzesten Abstände eines dieser Puncte von der 
einen jener geraden Linien und des andern Punctes, von der andern' geraden* Linie .bilden 
und dann wiederum den neuen Quotienten ^tr]emffiVL beiden, welche sich auf diese Weise 
ergeben* Dieser neue Quotient bleibt alsdann constant, wie sich auch die gegebene Figur 
coUinear umgestalten mag.'' 

„Wenn man irgend zwei gerade Linien und zwei Puncte einer gegebenen Figur nimmt, 
so kann man zwei solche Parallelogramme beschreiben, deren zwei anstoCsende Seiten in 
die beiden geraden Linien fallen, und deren beide übrigen Seiten durch die beiden Puncte 
gehen,. ohne sich ih diesen Puncten zu schneiden: der Quotient dieser beiden Parallelo- 
gramme bleibt constant, wie sich auch die gegebene Figur coUinear umgestalten mag.'' 

Legen wir durch die gegebenen beiden Puncte der ursprünglichen Figur, die wir Mi 
und M, nennen wollen, eine gerade Linie, welche die beiden gegebenen geraden Li« 
nien (4) in den Piincten Q und R schneiden; so können wir für den constanten Ausdruck 

z^ den folgenden nehmen: 

MiQ.WUQ 

Hiemach ergibt sich eine metrische Relation zwischen den gegenseitigen Abständen Ton ir- 
gend vier Puncten, die in gerader Linie liegefi, welche, bei jeder collinearen Umge^ 
staltung, dieselbe bleibt. Herr Möbius hat den fraglichen Gegenstand unter diesem Ge- 
sichtspuncte betrachtet, und nennt den vorstehenden Ausdruck: „Doppelschnitts - Ver- 
hältnifs." 

„Ein Doppelschnitts -Yerhältnifs bleibt, bei jeder coUinearen Umgestaltung, constant." 

76. Aus den Gleichungen (3) erhalten wir femer, indem wir vier Puncte der ur- 
sprünglichen Figur betrachten: 

bi-b,, x.92!V=J£ä.==ba--b,, 

Tan 





qi^n — qu^i 




qiTa — qsTi 




Tira 





= b,-b3, ^..MiZlJilH = b,-b4. 

rar4 
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Wenn Wir das Product der beiden ersten dieser vier Gleichungen durch das Product der 
beiden letzten dividiren, sa Terschwinden die Nenner der ersten Theile zugleich mit dem 
unbestimmten Coef&cienten Xy es kommt: 

(qi^a — qi^i) (q^r^ — r4q3) _ (bj — b^) (bg— bj 
(qii-s — qsti) (qar4 — q^rj) (q^ — ba) (b^ — b4) ' 

oder, indem ynr^ nach einer oben gemachten Bemerkung geometrisch deuten , und den 
Durchschnitt der beiden geraden Linien (4) A und die vier Puncte der ersten Figur B, 
C, D und £ nennen: 

; BAC DAE _ (b|— bJCba — bj 

BAD • GAE •" (bi^b,) (b, — bj ■ 

y^Wenn man Irgend fünf Puncte einer gegebenen Figur betrachtet, so kann man einen be- 
liebigen derselben (A) mit den vier übrigen B, C, D und £, und überdiefs die letztge- 
nannten vier Puncte unter sich auf beliebige Weise zu einem Viereck (etwa BCED) ver- 
binden, und erhält alsdann zwei Paare von Dreiecken mit gemeinschaftlichem Scheitel im 
Puncte A, welche zu ihren Basen die beiden Paare gegenüberliegender Seiten des Vierecks 
(einerseits BC und DE, andrerseits BD und CEJT haben: das Verhältnifs des Productes der 
beiden Dreiecke des. einen Paares zu dem Producte der beiden Dreiecke des andern 
bleibt, bei jeder coUinearen Umgestaltung, constant." 

Das Vorstehende enthält eine, zuerst von Herrn Mob ins aufgestellte, constante me- 
trische Belation der coUinearen Verwandtschaft zwischen fünf beliebigen Puncten, während 
die frühere Relation sich auf vier Puncte derselben geraden Linie bezieht. Beide Rela- 
tionen führen zu identischen Gleichungen, wenn zwei der bezüglichen Puncte 2usammen^ 

fallen. 

77. Zwei collineare Figuren sind auf vollständige und lineare Weise gegenseitig durch 
einander bestimmt, wenn vier Puncte der einen und vier Puncte der andern, die in fest- 
gestellter Aufeinanderfolge sich gegenseitig entsprechen, gegeben sind, vorausgesetzt jedoch, 
dafs unter den beidesmaligen vier Puncten nicht drei in gerader Linie liegen. Statt der 
beiden -Gruppen von vier sich entsprechenden Puncten, können auch zwei Gruppen von 
vier sich entsprechenden geraden Linien gegeben sein. Es ist beides als gleichbedeutend 
anzusehen, denn, wenn wir die vier gegebenen Puncte jeder der beiden Gruppen auf ana- 
loge Weise zu einem Viereck verbinden, so ergeben sich zwei Gruppen von vier sich ent- 
sprechenden geraden Linien. Nach der 18. Nummex hängt die allgemeine Bestimmung der 
Punct-Coordinaten von vier gegebenen geraden Linien, und nach der 51. Nummer die 
allgemeine Bestimmung der Linien -Coordinaten von vier gegebenen Puncten auf lineare 
Weise ab. Wir können also, in Beziehung auf das Viereck der ersten Figur, die wir 
als ursprünglich gegeben betrachten wollen, einerseits die Coordinaten- Werthe jedes fünf- 
ten Punctes und andrerseits die Coordinaten -Werthe jeder fünften geraden Linie bestim- 
men; und dann, in Beziehung auf das entsprechende Viereck, der zweiten Figur, einerseits 
denjenigen Punct und andreröeits diejenige gerade Linie, welche bezuglich durch jene Co- 
ordinaten -Werthe gegeben sind, construiren. Auf diesem Wege finden wir also zu jedem 
gegebenen Puncte und jeder, gegebenen geraden Linie der ersten Figur den entsprechen- 
den Punct und die entsprechende gerade Linie, und somit die ganze entsprechende zweite 
Figur. 

78. Wenn wir, wie bisher, die beiden Punct-Coordinaten irgend zweier Bestimmun- 
gen durch 17 und |, rf und |' darstellen, und diese Symbole im Allgemeinen also verän- 
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deriiche Gröfsen bedeoten, die, auf gegebene Poncte bezogen, erst bestinunte Werthe er- 
halten, 80 bat man für je zwei sich entsprechende- Poncte: 

„ = [V], i = [r]. (1) 

Diese beiden Gleichungen enthalten die vollständige Definition der Collineations-Yer- 
wandtschaft. Sie zeigen zugleich, dafs diese Verwandtschaft von acht Constanten ab- 
hängt, weil- wir durch eine solche Anzahl von unbestimmten Constanten rf und £' immer 
durch ri und ^ ausdrücken können. Sie zeigen femer, da(s eine Gruppe collinear ver- 
wandter Figuren in einer solchen gegenseitigen Beziehung stehen, dafs man alle ^diese Fi- 
guren erhalten kann, wenn irgend eine derselben gegeben ist; und dafs, wenn in einer 
Reihe von Figuren jede von diesen mit der auf sie folgenden collinear verwandt ist, |e 
zwei beliebige derselben in der Verwandtschaft der Collineation stehen. 

Wenn wir particuläre Voraussetzungen über die Bestimmung der Co- 
ordinaten iq und |, f{ und ^ machen, so erhalten die Gleichungen (1) eine beschränk- 
tere Bedeutung, und drücken, wenn unsere Voraussetzungen sieh gleichmäfsig auf beide 
Coordinaten* Paare erstrecken, eine engere Verwandtschaft zwischen Figuren, welche ob- 
ter sich eine abgeschlossene Gruppe bilden, aus. Diese engere Verwandtschaft kann sich 
indefs auf gleiche Weise auf die Gestalt, die Dimension und die gegenseitige 
Lage der Figuren beziehen. 

79. Eine engere Verwandtschaft wird hiemach zum Beispiel durch die nachstdien- 
Aea bdden Gleichungen: 

ausgedrückt, deren Form dadurdi characterisirt ist, dafs die Zähler in den allgemeinen 
Ausdrücken für die Coordinaten 17 und V> I und 1* bezfiglich dieselben linearen Fmi* 
ctionen sind. 

Es stellen die beiden Gldclrangen: 

J7+A|+B = 0, 

V-l-A§'+B = 0, 
tiberhaupt irgend zwei sich entsprechende gerade Linien dar, wenn wir für A und B ir- 
gend zwei constante Werthe annehmen. Bei unserer particulären Voraussetzung gehen 
diese Gleichungen in die folgoiden über: 

q+Ap+Br =0, (3) 

qH-Ap+Br' == 0, 
und werden identisch, sobald B verschwindet. Es fallen alsQ unendlich viele sich ent- 
sprechende gerade Linien zusammen, die aUe durch denselben Punct, den Durchschnitts- 
punct der durch die Gleichungen: 

q = 0, p = 0, (4) 

dargestellten, beiden geraden Linien gehen. 

Irgend zwei Paare sich entsprechender gerader Linien schneiden sich in zwei entspre- 
chenden Puncten. Um also insbesondere diejenigen sich entsprechenden Puncte zweier 
Systeme, die auf einander fallen, zu erhalten, müssen wir Gleichungen - Paare vrie die vor- 
stehenden (3) mit einander verbinden. Ziehen wir diese beiden Gleichungen von einan- 
der ab, so kommt: 

r— r' = 0: (5) 

eine Gleichung, aus der alle Spur derjenigen Constanten, welche jedes Paar sich entspre- 
chender gerader Linien particularisiren, verschwunden ist. Neben dem merkwürdigen 
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Pancte, der die Eigenschaft hat, däCs in jede dcffch denselben gehende gerade Linie 
zwei sich entsprechende gerade Linien der beiden Systeme zusammenfallen, gibt es also 
auch noch eine gerade Linie (5), Welche die Eigenschaft hat, dafs in jeden Punct der- 
selben zwei sich entsprechende Puncte der beiden Systeme zusammenfallen. 

Herr Magnus hat zuerst gezeigt *), dafs je zwei collinear verwandte Figuren, im All- 
gemeinen, durch Förtrückung und Drehung einer derselben, in diejenige Verwandtschaft 
treten können, welche durch die Gleichungen (2) ausgedrückt wird. Er sagt^ daCs die 
beiden colünearen Figuren alsdann zugleich eine collineareLag« haben, und nennt 
den Durchschnittspunct der beiden geraden Linien (4) CoUineations-^Centrum und 
die gerade Linie (5) CoUineations-Axe. 

80. Wir woU^ femer die Gleichungen (1) dadurch particnlarisireh, dafs wir 

setzen, indem wir, wie bisher, die ersten Theile dieser beiden Gleichungen auf die Puncte 
des einen und die zweiten Theile derselben auf die entsprechenden Puncte eines andern 
collinearen Systems beziehen. Die Form der vorstehenden Gleichungen ist so gewählt, 
dafs die in beiden Theilen derselben vorkommenden, linearen Functionen identisch diesel- 
ben sind, und also nur deshalb im Allgemeinen verschiedene Werthe erhalten, weil', im 
Allgemeinen, sich entsprechende Puncte nicht zusammenfallen. Zugleich aber bemerken 
wir, dafs in jede der drei geraden Linien: 

r = 0, q = 0, p=:0, C?) 

sich entsprechende gerade Linien, und also in den Durchschnittspuncten je zweier dersel- 
ben sich entsprechende Puncte zusammenfallen. 

Bei schicklicher Functionen -Bestimmung können wir irgend zwei beliebige col- 
lineare Systeme durch die beiden Gleichungen (6) characterisiren; weil in je zwei solchen 
Systemen, welche gegenseitige Lage dieselben auch haben mögen, immer -drei Paare sich 
entsprechender gerader Linien einander decken. Wir wollen, um diese Behauptung* di- 
rect zu rechtfertigen, indem wir zu dem allgemeinen Falle der Gleichungen (1) oder 

- . .7 = bJ' 7 = L^J 

*) Sammlimg von Aafgaben und LefarsSlzen ans der analytischen Geometrie von L. J. Magnas. Berlin, 1833. 
Der letzte Grnnd, auf welchem die Möglichkeit, geometrische Relationen durch Anadrficke yon be- 
stimmter Fonn darzostellen, beruht, ist immer die Anzahl der Conatanten, welche diese Ausdrücke ent^ 
halten. Was den Torliegenden Fall betriflfc, so kommen in den Gleichungen (2) der 79. 'Nummer des 
Textes im Ganzen zehn Coostante vor. Die Bestimmung zweier collinearer System^ hängt, im Allge- 
meinen, von 2.8 sa 16 Constanten lib^ Diese Anzahl Ton Constanten redaeirtsich aber um 2.3 as 6, 
wenn wir die Lage der -beiden Systeme als eine willkfihrliche betrachten. Denn die Lage einer Figur 
überhaupt iat als gegeben zu .betrachten, wenn die Lage eines bestimmten Punctes und einer durch jden- 
selben gehenden bestimmten geraden Linie der Figur -gegeben ist, und hSogt somit von drei L'nearen' 
Constanten ab. Um einer gegebenen Figur eine gegebene Lage zu geben, können wir nemlich zuerst 
einen bestimmten Ponct derselben mit einem gegebenen Puncte zur Deckung bringen , und dann um die- 
sen Punct die Figur so drehen, dals ehie bestimmte, durch diesen Punct gehende, gerade Linie der Figur 
eine gegebene Richtung erhält; oder, wir können auch eine bestimmte gerade Linie der Figur mit einer 
gegebenen zur Deckung bringen, und dann die Figur, parallel mit sich selbst, nach der Richtung dieser 
geraden Linie, so verschieben, dafs ein bestimmter, der Figur angehöriger Punct auf diese^^ geraden Li- 
nie eine gegebene Lage erhält. Hiemach hängt also die allgemeine Bestimmung zweier collinearer Sy- 
steme, in so fem wir ihre Lage als eine willk&hrliche betrachten, nur noch von so vielen Constanten ab, 
als in den Gleichungen (2) vorkommen, nemlich von zehn. 
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zurückgehen, irgend zwei einander entsprechende gerade Linien durch die beiden Glei- 
chungen: 

q+Ap+Br=rO, (8) 

q'+Ap'+Br' = 0, 
darstellen. Wir können immer (27) die linearen Functionen, die auf das zweite System 
sich l)eziehen, vermittelst neun unbestimmter Coe£Gcienten durch die drei linearen Fun- 
ctionen des ersten Systems auf folgende Weise ausdrücken: 

q = aq+bp4-cr, p' = a'q+b'p+c'r, r' = a"q+b"p + c''r; 
und erhalten alsdann an die Stelle der zweiten der Gleichungen (8) die nachstehende: 

(a+Aa'+Ba")q+(b+Ab'-|-Bb>+(c+Ac'+Bc> = 0. (9) 

Sollen also die beiden durch die Gleichungen (8) dargestellten geraden Linien zusammen- 
fallen, so müssen folgende beide Bedingungs- Gleichungen befriedigt werden: 

b+Ab+Bb^ _ ^ 

a+Aa'+Ba" ~ ' 

c+Ac'-t-Bc" _ 

a+Aa'+Ba' ~ 
Nehmen wir, etwa aus der ersten dieser Qletchungen, den Werth TonJBy um ihn in die zweite 
* derselben einzusetzen, so gelangen wir, um A zu bestimmen, zu einer Gleichung des dritten 
Grades. Für jeden der drei auf diese Weise sich ergebenden Werthe dieser Constanten gibt 
die zweite der Torstehenden Gleichungen auf lineare Weise den bezüglichen Werth von 
B; so dafs wir immer durch eine dreifache Bestimmung Ton A und B die beiden Glei- 
chungen (8) identisch machen können. Es gibt also, in Uebereinstimmung mit der vor- 
stehenden Behauptung, in je zwei colllnearen Systemen immer drei Paare sich entspre- 
chender und auf einander fallender, geraden Linien. Eine dieser geraden Linien ist noth- 
wendig reell, die beiden andern können imaginär sein, schneiden sich alsdann aber immer 
in einem reellen Puncte, so dafs also wenigstens ein Paar sich ents(»rechender reeller 
gerader Linien und ein Paar sich entsprechender reeller Puncte auf einander fallen. 

Wir wollen diejenigen drei Puncte, in deren jedem zwei sich entsprechende Puncte 
zweier gegebenen collinearen Systeme, bei: einer gegebenen gegenseitigen Lage derselben, zu- 
sammenfallen, Situations-Puncte und diejenigen drei geraden Linien, welche diese Puncte 
paarweise verbinden, und in deren jeder also zwei sich entsprechende gerade Linien zu- 
sammenfalleh, Situ'ations-Axen nennen. 

Wenn das eine von zwei collinearen ' Systemen eine feste Lage behält, während das 
andere derselben sich fortbewegt, so verändert das von den drei Situations-Puncten gebil- 
dete Dreieck, «im Allgemeinen, zugleich seine Gestalt und seine Lage. Es treten uns hier- 
bei mehrfache interessante Fragen entgegen, in deren Beantwortung hier einzugehen der 
Raum verbietet. 

81. Nur eine Beziehung kann ich nicht ganz unberührt lassen. Wenn irgend zwei 
coUineare Systeme gegeben sind, so gibt es in jedem derselben eine merkwürdige voll- 
kommen bestimmte gerade Linie, welche von der. gegenseitigen Lage der beiden Systeme 
unabhängig ist. Eine gerade Linie, die unendlich weit rückt, verliert dadurch ihre be- 
stimmte Richtung und steht zu jedem Systeme in einer solchen Beziehung, die sich auch 
dann nicht ändert, wenn dieses System um eine endliche .Strecke verschoben und beliebig 
gedreht wird. Betrachtet man diese unendlich entfernte . gerade Linie nach einander als 
jedem der beiden collinearen Systeme angefaörig, so kann man in dem jedesmaligen an- 
dern Systeme die entsprechende gerade Linie bestimmen. Man erhält alsdann zwei solche 
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gerade Linien, tob welchen jede die Eigenschaft hat, dafs irgend zweien geraden Linien 
des bezüglichen Systems, die auf derselben sich schneiden, zwei solche gerade Linien des 
andern Systems entq>rechen, die parallel sind. Die so bestimmten beiden geraden Linien 
drehen sich, wenn die beiden Systeme sich drehen, zugleich mit diesen, und werden, 
wenn die beiden Systeme eine coUineare Lage erhalten, mit der Collineations-Axe und 
also auch unter sich parallel. 

82. Ein ausgezeichneter Fall, den wir besonders hervorheben müssen, ist derjenige, 
dafs die Nenner in den Ausdrücken für die Coordinaten der allgemeinen Bestimmung auf 
eine Constante sich reduciren. Wir können die Fundamental •Gleichungen (1), welche 
die allgemeine Collineations- Verwandtschaft ausdrücken, alsdann auf folgende Weise par- 
ticularisiren: 

xq=:[x'q'], ^ = [^'p'] , (l) 

SO dafs, wenn für eine Gruppe von Puncten eines Systems, Mi, Ms, M3 . . . . 

xqi = bi , xq, = ba, xqa = bj, . . . (2) 

^ ^i = ^i» ^« = a,,. ^rpa = a,, . . . 

indem wir, durch die den Functionen q und p beigefügten Marken, diejenigen besondern 
Werthe derselben unterscheiden, welche sich auf die verschiedenen Puncte beziehen: für 
die entsprechende Gruppe von Puncten des andern Systems, M'i, M,, M's . . . 

xq'i = bi, x'q'a = ba, x'q'3 = bj, . ... 

^p\ = a| , ^'p'2 = ^2 9 ^p'a == a, , . . . 

hervorgeht.. Je zwei sich entsprechende gerade Linien der beiden Systeme können wir 
durch die nachstehenden Gleichungen: 

;xq+A;rp -hB = 0, (3) 

x'q'+Ar^y+B = 0, 
darstellen, indem wir A und B, die irgend zwei- Constante bedeuten, gehörig annehmen. 
So lanse wir x und ^ als unbestimmte Coefiicienten betrachten, können wir die 
Werthe der beiden Functionen q und p als gerade Linien construiren, welche von den 
bezüglichen Puncten aus, nach den beiden geraden Linien, 

q = 0, p = 0, ' (4) 

unter irgend zwei constanten Winkeln gezogen werden. Die einfachste Function der Co- 
ordinaten- Werthe von Puncten des ersten Systems, die von jenen beiden Constanten un- 
abhängig ist und also eine unmittelbare, geometrische Deutung zuläfst, erhalten wir aus der 
Zusammenstellung etwa der beiden ersten der Gleichungen (2). Es ergibt sich nemlich 
' aus derselben: 

2l = ^ 

Wir sehen hieraus, „dafs der Quotient der Abstände irgend zweier Puncte einer gegebe« 
nen Figur von einer geraden Linie derselben, bei jeder affinen Umgestaltung, constant 

bleibt.« 

.Wenn wir die Ausdrücke qi und q, auf derjenigen geraden Linie, welche die beiden 
bezüglichen Puncte Mi und M, verbindet, und die gerade Linie: q = 0, in irgend einem 
Puncte Q schneidet, construiren, so kommt: 

MiQ _ bi 
M,Q~b/ 
woraus hervorgeht, „daü das Vcrbältnifs der beiden Abstände eines von irgend drei Punc- 
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ten derselben geraden Linie von den beiden andern, bei jeder afifinen Umgeetaltong, eon- 
stant bleibt" 

Wir erkennen den geometrischen Grund dieser Yereinfadiung der metrischen Rela- 
tionen der Collineation sogleich darin , daCs, indem die beiden Functionen, die wir frflher 
durch r und r' bezeichnet haben, sich auf eine Constante reduciren, die bezüglichen, ein- 
ander entsprechenden, geraden Linien: r = und r' = 0, unendlich weit rücken, so daft 
in allen affinen Systemen in unendlicher Entfernung sich entsprechende gerade Linien zu- 
sammenfallen. Zugleich knüpft sich hieran die Folgerung, dafs parallele gerade Linien, bei 
jeder affinen Umgestaltung, ihren Parallelismus behalten. 

Wir erhalten femer, wenn .wir die drei siph entsprechenden Pnncten- Paare Bfi und 
M'i, M2 und Ma, Ms und M3 zusammenstellen, 



nx 

n'x' 



Piqi + p^qa + Psqi — qip« — q^ps — qapi 



Fi4i-rp^43-r FsHi - HiFi - 4»P8 - HaPi | _ fa K +a b +a b -b a -b a -b a l 
Piqa+Paqa+Paqi— qiPü — qiP8 — qaPiJ ) ^ 

und hieraus, bei gehöriger Functionen -Bestimmung (74): - 

Piqa + p^qs + paqi — qip^ — q^pa — q»pi _ AMiM^M» _ j^V 
p'iq'2 + p'aq'a -4- p'aq'i — q'ip'a — q'»p • — q'ap i AäT^M'^m; Ttx • 

Da wir die vorstehenden Ausdrücke auf beliebig viele Puncte der beiden affinen Systeme 
ausdehnen können, so folgt, dafs überhaupt in zwei affinen Systemen das VerhttltniCs 
zweier beliebigen, sich entsprechenden Fiächenräume constant ist, oder auch, „dafs da9 
Terhältnifs zweier Flächenräume derselben Figur zu einander, bei einer beliebigen affinen 
Umgestaltung dieser Figur, sich nicht ändert/' 
83. Es drücken die Gleichungen: 

xq = [x'q] , 9tp = [^'p] , (5) 

die aus den Gleichungen (1), indem wir die Functionen q und q', p und p' als identisch 
dieselben nehmen, hervorgehen, eine engere Verwandtschaft aus, die, wenn wir die Functionen 
q und p von vorne herein beliebig annehmen, nur noch von zwei Constanten abhängt. 
Von einer andern Seite betrachtet, können wir aber auch die allgemeinen Gleichungen (1), 
welche überhaupt die Verwandtschaft der Affinität ausdrücken, wenn wir dieselben blofs 
auf zwei affine Systegie beziehen, immer, bei gehöriger Functionen-Bestimmung. auf die 
vorstehende particuläre Form bringen. Da in je zwei affinen Systemen nemlich ein Paar 
sich entsprechender gerader Linien in unendlicher Entfernung zusammenfällt, so können 
nach der 80. Nummer (indem wir die Affinität als eine Particularisation der Collineation 
betrachten) nur noch zwei andere solcher Linien -Paare sicli decken. Diese sind entwe- 
der reell oder imaginär und mit ihnen die bezüglichen Functionen p und q; aber die 
Durchschnittspuncte der beiden Linien jedes Paares sind immer zwei ceelle sich entspre- 
chende Puncte, die zusammenfallen. 

Wenn wir, ähnlich wie in der 80. Nummer, indem wir von den allgemeinen Glei- 
chungen (1) ausgehen, 

x'c|' ^ gxq+h^+c, ^p' ^ g'xq+h'^-hc', - (6) 

setzen, so erhalten wir für irgend zwei sich entsprechende gerade Linien die beiden nach- 
stehenden Gleichungen: 

xq+A^+B s= 0, 

(g+Ag'>q-|-(h+Ah')^+(cH-Ac'+B) =5 0; 

und wenn diese geraden Linien zusammenfallen sollen, mufs A und B so bestimmt werden, dafs 

h-f-Ah| _ . c-»-Ac^-»-B _ -p 

g+Ag'-^' g+Ag' - ^- 
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iSchon die a«te dieser beiden Gleichangen allein gibt A, und für dasselbe einen zwiefa* 
eben Werth; dann erhalten trir aus der zweiten Gleichung zwei Werthe von B , die den 
beiden Werthen ron A auf lineare Weise entsprechen und, tibereinstimmend mit diesen, 
entweder reell oder imaginSr sind. Es gibt also immer, der obigen Behauptung gemäfs, 
zwei Paare (reller oder imaginärer) gerader Linien )e zweier affinen Systeme, die sich 
decken, und wenn wir diese durch das Gleichungen -Paar: 

q = 0, p = 0, 

darstellen, ergeben sich, uin die Affinität der beiden Systeme auszudrücken,, die Torstehen- 
den Gleichungen (5). Die so bestimmten beiden geraden Linien wollen wir die Situa* 
tions-Axen und ihren Burchschnittspunct den Situationspunct der beiden affinen 
Systeme nennen. (Die letzte Benennung hat Herr JVIagnus für einen besondern Fall 
der Affinität: die Aehnlichkeit, eingeführt.) 

Es tritt uns hierbei sogleich eine erste Bemerkung entgegen. Wenn wir das eine 
der beiden affinen Systeme beliebig verschieben, jedoch so, dafs keine Drehung Statt fin- 
det, so wird diefs offenbar durch eine blofse Aendelung der beiden Constanten c und c' 
ausgedrückt, und hat also auf die Bestimmung von A durchaus keinen Einflufs. Wir se- 
hen hieraus, dafs, während der Situationspunct bei einer solchen Terschiebung irgend einen 
Weg beschreibt, die in demselben sich schneidenden Situations-Axen parallel mit sich 
selbst fortrücken. 

84. Indem wir uns femer nochmals zu dem allgemeinen Fall der Affinität zurück- 
wenden, können wir, mit Bücksicht darauf, daCs x und n, tI und ii unbestimmte Coeffi- 
denten bedeuten, in den, diese Verwandtschaft characterisirenden, Gleichungen (1) q und 
p-, q' und p' als Parallel -Coordinaten betrachten. Zur Unterscheidung wollen wir diesel- 
ben umklammem. 

Wenn wir zugleich, der Kürze wegen, — ^ a, -y = a' setzen und durch a irgend 

eine beliebige Constante bezeicbnen, erhalten ^rir: 

(q) — aa(p) = 0, a(q)+a(p) =0, 

(q')-aa'(p') = 0, a(q')+a'(p') = 0, 

als die Gleichungen zweier sich entsprechenden Linien -Paare zweier affinen Systeme. 
Wenn wir hiernach der Constanten a nach einander alle möglichen Werthe beilegen, er- 
halten wir zwei Involutionen von geraden Linien (erster Art), deren je zwei Paare, die 
▼on demselben Werthe tou a abhängen, sich ensprechen. Zwei solche Linien-Paare sind 
namentlich diejenigen, welche den Werthen a = und a = co entsprechen und durch 
die Gleichungen: q = und qV= 0; p'= und p' ==0, dargestellt werden. 

Betrachten wir nun insbesondere etwa die zweite Involution, so wird dieselbe, ihrer 
Natur nach, durch denjenigen Winkel, welchen die beiden geraden Linien: q' = und 
p' r= 0, einschliefsen, und durch die Constante a' vollkommen bestimmt, und ist also (so 
wie andrerseits die erste Involution) für je zwei affine Systeme , als unmittelbar durch die 
Gleichungen (1) gegeben, zu betrachten. Die Constante a, durch welche di^ einzelnen 
Paare der Involution sich unterscheiden, h^gt von einer constanten Richtung ab; ändern 
wir diese constante Richtung so, dafs sie, nach einander, mit der Richtung jeder der bei- 
den Linien desselben Paares zusammenfällt, so ändert sich, für dieses Paar, der Werth 
von a continuirlich zwischen den Gränzen Null und Unendlich. Statt aber jene constante 
Richtung zu ändern, können wir auch die zweite Involution, unabhängig von der ersten, 
um ihren Scheitel drehen; dann wird dasselbe Paar nach einander durch alle möglichen 
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Werthe tob a bezeichaet, und irgend einem gegebenen Werlbe von a entsprechen nadi 
einander alle möglichen Paare der zweiten Involution. Hieraus sehen wir, ohne die Aen- 
derung, welche die beiden Gleichungen (1), die die ACQnität zweier Systeme ausdrücken, 
dadurch erleiden» dafs eines derselben um den Situationspunct sich dreht, analytisch za 
discutircn, dafs, bei einer solchen Drehung, jedem Paare der Involution des ersten Sy- 
stems nach einander ^edes Paar der Involution des zweiten Systemes entspricht 

Wenn wir also in der vorigen Nummer nachgewiesen haben, dafs durch den Situa- 
tionspunct zweier affinen Systeme immer solche zwei sich entsprechende gerade Linien ge- 
hen, die sich decken, so ist diefs, nach den vorstehenden Betrachtungsweisen, damit gleich- 
bedeutend, zu zeigen, dafs, wenn irgend zwei Involutionen denselben Scheitel haben, im 
Allgemeinen die beiden Linien, eines Paares der ersten die beiden Linien eines Paares 
der zweiten decken; was leicht direct zu beweisen ist *). Zugleich aber ergibt sich eine 
Reihe neuer Folgerungen (33, 34). 

In jeder Involution gibt es ein einziges Paar, dessen beide Linien auf einander senk- 
recht stehen, und wenn zwei Involutionen denselben Scheitel haben, so können offenbar 
immer, dui;ph eine schickliche Drehung einer derselben, diejenigen beiden Paare, deren Li- 
nien sich rechtwinklig schneiden, zur Deckung gebracht werden. Nehmen wir hiemach in 
einem zweier affinen Systeme einen Punct beliebig an, so können wir zuvörderst dieses 
System parallel mit sich selbst so verschieben- dafs dieser Punct der Situationspunct wird, 
und dann das System um diesen Punct so «drehen, dafs die beiden Situations-Axen auf 
einander senkrecht stehen. Wir können also zwei affine Systeme Imiher in eine solche 
gegenseitige Lage bringen, dafs die Fundamental -Gleichungen (l),'auch unter der Voraus- 
setzung, dafs die beiden Situations-Axen: 

q = 0, p = 0, 

auf einander senkrecht stehen, die Form: 

x(q) = Cx'(q)] , «P = [«'(P)], (7) 

annehmen, oder, indem wir a und a' in der frühern Bedeutung einführen, nachstehende 

Form: . . 

^(q) = Mq)3, ^(p) = [a'x'(p)]. (8) 

Die beiden Werthe von a und a' erreichen in dem vorliegenden Falle , dafs die beiden 



*) Wenn die beiden Gleichungen -Ptare: 

u 5= 0, V == 0; 

mn-f-ny = 0, m'a+n'v =s 0, 

sich auf irgend jEwei Linien -Paare zweier Involalioiien beziehen, so können wir, wenn ;' and d imbe- 
stimmte Coeflicienten bedenten, nach einander alle abcigen Linien -Paare der beiden Inyolationen darch 
die nachstehenden Gleichangen dantellen (32): 

U+/V = 0, yu — Y = 0; 

(niu-f-nv)-f-J(m'u-l-n'v) = 0, d(mu+nv) — (m'n-f-n'v) = 0. 

Beatimmen wir.di« beiden Coefficienten y and d darch die Gleichungen: 

n + Jn 1^ n' — dn 

^ "" mH-dm" y "^ m' — dm' 

80 fallen die beiden bezuglichen Linien -Paare zusammen. Diese Bestimmang ist immer reeU, denn ans 
den vorstehenden Gleichungen erhSlt man unmittelbar: . 

. mm'(l-d»)-(m*-m'')^ = nn'(l-**)-(n* — n'V» 
und lüeraus zwei reelle Werthe für d, die sich, da ihr Product gleich ist ( — 1), saf dasselbe Paar 
dftr zweiten InvolaÜon beziehen*. ' • 
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SitaatioDS-Axen auf einander senkrecht stehen, ihr Maximum^ der Abweichung von der Ein- 
heit. In jedem der beiden, durch zwei affine Systeme bestimmten Involutionen gibt es fer- 
ner ein Maximum der Abweichung der Durchschnitts -Winkel desselben Paares von einem 
rechten Winkel. Das kleinere der beiden, auf diese Weise sich ergebenden, Maxima ist 
zugleich das Maximum der Abweichung der Winkel, unter denen die Situations-Axen der 
beiden affinen Systeme, bei einer beliebigen Drehung, sich schneiden. Diesem Falle ent- 
spricht, dafs entweder a = 1 oder a' = 1. 

Es kann insbesondere eine der beiden Involutionen nur aus Paaren von solchen ge- 
raden Linien, die auf einander senkrecht sind, bestehen. Die beiden Situations-Axen 
schneiden sich alsdann ebenfalls bei jeder gegenseitigen Lage der beiden affinen Systeme 
unter rechten Winkeln, und überdiefs behalten sie, bei efner beliebigen Drehung desjeni- 
gen Systems, auf welches jene Involution sich bezieht, um den Situationspunct, unverrtickt 
dieselbe Lage. Die beiden Werthe der Constanten a und a' bleiben für alle Lagen der 
Systeme dieselben, und überdiefs einer von ihnen der Einheit gleich. 

85. Ein ausgezeichneter Fall endlich ist derjenige, dafs die beiden Involutionen iden- 
tisch dieselben sind; er wird dadurch angezeigt, daCs a = a'. Abweichend von dem all- 
gemeinen Falle decken sich alsdann, im Allgeiueinen, nicht irgend zwei Linien -Paare der 
beiden Involutionen, bei einer gehörigen Drehung indefs fallen zugleich alle sich entspre- 
chenden Linien -Paare zusammen. Im vorliegenden besondern Falle erhält die Affinität 
den Namen der Aehnlichkeit, und die zuletzt angezeigte gegenseitige Lage zweier Sy- 
steme wird eine ähnliche Lage genannt. Endlich heifst noch der Situationspunct irgend 
zweier ähnlichen Systeme, nachdem man dieselben durch eine schickliche Drehung um 
denselben in eine ähnliche Lage gebracht hat, der Aehnlichkeitspunct der beiden Sy- 
steme.' Jede durch diesen Punct gehende gerade Linie ist alsdann als eine Situations-Axe 
zu betrachten; in jede fallen zwei sich entsprechende gerade Linien der beiden Systeme 
zusammen. Wir bemerken zugleich, dafs zwei collineare und collinear liegende Systeme in 
zwei ähnliche und ähnlich liegende, und der Collineationspunct von jenen in den Aehn- 
lichkeitspunct von diesen übergeht, wenn die Collineations-Axe unendlich weit rückt. Die 
Fundamental -Gleichungen der Affinität nehmen für den Fall der Aehnlichkeit, bei einer 
ähnlichen Lage, die nachstehende Form an: 

x(q) = [x'(q)], ax(p) = [ax'Cp)]. (9) 

Wenn wir in den Gleichungen (5), welche überhaupt die Verwandtschaft der Affi- 
nität zweier Systeme durch die Vermittelung der jedesmaligen beiden Situations-Axen aus- 
drücken, die Zeichen von x' und n' ändern, so heiCst diefs das zweite System um einen 
Winkel von 180®, um den Situations- Punct drehen. Die beiden Situations-Axen bleiben 
hiernach dieselben, es wird blofs diejenige Richtung jeder dieser Axen, welche früher die ^ 
positive war, nun die negative, und umgekehrt. ' In dem Falle, dafs die beiden Systeme 
zwei ähnliche sind und irgend eine beliebige Lage haben, können wir diese Lage auf zwie- 
fache Weise durch eine Drehung eines der beiden Systeme um den jedesmaligen Situa-. 
tions- Punct in eine ähnliche verwandeln. Die beiden, sich auf diese Weise im AHgemei- 
nen ergebenden, ähnlichen Lagen der beiden Systeme könnep wir durch Einführung eines 
doppelten Vorzeichens in den vorstehenden Gleichungen auf folgende Weise characte- 
risiren: 

x(<0 = ± [VCq)] , ay.(p) = ± [ax'(p)]. ( 10 ) 

Der doppelte Acbnlichkeitspiuict, in welchen hiernach, bei schicklicher Drehnng, der Si- 



. ' 
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taationapuBct übergehen kann , steht auch in einer doppelten Beziehung zu den beiden Sy- 
stemen. Es liegen entweder, auf jeder durch denselben gehenden geraden Linie, die 
beiden sich entsprechenden Punete auf denselben, oder auf entgegengesetzten Seiten, 
in Beziehung auf diesen Punct. In dem ersten Falle unterscheiden wir den Aehnlichkeits- 
punct durch die Benennung eines äufsern, in dem zweiten Falle durch die eines in- 
ner n. Wenn, was hier vorauszusetzen ist, x und x^ beide negativ oder beide positiv rind, 
so ist der Aehnlichkeitspunct ein äufserer im, Falle der obem, und ein innerer im Falle 
der untern Zeichen in den vorstehenden Gleichungen. 

86. Endlich geht, wenn wir in den Gleichungen (7) der 84. Nummer x =5 x^ und 
zugleich n z=i. n* setzen, wonach sich: 

<^) — Wq)], ^(p) = Kp)], 

ergibt, die Affinität der beiden Systeme in Congruenz über. 

Bei zwei cöngrucnten Systemen kommt nur noch die gegenseitige Lage derselben in 
Betracht, und namentlich ob die beiden Systeme durch eine blofsc Yersdbiebung undDre« 
hung in ihrer gemeinschaftlichen Ebene zur Deckung gebracht werden können, oder ob hierzu 
überdiefs auch noch eine Umwendung, eine Drehung des einen Systems um irgend eine 
gerade Linie der gemeinschaftlichen Ebene, als eine feste Axe, erforderlich ist. In derje- 
nigen Lage der beiden congruenten Systeme, auf die sich die voranstehenden Gleichungen 
beziehen, fallen je zwei einander entsprechende Punete zusammen. Wenn^ wir voraus- 
setzen, dafs die beiden willkührlichen Axen: p = und q = 0, auf einander senkrecht 
stehen, und dann das zweite System durch eine Drehung um die Axe: p = 0, umwenden, 
so bleiben, nach der Umwendung, die Werthe von p und q offenbar dieselben, und blofs 
der Werth von p ändert sein Zeichen, wonach die Gleichungen dar Congruenz in die 
folgenden sich verwandeln: . 

Wenn die beiden Axen nicht auf einander senkrecht stehen, so können wir uns die 
Umwendung durch eine Drehung des zweiten Systems, um diejenige gerade Linie, welche 
den von den beiden Axen gebildeten Winkel halbirt, hervorgebracht denken. Alsdann 
vertauschen sich durch die Umdrehung für das zweite System die Functionen p und q, 
und es kommt: 

^(q) = [*(p)] y ^(p) = [<q)]. — 

Wenden wir von zwei ähnlichen Systemen, die überdieCs eine ähnliche Lage haben, 
das zweite durch eine Drehung um irgend eine beliebige der unendlich vielen durch den 
Aehnlichkeitspunct gebenden Situations-Axen um, so bleibt diese Axe offenbar auch nach 
der Umwendung eine Situations>Axe der beiden Systeme. Derselbe Fall tritt für diejenige 
Axe ein, welche auf dieser senkrecht steht, ungeachtet dafs, durch die Umdrehung, die 
positive Richtung derselben zur negativen und diese zu jener wird. Die Erklärung dieses 
Umstandes, so wie eines analogen in der vorigen Nummer, liegt darin, dafs einerseits jede 
Situations-Axe dadurch bestimmt ist, dafs sie, aufser durch den Situationspunct, auch noch 
durch zwei nach bestimmter Richtung in unendlicher Entfernung zusammenfallende, sich ent- 
sprechende Punete geht, und dafs andrerseits für solche unendlich weit entfernte Punete das 
Entgegengesetzte in der Richtung sich nicht mehr unterscheiden läfst. Der frühere Aehn- 
lichkeitspunct wird nach der Umwendung ein blofser Situationspunct, in dem nur zwei, auf 
einander senkrechte, Situations-Axen sich schneiden. Wenn wir das umgewendete System, 
in seiner Ebene, um den Situationspunct um irgend einen beliebigen Winkel ta drehen, so 
erhält es dadurch gerade dieselbe Lage, als wenn wir es ursprünglich um eine andere Si- 
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taations-Axe, um diejenige, welche mit der {rüheren den Winkel oi bildet, umgewendet 
hfitten, so dafs ako, in der umgewendeten Lage, die beiden Situations-Axen immer auf 
einander senkrecht bleiben, und sich, wenn wir das eine System um' einen beliebigen 
Winkel um den Situationspunct drehen, eine Drehung nach derselben Richtung und um 
denselben Winkel erleiden. Da endlich bei einer parallelen Verschiebung der beiden Sy- 
Bteme nur der Situationspunct seine Lage, nicht aber die Situations-Axen ihre Richtung 
andern (83), so ist klar, dafs, bei irgend einer beliebigen Lage zweier ähnlichen 
Systeme, nach der Umwendnng, die beiden Situations-Axen immer reell sind und auf 
einander senkrecht stehen. Weil es femer in einer ähnlichen Lage zweier ähnli- 
chen Systeme unendlich viele Situations-Axen von allen möglichen Richtungen gibt, so sind 
auch je zwei entsprechende gerade Linien parallel. In einer beliebigen Lage, nach der 
Umwendnng, bilden je zwei sich entsprechende gerade Linien mit jeder der 
Situations-Axen, zu beiden Seiten derselben, gleiche Winkel. 

Nach der Umwendung, aber vor der parallelen Verschiebung des einen der obigen 
beiden ähnlichen Systeme, können wir, in der Annahme, dafs q = und p = die 
beiden auf einander senkrechten Situations-Axen darstellen, die Verwandtschaft der bei- 
den Systeme durch die Gleichungen: 

x(q) = ±[x'(q)], ax(p) = =j=[ax'(p)], (1) 

ausdrücken, und wenn wir das zweite System alsdann parallel mit sich selbst verschieben, 
durch die neuen Gleichungen: 

x(q) = ±[x'(q) + c], ax(p) ==F[ax'(p)+c'J, (2) 

indem wir durch c und c' zwei' unbestimmte Constanten bezeichnen. Um den jedesmali- 
gen Situationspunct zu bestimmen, müssen wir die linearen Functionen auf beiden Seiten 
der vorstehenden Gleichungen auf denselben Punct beziehen. Wir sehen alsdann, dafs 
der Situationspunct nur in dem Falle, dafs x = x', und also die beiden Systeme con- 
gruent sind, unendlich weit liegt, und zwar nach der, Richtung der beiden Situa- 
tions-Axen. Diefs findet also, im Allgemeinen, bei einer beliebigen Lage zweier congruen- 
ten Systeme, nach der Umwendung eines derselben. Statt. Iq Ausnahms- Fällen, wenn in 
den letzten Gleichungen c und c' beide verschwinden, oder auch, wenn, im Falle der obem 
Zeichen, auch blofs c, und im Falle der untem Zeichen, blofs c' verschwindet, gibt es 
unendlich viele Situationspuncte (91). 

87. Ein besonderer Fall der Affinität, welcher vorzugsweise . unsere Aufmerksam- 
keit verdient, und auf den zuerst Herr Möbius aufmerksam gemacht hat, ist die Ver- 
wandtschaft solcher zwei Figuren, in welchen irgend zwei, von einander ent- 
sprechenden geraden Linien eingeschlossene, Flächen-Räume gleichen 
Inhalt haben. Ehe wir hierüber in analytische Bestimmungen eingehen, möchte es 
zweckmäfsig sein, von vom herein die Möglichkeit einer solchen Verwandtschaft und hier- 
mit zugleich die Natur derselben geometrisch festzustellen. Wenn irgend ein Dreieck 
ABC gegeben ist, so können wir ein demselben gleiches Dreieck A'B'C immer auch dann 
noch construiren, wenn wir zwei Winkelpuncte von diesem beliebig annehmen und über- 
diefs die Bestimmung machen, dafis' der dritte Winkelpi}nct auf einer, ebenfalls beliebig 
angenommenen, geraden Linie liege. Dieser Winkelpunct selbst kann alsdann zwar noch 
ein zwiefacher sein, wird aber beidemale auf lineare Weise bestimmt; zugleich läfst sich, 
nachdem eine positive und negative Richtung beliebig festgesetzt ist, ein für alle Mal die 
eine Lage des Punctes von der andern unterscheiden. Hiemach wollen wir die Winkel- 
puncte des ersten Dreiecks den Winkelpuncten des zweiten Dreiecks der Ordnung nach 
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als entsprechend betrachten. Ist alsdann irgend ein vierter Ponct B des ersten Systems 
gegeben, so können ^ir immer auf lineare Weise einen entsprechenden vierten Punct D' 
des zweiten Systems so bestimmen, dafs etwa ACBD = ACB'D' und zugleich ACAD 
:= AC'AD'r woraus alsdann sogleich sich ergibt, dafs auch die beiden Vierecke ACDB 
und A'CDVy so ^ie je zwei der divch die beiden Gruppen von vier Puncten bestinuBten 
FlUchen-Räame, gleichen Inhalt haben. Auf diese Weise können wir fortfahren, zu jedem 
neuen Puncte des ersten Systems den entsprechenden in dem zweiten zu bestimmen, und 
erhalten alsdann zwei solche Figuren, die in der verlangten Verwandtschaft stehen. Dafs 
diese Verwandtschaft zur Coliineation gehört, folgt unmittelbar daraus, dafs, nach ihrer 
t)efinition, drei Puncte, die in gerader Linie liegen (und also ein Dreieck bilden, dessen 
Flächen -Inhalt verschwindet), nothwendig dreien andern eben solchen Puncten entspre- 
chen; und weil bei der Uqigestaltung eines Dreiecks, wenn dessen Inhalt unverändert der- 
selbe bleiben soll, nicht ein Winkelpunct desselben unendlich weit rGcken darf, so ist 
klar, dafs die fragliche Verwandtschaft insbesondere auch zur Verwandtschaft der Affinität 
gehört. Sie ist nach dem Vorstehenden blofs von fünf Constanten abhängig, während 
diese, im Allgemeinen, von sechs Constanten abhängt. 

Um die Verwandtschaft der Gleichheit der Flächen-Räume analytisch 
auszudrücken, wollen wir wiederum, was uns, unbeschadet der iVlIgemeinheit, gestattet ist, 
voraussetzen, dafs in den Fundamental- Gleichungen der Affinität: 

X(q) = [x'(q')], ^(p) = [^V)], 

die Functionen (q), (q'), (p) und (p') die Bedeutung gewöhnlicher Parallel -Coordinaten 
haben, und den Coordinaten -Winkel in dem ersten Systeme ß und in dem zweiten Sy- 
steme ß nennen. Alsdann geht, wenn Mi, M,, M3 und M\, M',, M, drei Paare sich 
entsprechender Puncte sind, die letzte Gleichung der 82. Nummer offenbar in die nach- 
stehende über:- 

AM,M,Ma _ n'x'sinß 
AM'iM^M'a" nxsinß' 

Wenn also die Flächen-Räume der beiden Dreiecke einander gleich sein sollen, so mnfs 
die nachstehende Bedingungs- Gleichung befriedigt werden: 

nxsinß = ±n:y«n/?, (l) 

welche, indem wir a und a' in der frühem Bedeutung einführen, in die folgende über- 
geht: 

SiX^sinß = ±aV*«fi/9'. (2) 

Diese Gleichung reducirt sich, wenn die Functionen (q) und (q'), (p) und (p') da- 
durch, dafs wir sie auf die beiden Situations-Axen beziehen, identisch werden, wonach 
auch ß gleich ß wird, auf die folgende: 

nx = iiTcV oder ax* = zfcaV'. — (3) 

88. Es liegt uns jetzt noch ob, auch auf den zweiten Hauptfall, dafs die beiden 
Situations-Axen imaginär sind, Bücksicht zu nehmen. Wir können denselben un- 
mittelbar auf den bisher discutirten zurückführen. Wenn wir nemlich die Affinität der bei- 
den Systeme wiederum durch die beiden Gleichungen: 

x(q) = [x'(q')], ;r(p) = [;rV)], 

ausdrücken und, wie in der 83. Nummer, 

x'(q') = gx(q)+h;r(p)+c, nXp') = gy(q)+hVp)+c', . 

setzen, so sind die beiden Situations-Axen dann imaginär, wenn der Ausdruck: 

4gTi 
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4ifh+(g-h')« (1) 

emen. negathren Warth bat . Nehmen wir nun an^ da£i die beiden geraden Linien des 
zweiten Systems: qf =: und p' s= 0, was, unbeschadet der Allgemeinheit, gestattet ist, 
auf einander senkrecht stehen, und wenden dann das genannte System durch eine Dre^ 
hunig um die erste dieser beiden geradei^Iiinien um, so wird, nach der Umwendung, die 
Verwandtschaft der beiden Systeme durch die folgenden Gleichungen: 

a<q) = [x'Cq')], «(P) = -[^'(P')], 

ansgedriickt (86). Dem Ausdrucke (1) entspricht alsdann der nachstehende: 

-4g'h+(g+hy, 
und dieser ist nöthwendig positiv, wenn jener negativ ist. Wenn also die beiden Sitoa- 
tions«-Axen vor der Umwendung des zweiten Systems imaginär waren, so sind sie nach 
der Umwendung nöthwendig reelL 

89. Zwischen den beiden Hauptfi&llen, dafs die beiden Situations-Axen reell und dafis 
sie imaginär sind, bildet der dritte Fall, dafs diese beiden Axen zusammenfallen, 
den Ucbergang. Dieser dritte Fall wird dadurch angezeigt, dafs mit Beibehaltung der vor« 
stehenden Bezeichnung der 83. Nummer: 

4g'hH.(g-hr = 0. (1) 

In diesem Falle können wir die Verwandtschaft der AfiBnität nicht mehr durch zwei 
Gleichungen von der Form: 

ausdrücken, wahrend, in dem Falle der vorigen Nummer, diese Gleichungen, vor der Um- 
wendung des einen Systems, sich blofs unter imaginärer Form darstellen. Diese Glei- 
chungen sagen unmittelbar aus, dafs, auber dem Situationspuncte, für welchen p und q 
zugleich verschwinden, es auch noch, in unendlicher Entfernung, zwei Puncte gibt, in wel- 
chen zwei Paare sich entsprechender Puncte der beiden Systeme zusammenfallen; denn es 
werden )ene Gleichungen auch dann befriedigt, wenn wir, einerseits, q =i und zugleich 
p == CO und, andrerseits, p = und zugleich q = co setzen. Jeder dieser beiden 
Puncte ist als ein Situationspunct, der nach gegebener Richtung unendlich treit liegt, zu 
betrachten, und von jeder, einer der beiden I^tuations-Axen parallelen, geraden Linie 
kann man sUgen, dafs sie durch einen solchen Situationspunct geht; In dem zuletzt discu- 
•tirten Falle decken sich die beiden unendlich weit entfernten Situationspuncte, und aus 
diesem Grunde fallen alsdann auch die beiden Situations*Axen in eine einzige gerade Li- 
nie zusammen. Wenn wir in diesem Falle das eine der beiden Systeme beliebig ver- 
rücken und dann durch eine schickliche Drehung desselben um den jedesmaligen Situa-^ 
tionspunct das Zusammenfallen der beiden Situations-Axen in eine einzige gerade Linie 
bewirken, so hat diese gerade Linie immer dieselbe Richtung (83). In der so bestimm- 
ten Lage der beiden Systeme erhalten wir, um ihre Verwandtschaft auszudrücken, die 
nachstehenden Gleidiungen: 

^q = [g^q+k^p]» ^ = Lf7Vl> (2) 

indem wir g' = und hiernach, um die Bedingungs- Gleichung (1) zu befriedigen, h' = g 
nehmen. Wir können, mit Rücksicht anf die Unbestimmtheit der beiden CoeCGcienten n 
und X, die Functionen p und q als Parallel -Coordinaten construiren und da wir für die 
gerade Linie: q ss: 0, jede beliebige, durch den Situationspunct gehende nehmen können, 
überdieCs auch noch die Voraussetzung machen, dafs, während die eine Coordinaten -Axe 
in die Situations-Axe fällt, die andere auf ihr senkrecht steht Setzen ^ir hiernach: 

gxq+h^ ^ gx.q', 
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80 entspricht der Linie: q = 0, in dem xwekoi SjBteme die Linie q* ss 0. Wenn end- 
lich » den Constanten Winkel bezeichnet , den diese Linie, mit der Sitmitijas hm hiiih^ 

und wir dann p^ = -^— nehmen, so können wir auch q' und p* als Parallel -Coordina- 

ten constmiren. An die Stelle der beiden Glei^jjpmgen (15) treten, bei Aescn Voima 
Setzungen y die nachstehenden: 

*(q) = [g<q')] . <P) = [«Äsjna . (p*)]. (2) 

Jede besondere Yoranssetzung, die wir nun femer noch ttber die Ceostanten ja den 
letzten beiden Gleichungen machen, bestimmt einen engem Grad der schon partionlarisir- 
ten Afimitüts- Verwandtschaft Wenn wir namentlich erstens g der Einheit gleich setsea, 
so zeigen die demnach particnlarisirten Gleichnngen, dafs akdann irgend zwei sich entspre- 
chende Puncte der beiden Systeme anf einer, der Situations-Axe paralldea, geraden Uait 
liegen, und daOs die Entfernung )e zweier sich entsprechenden Puncto, die auf derselben 
Paralleltti liegen, constant ist. Wenn wir zweitens staa =: 1 setzen, so wird q ^ q^ 
nnd p ^ p®, wonach die vorstehenden Gleichungen ausdrücken , dais die SjstenM einan- 
der ähnlich sind. 

90. Wir haben in den vorstehenden Nummern fiberall stillschweigend die Yorans- 
Setzung gemacht, dafs wenigstens ein Situationspunct der beiden verwandten Sjsteme 
nicht unendlich weit liege. Wir wollen nun diesen AusnahmsEall näher ins A^ge isssen^ 
und zu diesem Ende, der 83. Nummer gemSCs, die Fandamental -Gleichungen der Affini- 
tit auf folgende Weise schreiben: 

xq = [gxq-l-hjrp+c], np = [g'xq+h'ftp+cQ. 

FOr solche sich entsprechende Puncte, welche zugleich sich decken, erhält anf beiden 
Seiten der vorstehenden beiden Gleichungen p sowohl als q denselben Werth. ffiemadi 
stellt jede dieser Gleichungen , wenn wir p und q als veränderlich betrachten, eine gerade 
Linie dar, und durch den Durchschnitt der beiden, auf diese Weise sich ergebenden, ge- 
raden Linien bestimmt sich der jedesmalige Situationspunct. Dieser liegt unendlidi wei^ 
wenn die beiden geraden Linien parallel sind, ein Fall, der analjtisdi dnrch die Bedin- 
gungs -GlMchung : 

g' -h-1 ^^^ 

angezeigt wird. Zugleich aber sehen wir, dafs, wenn die fraglichen beiden geraden linien 
znsammenfall'en, es unendlich viele Situationspuncte gibt, weil alsdann in jeden 
beliebigen Pnnct dieser geraden Linien zwei sich entsprechende Puncte der beiden Sjr* 
steme Msammenfallen. DieCs geschieht in dem Falle, dafs 

g — 1 ^_ h ^^ c 

' g' ~ h^IT — ?• 

Es ergpbt sich aus diesen Betrachtungen zuvörderst, dafs in dem Falles wo der Sitnations^ 
pnnct unendlich weit liegt, man, durch eine schickliche parallele Yerschiebung des dnen 
der beidai Sjsteme, unendlich viele sich entsprechende Puncte der beiden Systeme sar 
Deckung bringen kann. Eine solche Lage wird insbesondere dadurch angezeigt, da(s, 
während die Bedingungs- Gleichung (1) besteht^ c und c' verschwinden. 

,91. Um die Gleichungen (1) zu befriedigen, künnen wir g =s I und ^ ss setzcA 
woraus alsdann, um die fragliche Yerwandtschaft auszndrQcken, hervorgeht: 

xq = [xq+bcp], np s= [h'^}. (2) 

Aus der Form dieser Gleichungen leuchtet sogleich hervor, daüs wir, um denselben. Ge- 
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nOge zn leisten, so lange nur p Tersehwindet, der Function q einen ifiUkflhriidien Werth 
beilegai ktanen. Jeder Ponct der geraden Linie, welche doreh die Gleichung: 

p s 0. 
dargestellt wird, ist mithin als ein Situation^onct der beiden Systeme anzusehen. 

Wir können die obigen beiden Gleichungen (2) noch yereinfachen, indem wir, Shn- 
lieh wie in der yorigen Nummer, eine neue Function ^ durch die Gleichung: 

xq+h^ =s xq' 
einfiliiren und ri statt h'^ schreib^i. Alsdann kommt: 

«q = [«q3f «P = {.^^ (3) 

In diesen Gleichungen bedeuten q und q', bezogen auf die verschiedenen Pimcte der bei- 
den Systeme, solche Segmente, welche auf geraden Linien, die der Axe: p = 0, parallel 
sind, zwischen jenen Puncten und den beiden geraden Linien : q = und q' = liegen, 
coostmirt werden können, und bei gehöriger Bestimmung der unbestimmten Constantm x, 
constrart werden mfissen. 

Die neue besondere Art der AffinitSts-Yerwandtschaft,' welche durch die letzten bei- 
den Gleichungen ausgedrückt wird, wollen wir ProjectivitSt, die gerade Linie: p = 0, 
Projectivitäts-Axe, und eine solche Lage der beid^i Systeme, auf welche sich die 
Fom der ebengenuinten Gleichungen bezieht, und bei welcher unendlich viele sich ent- 
sprechende Puncte zusammenfallen, ane projective Lage nennen» 

Die Annahme einer der beiden linearen Functionen q und q' in den letzten Gleichun- 
gen hftngt, so lange wir SMur zwei projective Systeme betrachten, ganz von unserer Willkühr 
ab: wir können dtieselbe immer und auf einzige Weise auch so bestimmen, dafe beide 
Functionen identisch werden. Denn durch jeden beliebigen Punct der Projectivitdts-Axe 
geht, aufser dieser Axe, noch eine zweite vollkommen bestimmte gerade Linie, in Welcher 
zwei einander entsprediende gerade Linien der beiden Systeme zusammenfallen. Um diels 
zu zeigen, brauchen wir blofs, indem wir zu den Gleichungen (2) zurOdgehen, nachzu- 
weisen, dafs die beiden Gleichungen: 

xq-l-A^ = 0, xq-hh^+Ah'«p =: 0, • 

durdi schickliche Bestimmung der unbestunmten Constanten A, identisch wo'den können, 
und Aefs findet wirklich Statt, wenn 

^— h'-l' 
Wir können hiemach, unbeschadet der Allgemeinheit, die Verwandtschaft d^ R'ojectivi- 
tat auch durch die nachstehenden Gleichungen ausdrücken: 

^(q) = [<q)], <P) = Kp)]. (4) 

indem wir zugleich die beiden Functionen (q) und (p) als Parallel -Coordinaten construi- 

ren. Man sieht, dab je zwei sich entsprechende Puncte der beiden Systeme auf irgend einer 

geraden Linie liegen, die der Linie: q = 0, parallel ist, und dafs es mithin unendlich 

viele gerade Linien gibt, in deren jede zwei einander entsprechende gerade Linien der 

beiden Systeme zusammenfallen. Wahrend in dem Falle ähnlicher und ähnlich liegender 

Systeme, wo es ebenfalls unendlich viele soldier Linien gibt, diese in denwelben Puncte 

sich schneiden, sind dieselben im vorliegenden Falle parallel. 

Wenn vnr das eine von zwei projectiven Systemen parallel mit sich selbst nach der 

Bichtang der Projectivitats-Axe verschieben, so ist« offenbar, daÜB nicht irgend zwei sich 

entsprechende Puncte der beiden Systeme ui endlicher Entfonung noch zusammenfallen 

können. Yerachieben wir aber das System parallel mit sich selbst nach der Richtung der 

9* 
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geraden Linie: q =s 0, so gibt es im Allgemeinen eine neue, der orspriln^iclien paralldc^ 
Projectivitüts-Axe, in deren jedem Puncle zwei einander entsprechende Puncte znsaramen- 
fallen. Während nemlich, um in der neuen gegenseitigen Lage die Beziehung der beiden 
Systeme zu einander auszudrücken, die ersten der letzt«! Gleidinngen (4) .identisdi die- 
selbe bleibt, geht die andere derselben in eine Gleichung Ton der Form: 

,<p) = [«'{(p) + x}], 
fiber, wenn wir durch x irgend eine unbestimmte Constante bezeichnen. Wenn wir in 
dieser Gleichung der linearen Function p auf beiden Seiten gleiche Werthe beilegen und 
als veränderlich betrachten, so stellt dieselbe die neue Pro)ectiTitftts-Axe dar. Für die- 



selbe ergibt sich also: 



n'x 



Also nur in dem Ausnahmsfalle, dafs ^ ss n^ wo alsdann die Verwandtsdiaft der Pro- 
jectivität inCongruenz übergeht, wird der Werth Ton (p) unendlich,* und folglidi rückt* 
alsdann die ProJectivitSts-Axe unendlich weit. 

Wir ziehen aus dem Vorstehenden den Schlufs, dafs zwei projective Sjsteme» die eine 
projective Lage haben, eine solche Lage behalten, wenn wir sie nach einer ToUkommen 
bestimmten Richtung parallel mit sich selbst verschieben, und dafs nach jeder andern par 
rallelen Verschiebung* es, auCser dem Situationspuncte, der unendlich weit liegt, nicht mehr 
irgend zwei einander entsprechende und zugleich zusammenfallende Puncte der beiden Sy- 
steme gibt. In dem Falle zweier congruenten Systeme, ist wenn dieselben so liegen, dab 
sie sich decken, jeder Punct als ein Situationspunct, jede gerade Linie als eine Projecti- 
vit&ts-Axe anzusehen; bei irgend einer parallelen Verschiebung gibt es nur noch in un- 
unendlicher Entfernung eine Projectivitftts-Axe. 

92. Wenn zwei sich entsprechende Figuren in irgend zwei affinen Systemen gegeben 
sind, so ist es jedesmal laicht, den Situationspunct durch Construction zu finden. Wenn 
wir von den Gleichungen. 

q = Cq']. p = [p'J. (1) 

als Fundamental -Gleichungen der AffinitKt, ausgehen, so erhalten wir, wie schon früher 
bemerkt worden ist, indem wir die verschiedenen linearen Functionen auf dieselben Puncte 
beziehen, die Gleichungen: 

q = q', p = p', (2) 

welche zwei solche gerade Linien ausdrücken, die sich in dem gesuchten Situationspuncte 
schneiden. 

Stellen wir femer, bei beliebiger Annahme von A und B, irgend zwei sich entqpre» 
ehende gerade Linien der beiden Systeme durch die nachstehenden Gleichungen dar: 

q+Ap+BssO, (3) 

q'+Ap'H-B = 0, 
so kommt, wenn wir, um B zu eliminiren, diese beiden Gleichungen von einander ab- 
ziehen: 

(q-q')-l-A(p-p') = 0. (4) 

Diese neue Gleichung stellt eine solche gerade Linie dar, auf welcher die beidoi cinan* 
der entsprechenden geraden Linien (3), so wie je zwei andere solche Linien, weldie dordi 
einen andern Werth von B, aber denselben Werth von A, bestimmt werden, sich scfan»- 
den. Betrachten wir hiemach eine Reihe von Parallel -Linien des erstai Systems, so er- 
halten vnr in dem zweiten Systeme eine Reihe entsprechender gerader Linioiy die eben- 
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falk unter einander parallel sind, nnd je zwei einander entsprechende gerade Linien der 
beiden Reihen schneiden sich aaf der geraden Linie (4). Die Form der Gleichung die- 
ser geraden Linie zeigt, dafs diese durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien (2), 
also durch den Sitaationspnnct geht. Nehmen wir für A irgend eineti andern Wertb, so 
&ndem wir dadurch die Richtung der Parallelen des ersten Systems zugleich mit der Rich- 
tung der Parallelen des zweiten Systems, die bezügliche gerade Linie (4) geht aber im- 
mer noch durch den Sitnationspunct, der also durch zwei solche Linien vollkommen be- 
stimmt ist. 

Die einbchste Art, die Affinität zweier Systeme geometrisch zu bestimmen, besteht 
darin, daCs wir drei gegebene Puncte des einen Systems als dreien gegeben«! Punc- 
ten des zweiten Systems entsprechend ansehen. In den von diesen drei Puncten -Paa- 
ren gebildeten beiden Dreiecken entsprechen einander die Seiten ebenfalls, und wenn 
wir zweien entsprechenden Seiten parallel durch die gegenüberliegenden Winkelpuncte 
zwei gerade Linien legen, so entsprechen einander auch diese. Wenn wir hiemach den 
Durchschnittspunct zweier solchen Seiten mit dem Durchschnittspuncte der beiden ihnen 
bezüglich parallelen geraden Linien durch eine .neue gerade Linie verbinden, so geht diese 
durch den Situationspunct der beiden Systeme. Auf diese Weise ergeben sich also drei 
gerade Linien, welche durch diesen Punct gehen. 

Da auch derjenige Winkel, welcher von den beiden einander entsprechenden gera- 
den Linien (3) gebildet wird, von der Constanten B unabhängig ist, so folgt, „dafs der 
geometrische Ort für die Durchschnittspuncte solcher zwei sich entsprechenden geraden 
Linien, die sich unter einem gegebenen Winkd schneiden, eine, durch den Situations- 
punct gehende, gerade Linie ist.^ Jede der beiden Situations-Axen, wenn überhaupt 
solche reelle Axen existiren, entspricht der Annahme, dafs der gegebene Winkel gleich 
Mull oder gleich zwei rechten Winkeln gesetzt wird. — » 

Es liegt uns hier die Frage nach dem geometrischen Orte für die Durchschnittspuncte 
solcher einander entsprechenden Linien nahe, die, statt eine gegebene Richtung zu haben, 
durch zwei feste (einander entsprechende) Puncte gehen. Wir können überhaupt irgend 
zwei solche Linien durch die beiden Gleichungen: 

q+Ap = 0, q'-HAp' = 0, 

darstellen, und wenn wir dann A eliminiren, so kommt für die Gleichung des gesuchten 
Ortes: 

qp' — q'p r= 0. 
Diese Gleichung ist vom icweiten Grade und stellt also einen Kegelschnitt dar. Sie wird 
bebiedigt, wenn wir zugleich: 

q =s q', p = p', 

setzen; der bezügliche Kegelschnitt geht also durch dai Situationspunct. Er geht fiberdiefs 
durch die beiden festen, einander entsprechenden Puncte, in welchen sich die fraglichen 
geraden Linien )edes der beiden Systeme schneiden. — Idi kann diesen Gegenstand, der 
eine grüfsere Ausführung zulftfst, hier nur berühren. — 

93. Wir wollen schliefBÜch nur noch mit ein paar Worten auf die metrisdien Re- 
lationen zurückkommen. Da sich die Verwandtschaft zweier affinen Systeme bei einer be- 
liebigen gegenseitigen Lage derselben durch die Gleichungen: 

x(q)=V(q), ' ax(p) = ay(p), 

ausdrücken ISfst, so gibt es immer zwei feste gerade Linien, die Situations-Axen, von wel- 
chen jede die Eigenschaft hat, dafs das Yerhältnifs der Abstände je zweier sich entspre- 



70 Enler Abscbn. Allgem. GcMnUnaten-Bestimmimg. 

«hendeii Puact« tob ieneUbea ein conatantea ist Für db eina dBeter gemicn Lmien ist 

dieses YerbaltniliB — . fOr die andere — . Für den Fall der Aehnliclikeit nnd einer Shn- 

K a» 

licheft Lage ^bt es solcher geraden Linien MMsdlich Tiele, ond ftr alle ist jenes constanta 
Veiiialtiiifs dasselbe, woraus denn nnssittellMff folgt, dab and das YeiUilnils der Ab- 
stände irgend zweier akh «mtsprecbenden Ponde von dem A^nlidikeitspnncte, in welcbcm 
alle jene geraden Linien xusammenlanfen, ein constantes ist. Da durch eine Drehung der 
Systeme um diesen .Punct, so wenig wie durch eine Umwendung eines der Systeme um 
eine feste, durch diesen Punct gehende, gerade Linie in diesen Beaiehungaa sich irgend 
etwas ändert, und von der andern Seite durch soldie Lagen- Veränderung der SysteoM 
der jedesanlige vollkommen bestimmte und einzige Situationspunct xw^ier ähnlichen Systeme 
com A^ttlichkeitspancte werden kann, so folgt, da(s der Sitnationspnnct die merkwfirdige 
Eigenschaft bat, dafs, wenn man von demselben nach einem befiebigen Pnncte des einen 
Systems und nach dem entsprechenden. Puncte des andern vmA gerade Linien liebt, das 
Yerfaäknils dieser beiden geraden Linien ein constantes ist. Und ferner ist klar, dab, wenn 
swM oongniente Systeme eine beliebige gegenseitige Lage haben, es im AHgemeinen einen 
solchen Punct, den Situationspunct, gibt, der die Eigenschaft hat, dals je zwei gerade Li- 
nien, die Yon demselben aus nach irgend zwei sicii entsprechenden Puncten der beiden 
Systeme gezogen werden, einander fjleich sind. Nur liegt, wenn eines der beiden SjnBteme 
«ine umgewendete Lage hat, dieser Punct immer unendJ^ weit (8S). Wenn zwei Sy- 
steme in der Verwandtschaft der Gleichheit der Flkchenraume <87) stehen, so gibt es, 
im Allgemeinen, zwei feste gerade Linien, die Situations-Azen, weiche mit irgend zwei 
einander entsprechenden geraden Linien zwei Dreiecke Ton gleichem Inhalte bestimmen. — 
94. V^ir haben iu den vorstehenden Er(Merungen die Discussion der CoUineations- 
Verwandtschaft und ihrer besondem Falle jm die Betrachtung Ton Punct-Coordinaten 
angeknüpft. Es ergeben sich aber auch alle Resultate, xn denen wir lyier diese Vov 
wandtschaft überhaupt gelangt sind, auf ganz analogem Wege, wenn wir, am dieselbe 
analytisch auszudrücken, uns der allgemeinen Li nien-Coordinaten bedienen. Bezeichnen 
wir zu diesem Ende, der 44. Nummer genUlCi, durch ^ und ^ die allgemeinen Linien-Co- 
ordinalen irgend einer beliebigen, nnd durch ^ und ^ die Coordinaten irgend einer an- 
dern Bestimmung, so kdnnen wir die GoUineation durch die beiden Gleichungen: 

an deren Stelle wir auch die folgenden setzen kdnnen: 



''t==[^'-t]' y-T = [y'-7]' 



(2) 



ausdrücken. Alsdann bedeuten (45), bei gehöriger Bestimmung der unbestimmten Coefß- 
daiten Vy t/, fp und q>\ in dem ersten System t, u und ▼ die kfiraestcn Abtfälnde der 
drei gegebenen festen. Puncte: 

t = 0, u = 0, V = 0, 

Ton der bezüglichen geraden Linie, und m dem andern Systeme bedeuten t', u' nnd ▼' 
die kürzesten Abstände der drei andern gegebenen festen Puncte: 

4=0, u' = 0, V=:0, 

Ton der entsprechenden geraden Linie. 

Hat man hiemach für irgend zwei gnade Lüiien des ersten Systems zum Beispiel: 



▼i _ 






^ 
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so eriiActt wiv iCbr die Iwiile» cntaprccheiiclen das zfmten SytUwmi 

b = 9 • TT = »11 t^ = y • TT =5 »»• 

Wir bezeichnen durch aj und a, irgend zwei constante GröCsen, und unterscheiden durch 
unten angehängte Marken diejenigen besondem Werthe» welche die linearen Functionen 
erhalten y wenn sie auf die verschiedenen geraden Linien bezogen werden. Aus den letz- 
ten beiden Gleichungen« Paaren erhält man hiemach sogleich: 

t/t,- f.-7;-a,' 

worin wir unmittelbar die metrische Fundamental -Relation der CoDineations- Verwandt- 
schaft wiedererkennen (75). 

95. Der Definition der CoUineation zufolge (73)» mfissen nothwendig die allgemei- 
nen Beziehungen zweier collinear Terwandten Figuren, bei gehöriger Auffassung, gerade 
Linien und Puncte gleichmä&ig betreffen. So bezieht sich die eben entwickelte metrische 
Relation auf zwei Puncte und zwei gerade Linien. So gibt es- in zwei collinearen Syste- 
men, im Allgemeinen, drei Situationspuncte und drei Situations-Axen; von Jenen sowohl, 
als von diesen können zwei imaginär sein (80), und so gibt es nebeneinander ein Col- 
lineations- Centrum und eine Collineations-Axe (79). Aber, sobald wir irgend eine nä- 
here Voraussetzung fiber die Art der CoUineation machen» wobei die unendliche Entfer- 
nung von Puncten und geraden Linien als eine ausgezeichnete Particularisation hervortritt, 
so hört die fragliche Analogie auf, und wir erhalten, um dieselbe Verwandtschaft auszu* 
drücken, Gleichungen von verschiedenen Formen, wenn wir uns einerseits der Punct- 
Coordinaten und andrerseits der Linien -Coordinaten bedienen. Während wir hiemach, 
zum Beispiel, zwei collineare und collinear liegende Systeme durch die Gleichungen: 



u ru"| • V rv"| 



welche ganz dieselbe Form haben, als die Gleichungen (2) der 79- Nummer, characteri- 
siren können,, so können wir keinesweges, um die AffinHäl' zweier Systeme aoszndrficken^ 
die Form der frühem Gleidiungen auf die neue Bezeichnung übertragen. Den Grand für 
£e Nothwendigkeit hiervon erkennen wir sogleich darin, dafs bei einem Puncte, der un- 
endlich weit liegt, die Richtung, nach welcher er unendlich weit liegt, noch in Betracht 
gezogen werden mvfs, so dafs nach jeder gegebenen Richtung ein Pimct un^idBch weit 
lieg^, während gerade linioi, die unendlich weit liegen, sich nicht mehr von einander un- 
tersdieiden lassen und als eine einzige gerade Linie zu betrachten sind. 

96. So wie wir früher die Discussion engerer Grade der CoUineations- Verwandt- 
sdaft an die Particukrisirang der allgemeinai Bestimmung der Punct - Coordinaten ge- 
geknfipft baben , so werden wir auch hier aufgefordert, auf analoge Weise engere Grade 
der Verwandtschaft zu bestimmen. Ein solcher wird zum Beispiel durch die nachstehen- 
den Gleichungen ausgedrückt: 

vu = [i/'u*], yv s= [qp'v*]. (3) 

Betrachten rfix diese Gleichungen als aus den allgemeinen Gleichungen (2) hervorgegangen, 
so mfissen wir annehmen, dafs die beiden Puncto: t ss und t* = 0, nach bestimmter 
Richtung, unendlich weit gerückt sind. "Wir wollen annehmen, dafs diese beiden Puncte 
nach derselben Richtung unendlich weit liegen, was imra^ , wenn es nicht der Fall ist, 
durch eine schickliche Drehung eines der beiden Systeme bewirkt werden kann. Um die 
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SitnatioDspoiicte der beiden SjwUmt m eilialten, bnndMft wir Uofii die beiden dei- 
dumgen: 

va +K(pv 4-B =s 0, (4) 

t/b'+A^V+B = 0, 

xa bilden und dann Shnlich wie in der 83. Nnonner, die beiden nnbestiamrten Consboiten 
A und B so zn bestinnnen, dafe diese jGleidnngen identisch werden, was im Allgemeinen 
aof doppelte lYeise geschehen kann. Es gibt, im Allgemeinen, zwei Sitoation^oncte der 
beiden Systeme; diese können aber reell oder imaginAr sein, oder aodi xosammenlal- 
len. Die gerade Linie, welche diese beiden -Poncte robindet, ist immer reell; denn es 
werden die letzten beiden Gldchongen immer befriedigt, wenn wir zugleich: 

va = t/u', yv := yV, (5) 

setzen. Diese Gleichungen, welche keine anderen sind, als die Gleichungen (3), wenn 
wir n und n', t und ▼' auf dieselbe gerade Linie beziehen, stellen zwei reelle Pubcte dar, 
welche die fragliche gerade Linie verbindet. Diese gerade Linie ist eine Situations-Axe 
der beiden Systeme; auCser derselben gibt es aber auch noch zwei parallele Situations- 
Axen, welche durch die beiden Situationspuncte gehen. Von diesen Puncten kann einer 
auch noch unendlich weit auf der erstgenannten Axe liegen, alsdann rückt zugleich auch 
eine der beiden parallelen Axen unendlich weit, und die fragliche Verwandtschaft geht in 
Affinität fiber. In allen diesen Fsllen kOnnen wir die Verwandtschaft der beiden Sy- 
steme durch Gleichungen von folgender Form characterisiren: 

va = [v'u], «jpv = [yV], 

wobei akdann: 

u = 0, V = 0, 

die Gleichungen der beiden Situationspuncte sind. "Wir bemerken ferner, daCs es dann 
unendlich viele Situationspuncte gibt, wenn insbesondere 

V ff 

t/ €p' 

in diesem Falle verwandelt aich die fragliehe Verwandtschaft in Projectivitftt — 

Endlich ist auch noch derjenige Fall möglich, daCs die Gleichungen (5) nicht zugleich 
bestehen können, ohne dafs u und v unendlich werden. Dann aber ist es hinreichend, das 
eine System parallel mit sich selbst schicklich zu verschieben, um hervorzubringen, dafr 
die genannten beiden Gleichungen identisch werden. Es fallen in den durch jede dieser 
beiden Gleichungen dargestellten Punct die beiden Situation^uncte zusammen, und jede 
durch denselben gehende gerade Linie bt eine Situations-Axe: die beiden Systeme sind 
ikhnliche. 

97. Es bliebe uns jetzt nur noch fibrig, so wie wir früher auch imaginire Coordi- 
naten betrachtet haben, den Begriff des Imaginären in die Verwandtschaft der Colli- 
neation ebenfalls einzuführen. Aber da die bisherigen Erörterungen über diese Verwandt- 
schaft schon eine solche Ausdehnung erhalten haben, die, bei dem Zwecke der vorliegen- 
den Schrift, nur mit Bezugnahme auf die Wichtigkeit des Gegenstandes sich rechtfertigen 
läfiBt, so beg^öge ich mich damit, hier auf die Betrachtung des ImaginAren als etwas We- 
sentliches hiozuweisen^ das, wenn es bloCs in Beziehung auf Pnncte und gerade Linien 
auch entbehrlich scheinen sollte (was es aber, om gewisse Beziehungen zu erklären, kei- 
nes weges ist), seine ganze Bedeutung in der Verwandtschaft der Curven erhält Zwei 
solche collinear verwandte CuTFen werden überhaupt, wenn wir die Bezeichnung der 78. 

Num- 
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Nummer beibehalten, und durch das Symbol F beide Male dieselbe Function anzeigen, 
durch die Gleichungen; - 

F(i7,*) = 0, -F(i?',iy) = 0, 

dargestellt, und beide Gurren können auch dann reell sein, wenn V und d' zum Beispiel 
imaginär sind. Ich schliefse mit der Bemerkung, dafs bei der collinearen Verwandt- 
schaft der Gürven ganz neue Beziehungen zur Sprache kommen. — 

98. Ehe wir diesen Paragraph abbrechen, wollen wir auch noch die dritte Art des 
sich Ebtsprechens zweier Figuren (71) in dem einfachsten und wichtigsten Falle betrachten. 
Wir wollen nemlich sogleich die Yoraussetzun'g machen, dafs jedem Puncte der ersten 
Figur eine einzige gerade Linie der zweiten, und also, umgekehrt, auch jeder geraden Li- 
nie von dieser nur ein einziger Punct der ersten entspricht. Hieraus folgt noch keines- 
wegs, dafs auch jeder geraden Linie der ersten Figur nur ein einziger Punct der zweiten, 
und, Umgekehrt, einem einzigen Puncte der zweiten eine einzige gerade Linie der ersten 
entspricht. Wenn auch dieser letzten Bestimmung Genüge geschehen soll, so' drücken die 
folgenden Gleichungen: 

r,=:^, 1 = ^, (1) 

die Beziehung der beiden Figuren zu einander aus. 17 und | bedeuten wie bisher Punct- 
Goordinaten und i9*' und ^ Linien -Goordinaten irgend einer beliebigen Bestimmung: indem 
die Werthe tou diesen den Werthen von jenen gleich gesetzt werden, bestimmen sich ein 
Punct des ersten und eine gerade Linie des zweiten Systems gegenseitig auf lineare Weise. 
Irgend eine gegebene gerade Linie des ersten Systems können wir, bei gehöriger Bestim- 
mung von A und B, durch die Gleichung: 

17 + A^+B = 0, (2) 

darstellen, der entsprechende Punct* in dem zweiten Systeme wird alsdann durch die 
nachstehende Gleichung: 

t^'-4-Ar+B = 0, (3) 

dargestellt, indem die beiden unbestimmten Gonstanten dieselben Werthe behalten. 

Wir wollen denjenigen Punct. eines der beiden Systeme, der irgend einer geraden Li- 
nie des andern Systems entspricht, den Pol dieser Linie, unci diejenige gerade Linie eines 
der beiden Systeme, die irgehd einem Puncte des andern Systemcs entspricht, die Polare 
dieses Punctes nennen. Nach dem vorstehenden Algorithmus bestimmen sich die Pole in 
dem ersten und die Polaren in dem zweiten Systeme unmittelbar durch ihre Goordinaten, 
die Polaren in dem ersten und die Pole in dem zweiten Systeme aber durch lineare Glei- 
chungen. 

Wenn die Goordinaten mehrerer Puncte des ersten Systems die Gleichung (2) befrie- 
digten, »o liegen sie auf der durch diese Gleichung dargestellten geraden Linie: die Goor- 
dinaten der Polaren dieser Puncto in dem zweiten Systeme befriedigen alsdann die Glei- 
chung (3), und gehen also alle durch denjenigen Punct, welcher durch diese Gleichung ' 
dargestellt wird und in dem zweiten System der Pol der geraden Linie (2) ist. Umge- 
kehrt liegen in dem ersten Systeme die Pole solcher geraden Linien des zweiten Systems, 
welche in demselben Puiücte (3) sich schneiden, alle aui der geraden Linie (2) der Po- 
laren dieses Punctes im ersten Systeme. Von der andern Seite können wir, die beiden 
unbestimmten Gonstanten in der Gleichung (2) so bestimmen, dafs diese Gleichung nach 
einander mehrere gerade Liniim darstellt, welche alle durch einen gegebenen Punct (i7i,|i) 
gehen, alsdann liegen die jedesmaligen durch die Gleichung <3) dargestellten Pole dieser 
geraden Linie auf derselben geraden Linie, ibr welche & ^s=i V\ ^^id ^ = l^, und die 

10 
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also die Polare des festen Piinctes (171 , 1^) in dem zweiten Systeme ist. Umgekehrt gehen 
in dem ersten Systeme die Polaren aller solchen Puncte des zweiten, die in gerader Li- 
nie liegen, durch denselben Punct, den Pol dieser Linie in dem zweiten Systeme. Wir 
sehen hieraus, wie die Beziehung der beiden Systeme zu einaiider eine durchaus gegen- 
seitige ist. Wir nennen dieselben zwei reciprök verwandte, oder reciproke, und 
das aus dieser Art der Verwandtschaft fliefsende Princip, nach welchem di^ Relationen des 
einen zweier reciproken Systeme sich auf das andere übertragen lassen: Princip der 
ReciprocitS^t. 

Es ist offenbar, daCs wir die Fundamental- Gleichungen (1) mit andern: 

^ = V, ?=S', (4) 

welche,, bei näherer Functionen -Bestimmung, aus ihnen sich ableiten lassen, und nach wel- 
chen die Coordinaten -0' und ^ einer geraden Linie des ersten Systems bezüglich den 
Coordinatcn V ^^^ l' eines Punctcs des zweiten Systems gleich sind, vertauschen können. 

99. Die Verwandtschaft der Reciprocität hat grofse Analogie mit der Verwandtschaft 
der Collineation. So wie diese, hängt aijich sie von acht Constanten ab. So wie die 
CoUineation zweier Systeme auf lineare Weise bestimmt ist, wenn entweder vier Paare 
sich entsprechender Puncte oder vier Paare sich entsprechender geraden Linien gegeben 
sind, so ist die Reciprocität zweier Systeme auf lineare Weise bestimmt, wenn in irgend 
einem der beiden Systeme vier Puncte, und in dem andern Systeme die ihnen, als Pola- 
reUy entsprechenden geraden Linien gegeben sind. 

Wenn irgend drei Systeme vorliegen, von denen das erste (?;, D mit jedem der bei- 
den andern, (&, ^) und (i?*'', O 1° ^^r Verwandtschaft der Reciprocität steht, so rind 
diese letztem Systeme collinear verwandt. Denn aus den beiden Gleichungen -Paaren: 

welche wir als die Aussage der gemachten Voraussetzung betrachten können, folgt das 
Gleichungen - Paar : 

welches ausdrückt, dafs die beiden letzten. Systeme collinear verwandt sind«. Umgekehrt 
steht, wenn eines von zwei coUinearen Systemen mit einem dritten reciprök verwandt ist, 
auch das andere derselben mit diesem in der Verwandtschaft der Reciprocität. --* 

Wir können die Collineations- Verwandtschaft derselben beiden Systeme auf gleiche 
Weise durch jedes Paar der folgenden Gleichungen ausdrücken (78, 94): 

ri = v\ S = r; (5) 

indem wir die nicht accentoirten Buchstaben auf das erste und die accentuirten auf das 
zweite System beziehen. Zugleich können wir hierbei etwa 17 und | und zugleich ^ und 
^ ab Coordinaten einer von vorne herein willkührlich angenommenen Bestimmung anse- 
hen, ohne dadurch die Allgemeinheit der Collineations -Verwandtschaft zu beschränken: 
Durch die nachstehenden beiden Gleichungen können wir die allgemeine Verwandtschaft 
der Reciprocität ausdrücken: • 

V=^, 5 = ^. (1) 

Dann ist aber auch, nach den Gleichungen (5): 

*=:V, S = l'. (4) 

Wenn also irgend zwei cOUineare Systeme gegeben sind» and wir dann die Pancte des 
einen Systems als die Pole. der geraden Linien des andern betrachten » sq sind auch die» 
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jenen Poncten collinear entsprechenden, Puncto des zweiten Systems die Pole der, diesen 
geraden Linien collinear entsprechenden, geraden Linien des ersten Systems. Und, andrer- 
seits, wenn irgend zwei reciproke Systeme gegeben sind, und wir dann die Puncte der 
beiden Systeme so zusammennehmen, daCs sie einander collinear entsprechen, so entspre- 
chen auch- die Polaren dieser Puncte einander auf coUineare Weise. ) 
100. Wenn wir irgend einen gegebenen Punct nach einander als jedem yon zwei 
reciproken Systemen angehörig betrachten, so erhalten wir für die Polare in dem Jedes- 
maligen andern Systeme, im Allgemeinen, nicht dieselbe gerade Linie. Es gibt indefs, bei 
jeder beliebigen Lage der beiden Systeme, im Allgemeinen drei Puncte, welche die Ei- 
genschaft haben, dafs, gleichviel welchem der Systeme wir sie als angehT)rig betrachten, 
die beiden Polaren jedes derselben sich decken; so dafs es also auch, uifigekehrt, drei 
solche gerade Linien gibt, deren jeder zwei solche Pole entsprechen, die zusammenfallen. 
Auf die gegenseitige Beziehung jener drei Puncte und dieser drei geraden Linien, welche 
nothwendig ein und dasselbe Dreieck bestimmen, werden wir in der 103. !Nummer zurück- 
kommen. Um die obige Behauptung hier schon nachzuweisen, können wir, unbeschadet .der 
Allgemeinheit, in den beiden Paaren von Gleichungen (1) und' (4), von denen wir voraus- 
setzen, dafs jedes die Reciprocität derselben beiden Systeme ausdrtickt, & und i9^, so 
wie ^ und ^, als identisch dieselben Functionen zweier beliebigen Linien -Coordinaten be- 
trachten; soll alsdann derselben geraden Linie in beiden Systemen derselbe Punct als Pol 
entsprechen, so müssen für diesen Punct die beiden Gleichungen: 

1? = i?'> 1 = 1', 

welche die nachstehende mit sich bringen: 

befriedigt werden. Führen wir statt tj und $, V nnd |', der frühem Bezeichnung gemäfs, 
p, q, r und p', q', r ein, so gehen die vorstehenden Gleichungen in die folgenden über: 

qr' = q'r, pr' = pr, qp' = p'q, 

in denen wir die accentuirten Buchstaben als homogene ganze und lineare Functionen der 
nicht accentuirten ansehen können. Durch diese drei Gleichungen sind, umgekehrt, die 
fraglichen Puncte bestimmt. Zu dieser Bestimmung sind irgend zwei dieser drei Gleichun-. 
gen hinreichend, geben aber einen fremden vierten Punct, den wir auch, ohne die jedes- 
malige dritte Gleichung zu Rathe ziehen, sogleich ausschlieCsen können. 

10t. Wenn sich, indem wir von den Fundamental -Gldchungen (1) ausgehen und 
die frühere Bezeichnung beibehalten, für zwei willkührlich angenommene Puncte des er- 
sten Systems, 

S = ^.~ = ai, $ = irr.2^ = a, 

ri rj ' 

ergibt, so kommt für die Polare dieser Puncte in dem zweiten Systeme 

M V| -^ Vj 

Hieraus folgt unmittelbar: 

Pi . P« _ Ii . Z« _ fi 

r^ r^ i| iq a« 

und wenn wir auf dieselbe Weise, wie früher, geometrisch deuten, gelangen wir zu einer 
metrischen Relation, etwa zwischen den kürzesten Abständen zweier gegebenen Puncte 
von zwei gegebenen geraden Linien des erstens Systems, welche constant bleibt, wenn 

10* 
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wir, nach der reciproken UmgestaltoDg des Systems, an die Stelle der beiden» gegebenen 
Puncte die Pole der beiden gegebenen geraden Linien, und an die Stelle dieser beiden 
geraden Linien die Polarep der beiden gegebenen Puncte setzen. 

Wenn wir, im ersten Systeme, durch irgend zwei willkührlich angenommene Pmictc 
M und N eine gerade Linie legen, welche zwei beliebigen geraden Linien dieses Systems 
p und r in den beiden Puncten P und R begegnet, und dann, in dem zweiten Systeme, 
durch P' und R', den Polen von p und r, ebenfalls eine gerade Linie legen, welche m' 
und n' den Polaren von M und N , in den Puncten M' und I^' schneidet, so gibt die Deu- 
tung der letzten Gleichung unmittelbar auch: 

MP.NP _ PW.RW _ PW. FN' 
MR" NR ~ PN' '• R'N' ~ R'M'R'JS • 

Zugleich ist ersichtlich, dafs, bei der reciproken Umgestaltung, an die Stelle von vier 
harmonischen Theilungspunctcn vier Harmonicalen, und umgekehrt, treten, so wie auch, 
dafs an die Stelle einer Involution von Puncten eine Involution von geraden Linien, und 
umgekehrt, tritt. Denn hierbei verwandeln sich zmn Beispiel die Gleichungen: 

^+a| = 0, ati — ^ = Oy 

in die folgenden; 

&'+a^=iO, «*' — £'= 0. 

und während, bei beliebiger Bestimmung von ce, jene nach einander jedes Paar einer In- 
volution von geraden Linien ausdrücken, drücken diese^ nach einander, jedes Paar einer 
Involution von Puncten aus (32, 56). 

102. Wenn irgend zwei reciproke Systeme gegeben sind, so gibt es in jedem der- 
selben einen merkwürdigen Punct, dessen Construclion von der gegenseitigen Lage der 
beiden Systeme, und insbesondere also auch von der gegenseitigen Lage irgend zweier re- 
ciproken Figuren derselben, durchaus unabhängig ist. Er behält Bei einer beliebigen Fort- 
rückung des Systems, in Beziehung auf irgend eine Figur desselben, unverrückt dieselbe 
Lage. Betrachtet man nemlich nach einander eine unendlich weit entfernte gerade Linie, 
als jedem der beiden Systeme angebörig, so kann man, in dem jedesmaligen andern Sy- 
steme den Pol derselben bestimmen, und erhält alsdann, im Allgemeinen, zwei solche Puncte 
der beiden Systeme, die nicht zusammenfallen. Diese beiden Puncte nennt Herr Magnus 
die Mittelpuncte der beiden Systeme. 

Wir können den Mittelpunct jedes der beiden Systeme leicht construiren. Denn, der 
Definition nach, ist der Mittelpunct eines Systems, das wir als das erste unterscheiden 
wollen, der Pol einer geraden Linie, die in dem zweiten Systeme unendlich weit liegt, 
so dafs,- wenn wir, in dem zweiten Systeme, nach beliebiger Richtung parallele gerade Li- 
nien ziehen, die Pole dieser Parallelen auf einer solchen geraden Linin, die durch den 
Mittelpunct des ersten Systems geht, auf einem Durchmesser dieses Systems, liegen. 
Durch zwei solche Durchmesser ist der Mittelpunct des ersten Systems' bestimmt. Wenn 
wir, andrerseits, in dem zweiten Systeme die Pole solcher geraden Linien des ersten Sy- 
stems, die dem eben bestimmten Durchmesser desselben parallel sind, construiren, so lie- 
gen alle diese Pole auf einem Durchmesser des zweiten Systems, den wir, nach Herrn 
Magnus, den zugeordneten des eben bestimmten nennen wollen. Zwei zugeordnete 
Durchmesser der beiden Systeme stehen also in der gegenseitigen Beziehung zu einander, 
dafs jeder die Polare desjenigen Punctes ist, der auf dem andern unendlich weit liegt. 

Es jgibt nach dem Vorstehenden, im Allgemeinen, eine einzige Richtung, nach der ein 
Punct unendlich weit liegen mufs, wenn seine Polare in dem andern Systeme ein Durdi- 
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messer'von gegebener Richtung sein solL Sind hiernach A und A' irgend zwei zugeord* 
nete Durchmesser, und nehmen wir, nach der Richtung des Durchmessers A des ersten 
Systems, in dem zweiten Systeme einen Punct unendlich weit, so ist die Polare dieses 
Punctes im ersten Systeme ein solcher . Durchmesser , B, der, im Allgemeinen, nicht dem 
Durchmesser A des zweiten Systems parallel ist. Aber, wenn wir das erste System um 
seinen Mittelpunct schicklich drehen, so können wir dadurch dem Durchmesser A eine 
solche Richtung geben, dafs die beiden Durchmesser B und A parallel werden. Nach der 
gemachten Voraussetzung ist A dem zugeordneten Durchmesser yon B im zweiten Systeme, 
den wir B' nennen wollen, parallel. Wir können also zwei reciproke Systeme, durch 
blofse Drehung eines derselben um seinen Mittelpunct, in eine solche gegenseitige, Lage 
bringen, dafs von zwei Paaren zugeordneter Durchmesser A und A', B und B', von wel- 
ch^ wir das eine Paar willkührlich wählen können, A mit B' und B mit A parallel 
wird. 

Endlich wollen wir nun noch die beiden Systeme durch eine* parallele Verschiebung 
in eine solche Lage bringen, dafs ihre beiden Mittelpuncte einander decken, wonach dann 
auch die Durchmesser A und B', so wie B und A in dieselbe gerade Linie zusammenfallen. 
Jede der beiden auf diese Weise bestimmten geraden Linien können wir als einen Durch- 
messer jedes der beiden Systeme betrachten, und erhalten alsdann für den zugeordneten 
Durchmesser des andern Systems die jedesmalige andere derselbe^; so dafs also die Po- 
lare jedes beliebigen Punctes einer dieser beiden geraden Linien in jedem der beiden Sy- 
steme der andern parallel ist. 

In der 100. Nummer haben wir bewiesen, dafs es, im Allgemeinen, bei einer belie- 
bigen Lage zweier reciproken Systeme drei Puncte gibt, deren beidesmalige Polaren zu- 
sammenfallen. Bei einer concentrischen Lage der beiden Systeme ist der gemeinschaftliche 
Mittelpunct derselben offenbar ein solcher Punct. Es zeichnet sich derselbe indefs dadurch 
wesentlich aus, dafs, bei einer beliebigen Drel^ung der Systeme um diesen Punct, derselbe 
immer diese Eigenschaft behält; während wenn man überhaupt, bei einer beliebigen Lage 
der beiden Systeme, eines derselben um einen solchen Punct, dessen beidesmalige Pola< 
ren (nicht in unendlicher Entfernung) zusammenfallen, beliebig dreht, nach der Drehung, 
die beiden Polaren desselben einander nicht mehr decken. Hierin ist der Erklärungsgrund 
zu suchen, dafs es, abweichend von dem allgemeinen Falle, bei einer concentrischen Lage 
der beiden Systeme, aufser dem Mittelpuncte, sonst keinen Punct, weder in endlicher noch 
unendlicher Entfernung, gibt, dessen beide Polaren zusammenfallen; dafs wir aber, durch 
eine schickliche Drehung eines der beiden Systeme um den gemeinschaftlichen Mittelpunct, 
diesen eine solche gegenseitige Lage geben können, dafs die beiden Polaren jedes Punc- 
tes, und also auch die beiden Pole jeder geraden Linie, einander decken. Diese Lage 
ist diejenige, die wir oben schon bezeichnet haben, was wir unter andern auch auf die 
nachstehende Weise zeigen können. 

Die metrische Relation der vorigen Nummer vereinfacht sich, wenn sich in dem einen 
System unter den beiden Puncten der 'Mittelpunct und unter denT beiden geraden Linien 
eine unendlich weit ^tfernte befindet; ein Gleiches findet alsdann in dem zweiten Sy- 
steme Statt. Nennen wir C und G die Mittelpuncte der beiden Systeme und lassen die^ 
selben an die Stelle, der beiden Puncte treten, die wir früher durch M und P^ bezeich- 
net haben, so müssen wir p und m' für die beiden unendlich weit entfernten geraden 
Linien der beiden Systeme nehmen. Dann reducirt sich aber die letzte Gleichung der vo- 
rigen Nummer auf ^ 
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NR _ RW 

CR ~ CW" 

In der oben bezeichneten Lage der beiden Systeme fallen tnrOrderst die' beiden Ifittel- 
poncte C und C zusammen. Dann wollen wir den Punct N auf einem der beiden »ige- 
ordneten DurchiDesser A und B', die mit den zugeordneten Durchmessern B und A' zu- 
sammenfallen, beliebig annehmen; die Polare desselben , n', in dem zweiten Systeme ist 
alsdann dem andern zugeordneten Durchmesser parallel, und schneidet den ersten Durch« 
messer in dem Puncte 'S', dessen Polare in dem ersten Systeme dem zugeordneten Durch- 
messer ebenfalls parallef ist und durch ihren Pol, den Punct N, geht Die gerade Linie 
h' wollen wir zugleich für die willkührliche Linie r des ersten Systems nehmen, dann liegt 
der' Punct R', der Pol dieser geraden Linie, in dem zweiten Systeme ebenfalls auf dem 
ersten Durchmesser. Der Punct R, in welchem der erste Durchmesser von der Linie r 
geschnitten wird, und dessen Polare durch R' geht und mit dem zugeordneten Durchmes- 
ser parallel ist, fällt folglich mit dem Puncte N' zusammen. Hiemach zeigt die letzte Glei- 
chung, dafs auch die Puncte R' und N zusammenfallen. Es decken sich also die beiden 
Poncte R und ii\ so wie ihre beiden Polaren in den beiden Systemen , weil sie durdi 
die beiden zusammenfallenden Puncte R' und N gehen und dem zugeordneten Durchmes- 
ser parallel sind. 

Hieraus ziehen wir zunächst den Schluft , dafs die beiden Polaren jedes Punctes jedes 
der beiden in Rede stehenden zugeordneten Durchmessers zusammenfallen, und dann, was 
unmittelbar hieraus hervorgeht, dafs ein Gleiches für jeden beliebigen Punct Statt findet 
Insbesondere folgt dann auch, dafs wir, in der besagten Lage, den einen von zwei zu- 
geordneten Durchmessern nach einander als jedem der beiden, Systeme angehOrig betrach- 
ten können. — ' " 

103. Ich habe im zweiten Bande der „Entwickelungen^ die Theorie der Reciproci- 
tat aus einem andern Gesichtspudcte entwickelt und dieselbe auf die Variation der 
Constanten gegründet (Unter demselben Gesichtspuncte ISfst sich auch die Theorie 
der CoUineation darstellen.) Wenn rj und S beliebige Punct -Coordinaten in zwei Sy- 
stemen bedeuten, so stellt die Gleichung: 

.i?V+ll' = i, (1) 

wenn wir tj' und ^ als constant betrachten, eine gerade Linie des ersten Systems dar, als 
deren Pol wir denjenigen Punct des zweiten Systems bezeichnen können, der dnr<^ die 
beiden constanteh Werthe von r/ und ^ bestimmt ist. Wenn wir 17 und | constante 
Werthe beilegen, so stellt dieselbe Gleichung (1) eine gerade Linie des zweiten Systems 
dar, als deren Pol wir gegenseitig denjenigen Punct des ersten, der durch die beiden cod- 
stanten Werthe von 17 und | J>estimmt ist, bezeichnen können. 

Wenn wir in der vorstehenden Gleichung 17 und | einerseits, tind t/ und ^ andrer- 
seits, auf einen und denselben Punct beziehen, so drückt diese Gleichung diejenige Rela- 
tion aus, die Statt finden mufs, wenn dieser Punct in seine Polare fallen soll, und zugleich 
sehen wir, dafs diese Relation dieselbe bleibt, gleichviel in welchem der beiden redpro- 
ken Systeme wir die Polar -Bestimmung machen. Denken wir uns die beiden Goordma- 
ten 7i und 1*, vermittelst acht unbestimmter Constanten, durch rj und £ oder, umgekehrt, 
diese Coordinaten durdi jene ausgedrückt, s^ erkennen wir sogleich, dafs der geometri- 
sche Ort für solche Puncte, die in ihre Polaren fallen, ein Kegelschnitt ist Diese 
Polaren selbst umhüllen ihrerseits einen zweiten Kegelschnitt, tras unmittelbar sidi 
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ergibt y wenn wir die Reciprodtät der beiden Systeme, statt durch Pnnct- Coordinaten wie 
in der Gleichung (1), durch Linien-Coordinaten ausdrücken. 

Wenn wir irgend einen Punct beliebig annehmen/ so erhalten wir zwei gerade Li* 
nien, als Polaren dieses Punctes in den beiden Systemen. Liegt der Punct insbesondere 
auf dem Umfange des ersten der eben bestimmten beiden Kegelschnitte, so sind die bei- 
den Polaren desselben diejenigen beiden Tangenten des zweiten Kegelschnittes, welche 
in dem angenommenen Puncte sich schneiden. Wenn dieser Punct den Umfang des er- 
sten Kegelschnittes durchläuft, so berühren die beiden Polaren dieses Punctes fortwäh- 
rend den zweiten Kegelschnitt, in der Art, dafs dieser auf doppelte Weise von einer ge- 
raden Linie, die in zwiefachem Sinne sich fortbewegt, umhüllt wird. Wenn wir andrer- 
seits eine gerade Linie, beliebig annehmen, so erhalten wir zwei Puncte als Pole dieser 
geraden Linie in den beiden Systemen. Berührt diese gerade Linie insbesondere den zwei- 
ten Kegelschnitt, so liegen ihre beiden Pole auf ihr selbst und sind also die beiden Durch- 
schnittspuncte dieser geraden Linie mit dem ersten Kegelschnitte. Während also die ge^ 
rade Linie, den zweiten Kegelschnitt umhüllend, sich fortbewegt, beschreiben ihre Pole 
beide, jedoch nach entgegengesetzter Richtung fortrückend, den ersten Kegelschnitt. 

Da die allgemeinste Bestimmung der Verwandtschaft der Reciprocität nur von acht 
Constanten abhängt, so ist das System der fraglichen beiden Kegelschnitte durch eine 
gleiche Anzahl von ConstantcP' vollständig bestimmt, und da zu der Bestimmung eines Ke- 
gelschnittes überhaupt fünf Constante gehören, so sind jene beiden Kegelschnitte nicht ir- 
gend zwei beliebige, die wir, unabhängig von einander, von vorne herein willkührlich an- 
nehmen können. £s ist leicht, auch ohne auf analytische Entwickelungen uns zu stützen, 
die Beziehung der beiden Kegelschnitte zu einander aufzufinden. 

Wenn nemlich der erste und zweite Kegelschnitt einen Punct M gemein haben, so 
fajllen die beiden Polaren dieses Punctes in die Tangente des zweiten Kegelschnittes im 
Puncte M zusammen. Hiernach fallen nothwendig auch die beiden Pole dieser Tangente 
zusammen, so dafs diese Tangente des zweiten Kegelschnittes zugleich auch eine Tan- 
gente des ersten Kegelschnittes ist, und diese beiden Kegelschnitte also im Puncte M sich 
berühren. Die vjer, reellen oder imaginären Puncte, welche überhaupt zwei Kegelschnitte 
mit einander gemein haben, fallen hier also paarweise zusammen: die beiden Kegelschnitte 
haben einen doppelten Contact. Das System zweier solchen Kegelschnitte hängt, wie 
die Verwandtschaft der Reciprocität, nur von acht Constanten ab. 

.Wir bemerken zugleich, dafs, weil die beiden . Berührungspuncte zwei solche Puncte. 
sind, deren Polaren in den beiden Systemen bezüglich in den beiden gemeinschaftlichen 
Tangenten zusammenfallen, der Durchschnittspunct dieser Tangenten der dritte Punct ist, 
dessen beide Polaren ebenfalls zusammenfallen, was in der Berührungs-Chorde der bei- 
den Kegelschnitte geschieht. Die beiden Berührungspuncte und die beiden gemeinschaftli- 
chen Tangenten können bei einer . doppelten Contacte imaginär werden: die Berührungs- 
Chorde und der Durchschnittspunct der beiden gemeinschaftlichen Tangenten bleiben aber 
immer reell. Zwei ähnliche ähnlich liegende und concentrische Kegelschnitte sind als zwei, 
auf einer unendlich weit entfernten geraden Linie sich doppelt berührende anzusehen, und 
der doppelte Contact ist, je nachdem die beiden Kegelschnitte Hyperbeln oder Ellipsen 
sind, ein reeller odei* imaginärer. 

Wir erhalten durch die Vermittelung der bdden fraglichen Kegelschnitte sogleich die 
»Dgemeinste Construction der Pole und Polaren. (In den» der Anschaalichkeit wegen, 
beigefügten Figuren sind irgend zwei concentrische Kreise für die beiden sich doppelt be- 
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rührenden Eegelscbnitte genommen und zwar der starker aoBgedrfickte Kreis f&rdenzwei- 

Fig. 15. ten Kegelschnitt.) Es sei in der 15. Figur AA eine gerade Linie, deren Pole in den bei- 
den Systemen construirt werden sollen. 'Wenn diese gerade Linie den ersten Kegel- 
schnitt in reellen Puncten schneidet, so können wir von |edem der beiden Dnrchnittsponcte, 
im AIIgemeineD, zwei Tangenten an den zweiten Kegelschnitt legen. Von diesen Tangen- 
ten 66 und 6'6^ HH und H'H' correspondiren einander die erste und dritte und die 
zweite und vierte in der Art, dafs, wenn man sich den ersten Dnrchschnittspunct auf dem 
Umfange des ersten Kegelschnittes, bis er in den zweiten Dnchschnittspunct fällt, fortge* 
rückt denkt, die correspondirenden Tangenten zusammenfallen würden* Der Punct P, in 
welchem 66 und HH sich schneiden, ist der Pol von AA in dem einen Systeme, und der 
Punct P', in welchem die beiden andern einander correspondirenden Tangenten sich schnei- 
den, ist der Pol derselben geraden Linie in dem zweiten Systeme. 

Fig. 16. Es sei ferner (Fig. 16.) A ein gegebener Punct, dessen Polaren construirt werden 
sollen. Legt man zu diesem Ende, von A aus zwei «Tangenten an den zweiten Kegel- 
schnitt, welche den ersten in den Puncten 6 und 6', H und H' schneiden, so sind, wenn 
einerseits 6 und Hund andrerseits 6' und H' durch zwei gerade Linien PP und FP' ver- 
bunden werden, diese geraden Linien die Polaren des gegebenen Punctes A in den beidm 
Systemen , vorausgesetzt, dafs die obigen vier Durchschnittspuncte so bezeichnet sind, dals» 
wenn man die Tangente 66' sich fortgerückt denkt, bis sie mit HH' zusammenföUt, die 
Puncte 6 und H einerseits und die Puncte 6' und H' andrerseits zusammenfallen. 

Wenn die vorstehenden Pol- und Polar -Bestimmungen, dadurch dafs die angezeigten 
Constructionen imaginär oder unbestimmt werden, ihre Anwendbarkeit verlieren, so kön- 
nen wir immer den Pol einer geraden Linie finden, indem wir für irgend zwei ihrer Puncte, 
wie oben, die Polaren suchen, welche sich alsdann in dem verlangten Pole schneiden; 
und umgekehrt können wir immer, wenn ein Punct gegeben ist, die Pole irgend zweier 
in diesem Puncte sich schneidenden geraden Linien suchen, wonach alsdann diejenige ge> 

Fig. 17. rade Linie, welche die beiden Pole verbindet, die verlangte Polare ist. In der 17« Fignr 
sind P'P' und P"P" die Polären der beiden Puncte ri und ?r" (in einem der beiden Sy- 
steme), es ist alsdann ^, der . Durchschnitt von P'P' und F'P" der Pol der geraden Linie 
PP, welche die beiden Puncte ^i und 7^ verbindet und diese Yerbindungs- Linie also die 
Polare jenes Durchschnittes. 

Wenn in der vorigen Constrnction die gerade Linie PP dem zweiten Kegelschnitte 
.begegnet und wir die beiden Durchschnittspuncte für die Puncte ri und ri* nehmen, so er- 

Fig. 18. halten wir folgende Construction des Poles der geraden Linie. Man lege (Fig. 18.) in 
ii und ^^ Tangenten an den zweiten Kegelschnitt, und in den bezüglichen Durchschnit- 
ten dieser Tangenten mit dem ersten Kegelschnitte wiederum zwei Tangenten an diesen. 
Die letztgenannten beiden Tangenten P'P' und W^ schneiden sich alsdann in dem ver- 
langten Pole %. Die Umkehrung dieser Construction liefert die Construction der Polaren 
eines gegebenen Punctes. Ist dieser Punct tt, und legt man von diesem Puncte aus zwei 
Tangenten P'P' und P^P' an den ersten Kegeltchnitt und von den Berührungspuncten 
auf diesen Tangenten aus zwei bezügliche neue Tangenten an den zweiten Kegelschnitt, 
so ist diejenige gerade Linie PP, welche die beiden Berührungspuncte auf diesen neuien 
Tangenten, die Puncte ri und ri\ verbindet, die verlangte Polare.« 

Es .ist leicht, nach dem Vorstehenden die beiden Mittelpuncte in den beiden re- 

dproken Systemen zu finden. Wir brauche zu diesem Ende blofs in jedem Systeme die 

Polaren irgend zweier Puncte, die nach beliebig angenommenen Richtungen unendlich weit 

I . lie- 
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liegen, m besthomen. Der Dorchschnitt der beiden Polar^i ist alsdann der Mittelpunct 
des jedesmaligen Systems. Wenn die beiden zur Bestimmung der Reciprodtät dienenden 
Kegelschnitte insbesondere concentriscb, Ähnlich und ähnlich liegend sind, so sind die 
beiden reciproken Systeme ebenfalls concentrisch, und, umgekehrt, nvenn diese concen* 
trisch sind, mufs die Berührungs-Chorde jener beiden Kegelschnitte unendlich weit liegen 
(102), und diese also in der eben bezeichneten Beziehung zu einander stehen. Die Mit- 
telpuncte der beiden Systeme fallen alsdann mit den Mittelpuncten der beiden Kegel- 
schnitte zusammen. Die Bestimmung des Systems dieser Kegelschnitte hfingt, wie die Be- 
ciprocität im Toriiegenden Falle, blofs noch von sechs Constanten ab. 

Wir haben schon in der vorigen Nummer bemerkt, dafs wir zweien concentrischen 
reciproken Systemen, indem der Mittelpunct derselbe bleibt, immer eine solche gegensei- 
tige Lage geben können, dafs in den beiden Systemen die beiden Pole jeder gegebenen 
geraden Linie, so wie die beiden Polaren jedes gegebenen Ponctes, zusammenfallen. Diefs 
setzt voraus, dafs alsdann an die Stelle der baden zur Vermittelung der Construction die- 
nmden Kegelschnitte ein einziger tritt, damit die Pole der Tangenten dieses einzigen 
Kegelschnittes beide in den BerQhrungspuncten auf denselben zusammenfallen. Hiemach 
tritt uns die doppelte Aufgabe entgegen: wenn die ReciprodtSt zweier Systeme divch zwei 
concentrische, ähnliche und ähnlich liegende Kegelschnitte geometrisch bestimmt ist, die 
beiden Systeme durch die Drehung des einen um den gemeinschaftlichen Mittelpunct in 
die, eben näher bezeichnete, gegenseitige Lage zu bringen, und dann den einzigen Kegel- 
schnitt zu construiren, der allein, in dieser Lage der Systeme, zur Bestimmung der Red- 
procität hinreicht. 

In der beigefügten 19. Figur sind für die beiden gegebenen Kegelschnitte zwei con-Fig. 19. 
centrische Kreise genommen. Wenn wir alsdann einen dritten (den in der Figur am 
stärksten ausgedrückten) Kreis beschreiben, dessen Radius mittlere Proportionale zwischen 
den Radien der beiden gegebenen Kreise ist, so fiberzeugt man sich mit leichter Mühe, 
dafs die beiden Polaren jedes Punctes dieses dritten Kreises eben diesen Kreis berühren. 
In dem ersten Systeme sind zum Beispiel die Polaren der Puncte Q, M", N, M*, bezüg- 
lich die Tangenten in M'', N, M', P; im zweiten Systeme sind die Polaren der Puncte 
P, M', N, M" bezüglich die Tangenten in M', N, M'', Q. Drehen wir hiemach das erste 
System um den gemeinschaftlichen Mittelpunct so, dafs der Punct M' nach N rückt, so 
fällt die Polare von N im ersten Systeme in die Tangente in N, die gerade Linie MM. 
Drehen wir femer das zweite System nach entgegengesetzter Richtung so, dafs der Punct 
M'' nach N rückt, so fällt auch die Polare von N im zweiten System in die gerade Linie 
MM. Nach dieser zwiefachen Drehung fallen also die beiden Polaren des Punctes N zu- 
sammen, und zwar in eine solche gerade Linie, welche durch diesen Punct geht. Es bt 
klar, dafs in der neuen Lage der beiden Systeme gegen einander die Polare jedes Punctes 
des dritten Kreises die Tangente desselben in diesem Puncte und der Kreis selbst also 
der zu bestimmende Kegelschnitt ist. 

iStatt die Systeme beide, nach entgegengesetzter Richtung, zu drehen, brauchen wir 
blofs eines derselben um einen Winkel, der durch den Bogen M'M" des dritten Kreises 
gemessen wird, zu drehen, und zwar, entweder das erste nach der Richtung von M' zu 
M", oder das zweite nach der entgegengesetzten Richtung von M'' zu M'. Dieser Winkel 
wird offenbar auch durch denjenigen Bogen des ersten gegebenen Kreises gemessen, wel- 
cher durch eine beliebige Tangente an den zweiten Kreis bestimmt wird. 

Wenn wir den ersten und zweiten gegebenen Kreis gegenseitig mit einander vertan- 

11 
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tauschen, so dafs der zwdte Kreis den gröfsern Dordnnesser erhält, so ivird der dritte 
Kreis imaginär, und wir erhaken also einen einzigen imaginären Kegelschnitt zur 
Polar-Bestimioong, die nichts desto weniger immer reell bleibt. 

Da nach jeder a£ßnen Umgestaltong zwei ursprÜDglich reciproke Systeme immer reci- 
prok bleiben, und auch, wenn sie die in Rede stehende Lage ursprfinglich haben, dieselbe 
beibehalten, so ist klar, dafs,- wenn statt der beiden Kreise irgend zwei concentrische, 
ähnliche und ähnlich liegende Ellipsen, zur Bestimmung der Redprodtät, gegeben sind, 
bei gehöriger Drehung der Systeme an die Stelle der beiden Ellipsen eine einzige diesen 
ähnliche Ellipse tritt, deren Durchmesser mittlere Proportionalen zwischen den jedesma- 
ligen beiden entsprechenden Durchmessern der beiden gegebenen Ellipsen sind. 
Fig. 20. Um noch mehr Licht über die Natur der Redprodtät zu Terbreiten, wollen wir 
schliefslich noch den Fall betrachten, dafs der Contact der beiden zur Bestimmung der- 
selben dienenden Kegelschnitte auf einem gemeinsamen Durchmesser derselben Statt findet, 
und zwar für den ersten Kegelschnitt einen Kreis, für den zweiten eine Ellipse nehmen. 
Zuvörderst müssen wir indefs eine allgemeine Bemerkung vorausschicken, die sich auf ei- 
nen Unterschied in der Polar- Bestimmung, je nachdem die beiden Kegelschnitte einen ima- 
ginären oder reellen Contact haben, bezieht. Wenn nemlich, in dem Falle eines imagi- 
nären Contactes, auf welchen die bisher beigefügten Figuren Bezug haben, ein Punct den 
Umfang des ersten (äufsem) Kegelschnittes durchläuft, so umhüllt die Polare dieses 
Pnnctes in jedem der beiden Systeme den zweiten Kegelschnitt, indem sie immer in 
demselben Sinrne sich fortbewegt, und der Sinn der Bewegung ändert sich bloCs von dem 
einen Systeme zum andern. Wenn aber, in dem Falle eines reellen doppelten Contactes, 
ein Punct den ersten (äufsern) Kegelschnitt in demselben Sinne durchläuft, so umhüllt 
die Polare dieses Punctes in jedem der beiden Systeme den zweiten Kegelschnitt; indem 
sie von einem Berührnngspuncte zum andern in demselben Sinne, von diesem Berührungs- 
puncte zu jenem aber in entgegengesetztem Sinne sich fortbewegt. In der 20. Figur ha- 
ben die geraden Linien N^N", N'N^^ P^P", P'P,^ zu Polen in einem Systeme, das wir als 
das erste bezeichnen wollen, die Puncte N^, !N', P,, F und im zweiten Systeme die 
Pnncte N", N„ P", P,,. 

Die beiden gegebenen Kegelschnitte haben bekanntlich zwei zugeordnete Durchmesser 
. gemeinschaftlich, von welchen der eine durdi die beiden Berührnngspuncte geht. In die- 
sen Durehmesser fallen die beiden Polaren desjenigim Punctes^ der nach der Richtung des 
andern Durchmessers unendlich weit liegt, zusammen, so dafs auf demselben die bdden 
Mittelpuncte der beiden Systeme liegen. Um diese Mittelpuncte vollständig zu bestimmen, 
können wir nach beliebiger Richtung an den zweiten Kegelschnitt zwei parallele Tangen* 
ten, etwa N^" und P,P'', ziehen und die vier Durchschnittspuncte dieser beiden Tangen- 
ten mit dem ersten Kegelschnitte durch die beiden geraden Linien N,P^ und NT" verbin- 
binden. Auf diesen geraden Linien liegen alsdann die bdden gesuchten Mittelpuncte C, 
und C^ im ersten und zweiten Systeme. 

Wenn wir femer von irgend einem Puncte Q desjenigen zugeordneten Durchmessers 
der beiden Kegelschnitte, der nfcht durch die bdden Berührnngspuncte geht, zwei Tm- 
genten an den zweiten Kegelschnitt legen, und diese den ersten Kegelschnitt in den vier 
Pnncten N^ und N', M" und N^, schneiden, so sind die beiden Polaren des Punctes Q in 
den beiden Systemen diejenigen beiden geraden Linien N^N' und !N"N^^, welche die, auf 
derselben Seite des letztgenannten Durchmessers liegenden, beidesmaligen Durchschnitts- 
puncte verbinden. Wenn, wie in dem Falle der Figur, die bdden zugeordneten Durch- 
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messer aof einander senkrecht stehen, so kOnnen wir das erste System durch eine Dre- 
hung um den Durchmeser CQ, als um eine feste Axe, so umwenden, dafis, nach der 
Umwendung, während der Punct Q unyerftndert dieselbe Lage behalten hat, die beiden 
Polaren dieses Punctes in den beiden Systemen, N^N' und N'V^^, zusammenfallen. Auf 
gleiche Weise fallen alsdann die beiden Polaren jedes Punctes des besagten Durchmessers 
zusammen, und hiemach die beiden Polaren jedes beliebigen Punctes. Nach der Umwen- 
dung fMlt alsdann der Mittelftmct des ersten Systems C^ in den Mittelpunct des zweiten 
Systems C^. 

Derjenige. Keg^ehoitt, welcher, nach der Umweikdung, allein zur Polar-Bestimmung 
hinreicht, hat offenbar den gemeinschaftUdien Mittelpunct der beiden reciproken System! 
auch zu dem seinigen, und zwei zugeordnete Durchmesser desselben haben mit denjenigen 
beiden, welche den beiden ursprünglich gegebenen Kegelschnitten gemeinschaftlich sind, die- 
selbe Richtung. Zur Tollständigen Bestimmung dieses dritten Kegelschnittes reicht es hin, 
zwei gerade Linien zu kennen, die durch ihre Pole gehen. Offenbar aber ist eine solche 
^etede Linie diejenige Xiaie M'M", weldte nrit C^C^ parallel ist und den zweiten gege- 
benen Kegelschnitt berührt, und aof ihr VT der Pol. Eine zweite solche gerade Linie ist 
femer diejenige Tangente des zweiten Kegelschnittes, welche durch R, einen Durch- 
schnitt des Durchmessers CQ mit dem ersten Kegelschnitt, geht, und auf ihr R der Pol. 
Der zu bestimmende Kegelschnitt, berührt also die beiden geraden Linien M'M" und RG 
bezüglich in Bl" und R; er ist, im Falle der Figur, die stärker ausgedrückte Hyperbel. 

Nach den letzten Entwicklungen müssen wir zwei verschiedene Fälle unterscheiden: 
es können zwei reciproke Systeme entweder eine solche Lage haben, daCi eine blofse 
Verrückung eines der beiden Systeme hinreicht, damit die zwiefache Polar -Bestimmung 
identisch dieselbe werde; oder die Lage derselben kann von der Art sein, daCs überdiefs 
auch noch eine Umwendung eines der beiden Systeme hierzu erforderlich ist. Man 
sieht leicht ein, dafs, überhaupt, der Coutact der beiden zur Constraction der Pole und 
Polaren dienenden Kegelsdmitte ein imaginärer im ersten und ein reeller im zweiten 
Falle ist. Zwischen diesen beiden Fällen bildet der Fall, dafs die beiden Kegelschnitte 
sich vierpunctig osculiren, den Uebergang, und bezeicimet somit eme eig^ntbümliche 
Art der Recipfocitäts -Verwandtschaft. 

Wenn wir diejenige Polar-Bestimmun^ die in den beiden Systemen identisch dieselbe 
ist, zu Grunde legen, so erhalten wir diejenigen Constructionen, auf welche die Herren 
Poncelet und Gergonne zuerst das Princip.der Reciprocität gegründet haben. 
Die RedproGität hängt alsdann nur von einem einzigen Kegelschnitte, nur von fünf Con- 
stanten ab, während, dieselbe, wie ich sie znerst, unbekannt mit den bezüglichen Arbeiten 
der beiden eben genannten Geometer und bald nachher aus der Variation der Constanten 
digeleitet hhbe, von acht Co&stanten abhängt. Herr Magnus hat hierauf zuerst ge- 
zeigt, daüs sich, durch eine schickliche Lagen -Aenderung des einen Systems gegen, dap an- 
dere, der allgemeine Fall immer auf den besondem zurückführe läfst. In dem Vonte- 
henden habe ich neue Beziehungen angedeutet, die, weiter auszufiihren, die Absicht die- 
ser Schrift verbietet. 
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Zureiter Abselmitt. 

Die Curven zweiter Ordnung und zweiter Classe. 



§• 1- 

IMseaiMion der allgemeinen C^lelehnny des vwelten Orade« 

svrlsclien asurel Teränderlleben Carduben. 

104. Es sei: 

(p^+2a^+ß^f/^+2r^+28xp+8 == (1) 

die allgemeine Gleichung des zweiten Grades zwischen den beiden verSnderlichen Groben 
fp und xpf denen wir vorerst durchaus keine geometrische Bedeutung unterlegen wollen. 
Wir haben dem ersten Gliede keinen Coefßcicnten gegeben, damit die Anzahl der unbe- 
stimmten Coefficienten sich auf die nothwendige reducire. Wollten wir diesem Gliede 
dennoch für besondere Zwecke irgend einen Coefficienten x hinzufügen, so hiefse das, die 
ursprQnglichen Werthe der Constanten durch x dividiren. Hiemach können wir von der 
einen Annahme unmittelbar zur andern übergehen; eine homogene Bediogungs- Gleichung 
zwischen den ursprünglichen Coefficienten, zum Beispiel ßy = aS^ bleibt in der neueo 
Annahme unvermindert dieselbe, eine nicht homogene mufs durch Hinzufügung von x ho- 
mogen gemacht, zum Beispiel die Gleichung: a* = /?, in folgende: a^ = xß^ verwandelt 
werden. 

An die Stelle der vorstehenden Gleichung kann man, im Allgemeinen, jede andere 
setzen, welche ebenfalls vom zweiten Grade ist und fünf unbestimmte, von einander un- 
abhängige Constante enthält. Zugleich lassen sich, indem man die beiden Gleichungen als 
identische betrachtet, die neuen Coefficienten durch die ursprünglichen bestimmen. Für 
jede besondere Annahme bleibt dann die Untersuchung, ob die fünf Gleichungen, die man 
auf diesem Wege zur Bestimmung der fünf neuen Constanten erhält, von der Art sind, 
dafs diese Bestimmung Überhaupt und insbesondere auf lineare Weise möglich ist, und 
danp femer, in welchen Fällen die neuen Constanten reelle oder imaginäre Werthe erhal- 
ten, und ob es besondere Fälle gibt, in welchen sie unbestimmbar werden. 

Wir wollen hier die Gleichung von folgender Form annehmen: 

((f+ayj+h) (qp+aVH-b')+^ = 0, (2) 

deren erster Theil das Product zweier ganzen und linearen Functionen, jede mit zwei 
Constanten, ist, und die aufserdem noch eine unabhängige Constante enthält. Es ist diefs 
die einfachste Weise, eine Gleichung zweiten Grades zu bilden, in welcher, statt der ur- 
sprünglichen beiden veränderlichen Gröfsen q) und fp, ganze und lineare Functionen der- 
selben, und zugleich dieselbe Anzahl von Constanten vorkommen. 
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105. Wenn wir die Torstehende Gleichang entwickeln und die Coeffidenten der 
entwickelten Gleichung den* entsprechenden Coefficienten in der ursprünglichen gleich 
setzen, so kommt: 

aa' = ß, 

h+V — 2/, 

ab'+a'b = 2S\ 

hh'+fi = «. 

ZuTÖrderst sehen wir, dafs wir aus diesen Gleichungen , im Allgemeinen, die fünf neuen 
Constanten durch die ursprünglichen ausdrücken können. Denn die beiden ersten die- 
ser Gleichungen geben a und a', dann die beiden folgenden b und b' und endlich die 
letzte c. 

Die beiden Gleichungen: 

a+a' = 2a, aa' = /?, (3) 

zeigen, dafs ( — a) und (— a') die beiden Wurzeln einer und derselben Gleichung zweiten 
Grades sind, nemlich der. folgenden: 

z*+2az+/9 = 0, 
und dafs also die Werthe der beiden ersten Constanten reell, einander gleich oder ima- 
ginSr sind, je nachdem 

«*— ^>0, , a^—ß = 0, «*— ^<0. 

Sobald a und a' bekannt sind, geben die beiden Gleichungen: 

b+b' = 2y, ab'+alj = 2J, (4) 

die Werthe der beiden Constanten b und b'. Und zwar bt diese Bestimmung durch end- 
liche Werthe und auf einzige Weise immer möglich, mit AusscUuCb des Falles, dafs 
a =1 a', oder 9 was dasselbe heifst, dafs 

a^ — /9 = 0. (5) 

In diesem Ausnahms- Falle ist: 

ab'+a'b = a(b+b') = 29ty = 2ar, 
und mithin kommt: 

S—hy = 0. (6) 

Wenn diese letzte Bedingungs- Gleichung zwischen den ursprünglichen Constanteu nicht 
Statt findet, so können die beiden Gleichungen (4) nur durch unendliche Werthe von 
b und b' zugleich befriedigt werden; wenn sie Statt findet, so werden diese beiden Glei- 
chungen identisch, so dafs wir erst eine der beiden Constanten b und b' willkührlich an- 
nehmen müssen, um die andere zu bestimmen. Wenn wir die Werthe dieser Constanten 
aus den Gleichungen (4) wirklich herleiten, so ergibt sich: 

a— a a — a 

Es sind diese Werthe also reell oder imaginär, je nachdem a und a' reell oder imaginär 
sind; sie werden unendlich, wenn a = a', und demnach die Gleichung (5) Statt findet, 
und erscheinen unter der Form J, wenn zugleich die Bedingungs-Gleichimg (6) befriedigt 
wird. Aus den letzten beiden Gleichungen erhält man: 
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Endlich bleibt uns nur noch die iQnfte Gonstante ^ xa bestimmen fibri^ Es ist 

fi = «— bb', 
and wenn wir in diese Gleidiong für \M den Torstebenden Ansdmck sobstitniren, fin- 
den wir: 

Der Werth fi ist ^^ immer reell, es mögen a nnd a\ b und b' reell oder imaginär 
sein, und immer ein einziger, vollkommen bestimmter, wenn b und b' bestimmte Werthe 
haben. Wenn /i = 4) ist, so zerfällt der ente Theil der Gleichnng (2), und also auch 
der ihr identischen Gleichung (1), in zwd Factoren des ersten Grades. DieCs findet also 
Statt, wenn 

und insbesondere anch, wenn diese Bedingnngs- Gleichung in die folgenden beiden sidi 
auflöset : 

a — ay = 0, a*— /?=0. (9) 

In diesem letztem Falle stellt sich der Werth für /t unter der unbestimmten Fonn { dar, 
weil wir zur Bestimmung der beiden Constanten b und b\ von welchen /ia abhängt, nur 
eine einuge Gleichung haben. Wir können irgend eine zweite Gleichung zur Bestimmung 
dieser Constanten willkührlich hinzunehmen und insbesondere 

bb' = s 
set:(en. Bei dieser Annahme, wodurch ( — b) und ( — b^ Wurzeln der folgenden quadra* 
tischen Gleichung werden: 

z*+2yz+6 = 0, 
▼erschwindet die Constante fi. 

l06. Wir sehen aus den vorstehenden Entwicklungen, daCs die gegebene Gleichung 
(1) sich immer auf die Form der Gleichung (2) bringen lädst, sowohl wenn a' — ß>^y 
als auch wenn o? — ß-K.O, nur dafs die beiden linearen Functionea 

(<p+atp+h), (y+aV+b') 

im ersten Falle reell, im zweiten imaginär- sind. In dem zweiten Falle, wo die bei- 
den linearen Functionen imaginär sind, ist ihr Product, das immer der reellen Gröfse ( — ^) 
gleich ist, nothwendig positiv, imd wenn daher in diesem Falle fjt einen positiven .Werdi 
erhält, das heifst, wenn 

S^ — 2aSr+ßf+(a'' — ß)a<0, (10) 

so ist es durchaus unmöglich, die gegebene Gleichung (1) durch irgend zwei reelle Werthe 
von <p und yj zu befriedigen. 

In dem Falle der Gleichung (5), der als ein Gränz-Fall zwischen den beiden Fäl- 
len, da(s a'— /?>0 und a^ — /9<0, sich darstellt, behält die umgeformte Gleichung (2) 
ihre Bedeutung nur in so fem, dafs auch sie als eine Gränze, als ein Uebergang zwischen 
zwei entgegengesetzten Fällen betrachtet wird. Diesen Gesichtspunct wollen wir festhal- 
ten, zugleich aber, da die Form der Gleichung (2) ihre absolute Bedeutung verliert, sie 
durch die folgende Form ersetzen: 

(y+ax+b)'+A(y+cx+d) = 0. (11) 

Diese neue Form ist der Bedingungs- Gleichung (5) entsprechend gewählt, und man erhält 
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so^eich a = «• Durch diese Bedingoogs-GleichuDg redoeirt sich aber die Anzahl der 
Constanten in der ursprünglichen Gleichung auf vier, so dafs die vorstehende Form eine 
Constante mehr enthält , als Constfuite bestimmt werden können. Man erhält nemlich zwi- 
schen den vier Constanten b, c, d und X blofs die folgenden drei Gleichungen: 

2b+A =2y, • 

2ab+;i€ =2^9 
b'+Ad = €. 

Wenn wir die Constante b willktihrlich annehmen , so geben diese drei Gleichungen der 
Reihe nach Xy c und d auf linearem Wege. Die allgemeine Gleichung (1) kann also in 
dem vorliegendem Falle auf unendlichmaUge Weise auf die Form (11) gebracht -werden. 
Diese Umformung wird eine vollkommen bestimmte und lineare , nachdem wir b, oder 
auch, wie man leicht sieht, statt dieser Constante, X oder c ivillktihrlich angenommen 
haben. 



§. 2. 

« 

Theorie der CnrTen SEnrelter Ordnung und Zureiter Classe. 

107. Wenn wir in der im vorigen Paragraphen discutirten Gleichung: 

^''+2a(ptp+ß\lP+2r(p+2Syj+B = 0, (1) 

die fünf Constanten als unbestimmte ansehen, so stellt dieselbe, mit vollkommen gleicher 
Allgemeinheit, einerseits alle möglichen Oerter zweiter Ordnung, was für lineare Punct- 
Coordinaten, und andrerseits alle möglichen Oerter zweiter Classe dar, was für lineare 
Linien-Coordinaten die beiden veränderlichen Gröfsen (p und %p auch bedeuten mögen. 
Bei jeder willkührlichen Coordinaten -Bestimmung lassen sich diejenigen Fälle, in welchen, 
einerseits, die Oerter zweiter Ordnung Systeme von zwei geraden Linien, und, 
andrerseits, die Oerter zweiter Classe Systeme von zwei Puncten sindj von vorne 
herein absondern, und zwar vermittelst der Bedingungs- Gleichung: 

S^ — 2aSy+ßr^+(a^ — ß)8 = 0, 
welche ausdrückt, dafs alsdann der erste Theil der gegebenen Gleichung in zwei Facto- 
ren des ersten Grades zerfällt. Mit Ausschlufs dieser Fälle sind alle fraglichen Oerter 
Curven im engem Verstände, und eine Curve zweiter Ordnung ist zugleich immer auch 
eine Curve zweiter Classe, und umgekehrt (103). Deshalb wollen wir diese Curven zu- 
gleich aus dem doppelten Gesichtspuncte betrachten, indem wir uns dieselben einmal als 
von einem Puncte beschrieben, das andere Mal als von einer geraden Linie 
umhüllt denken. Die Curve ist imaginär, wenn die Coordinaten des beschreibenden 
Punctes, oder auch wenn die Coordinaten der umhfülenden geraden Linie niemals reell 
werden. Wir erhalten also für diesen Fall, bei jeder beliebigen Coordinaten -Bestimmung, 
die Bedingungen.* 

«'— /?<0, S*—2a9y+ßf+(a'—ß)8<:0. - 

Alle (ihrigen Bedingungen, welche uns bei der Discussion der allgemeinen Gleichung ent- 
gegengetreten sind, erhalten nach verschiedenartiger Coürdinaten-Bestimmung eine verschie- 
denartige geometrische Deutung. 

108. Die allgemeine Gleichung zwischen zwei veränderlichen Gröfsen y und ^ß kön- 
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nen wir nach den yorberigeiieiiden EntwicUnngaiy im Allgoneinen, anf die aaduitAfmde 
Fonn bringen: 

i7l+^ = 0, (2) 

indem wir 

setzen. Statt g) und ^ enthält diese nene Gleichung biols xwei ganze and lineare Functio- 
nen dieser Grölsen, deren Constmction von der geometrischen Bedeotnngy die wir jenen 
arsprfioglichen beiden TerSnderlichen GrOCsen beilegen , abhftngf. Da aber die Gleichong 
(l), für jede beliebige ursprOngliche Coordinaten-Bestimmong, dieselbe Allgemeinheit be- 
hält, 80 können wir auch den beiden linearen Functionen 17 und £ irgend eine beliebige 
Coordinaten-Bedeutong beilegen, und umgekehrt alsdann von dieser die Constmction der 
ursprünglichen Coordinaten uns abhängig denken. Diese Abhängigkeit selbst kommt nur 
in so fem in Betracht, als vorausgesetzt werden muls, dafs die Bestimmung von tp und^ 
durch f] und | möglich und von der Art kt, dab ein Ponct, oder bezfiglich eine gerade 
Linie, durch <p und xp bestimmt werden kann. Jede neue Coordinaten-Annahme, die wir 
alsdann fiber 17 und | machen, gibt der Gleichung (2) eine neue, durch die jedesmalige 
Coordinaten -Bestimmung vermittelte, geometrische Bedeutung, so daCs dieselbe jedesmal 
die Aussage einer neuen characteristischen und allgemeinen Eigenschaft der Curven zwei- 
ter Ordnung und zweiter Classe enthält. Die ganze Discnssion dieser Curven liegt darin, 
dafs wir einer einzigen einfachen Gleichung eine verschiedenfache Deu- 
tung geben, während man, nach der gewöhnlichen Art zu verfahren, die Form der Glei- 
chung ändert, indem man entweder dieselben Coordinaten beibehält, oder dieselben nach 
ganz speciellen Voraussetzungen in andere verwandelt, und dann jede neue Form, zu wel- 
cher man auf dem Wege der Rechnung gelangt ist, geometrisch interpretirt. 

109. Die oben gemachten Beschränkungen mfissen wir noch näher ins Auge fassen; 
dabei wollen wir aber von denjenigen Fällen, wo der erste Theil der allgemeinen Glei- 
chung in zwei Factoren des ersten Grades sich auflöset, ganz abstrahiren. Die beiden 
veränderlichen Gröfsen 9 und xfj lassen sich hiernach durch 17 und £ offenbar nur dann 
nicht bestimmen, wenn sie beide unendlich werden, und diefs geschieht, wenn nach der 
bisherigen Bezeichnung a und a' einander gleich sind, oder wenn zwischen den Constan- 
ten der ursprtlnglichen Gleichung die Bedingung: 

a'—ß = 
Statt findet. Bei jeder veränderten Coordinaten -Bestimmung erhalten die CoefGdenten 
der Gleichung (1) andere Werthe, wenn diese Gleichung dieselbe Curve als frfiher dar- 
stellen soll, und dann wird im Allgemeinen auch die vorstehende Bedingungs* Gleichung 
nicht mehr befriedigt, wenn sie es urspriinglich wurde, und überhaupt die Veränderung der 
Coordinaten-Bestimmung auf die beiden Coefficienten a und ß Einflufs hat. Wir brau- 
chen also in dem Falle, dafs für eine besondere Coordinaten-Bestimmung, für eine beson- 
dere Curve oder eine besondere Art von Curven die letzte Bediogungs- Gleichung Statt 
findet, blofs die Bedeutung von g> und fp zu ändern, damit die fragliche Umformung mög- 
lich werde« Wir können insbesondere, während wir tj und | in ihrer frühem geometri- 
schen Bedeutung beibehalten, q) und t/; rückwärts durch die Gleichungen: 

l w+a'tp+V „ 

(f+axfj+b fp+st\fß+b 

bestimmen. Diese Gleichungen geben 
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i I ' 

and folglich erh&lt man folgende Fonn, auf welche die gegebene Gleichong sich redncirt* 

if '^ 

1 

oder, statt derselben, indem läan zugleich — = il setzt: 

fj^+Xi = 0. (3) 

Diese Gleichong stellt also, in Ueberetnstimmnng mit den directen Entwicklangen des er- 
sten Paragraphen, alle diejenigen Curven dar, deren Gleichung sich bei einer bestimmten 
Coordinaten^ Annahme, nicht auf die Form (2) bringen läfst. 

. 110. Wenn man die Gleichung. (2) mit irgend einer linearen Gleichung zwischen 
71 und |: 

A17+BI+C = 0, (4) 

zusammenstellt, so gibt es immer zwei Paare von Wertheiji für diese Gröfsen,. welche zu- 
gleich beide Gleichungen befriedigen. Die beiden Werthe für jede dieser yeränderlichen 
Gröfsen stellen sich als die Wurzeln einer Gleichung des zweiten Grades dar. Wenn 
diese Gleichung durch eine besondere Constanten -Bestimmung in der letzten Gleichung 
(4) sich auf den ersten Grad rcducirt, sq geschieht diefs blofs deshalb, weil die Spur der 
einen Wurzel, dadurch , dafs sie unendlich wird, aus der algebraischen Bezeichnung ver-. 
schwunden ist, und wenn dieselbe Gleichnung sich auf eine blofse Constante reducirt, so 
geschieht diefs blofs deshalb, weil beide Wurzeln unendlich sind. Der erste Fall tritt, , 
in Beziehung auf die Werthe von ij zum 'Bdspiel, dann ein, wenn wir A = nehmen, 
der zweite Fall, wenn wir zugleich auch C = setzen. Das Characteristische der Form 
der Gleichung (2) besteht hiemach darin, daCs, wenn wir nach einander 

i? = 0, J = 0, (5) 

setzen, die resultirenden Werthe der jedesmaligen andern dieser beiden veränderlichen 
Gröfsen beide unendlich werden. 

Während also, indem 9; un<{ | Punct-Coordinaten bedeuten, jede durch die Gleichung 
(4) dargestellte gerade Linie die vorgelegte Curve (2) in zwei Puncten schneidet, wird die 
Curv^ insbesondere von der geraden Linie 1; = in solchen zwei Puncten geschnitten, 
f&r welche die Werthe von |, und von der geraden Linie § =: in solchen zwei Puncten, 
für welche die Werthe von 17 beide unendlich sind. Wenn 17 und | Coordinaten der 

allgemeinsten Bestimmungsweise, die wir in der 7. Nummer durch ^ und -^ dargestellt 

haben, bedeuten, so geht die Gleichung (2) in die folgende über: 

pq+^r* = 0, (S) 

und die Gleichung (3) in: 

fv+fiq^ = 0. 

Diese beiden neuen Gleichungen haben ganz dieselbe Form und enthalten daher die Aus- 
sage einer und derselben allgemeinen Eigenschaft der fraglichen Curven. Es ist blofs die 
eine der beiden linearen Functionen, q und r, an die Stelle der andern getreten. Wir 
können also durch jede der beiden vorstehenden Gleichungen, ohne Ausnahme, alle Cur- 
ven der zweiten Ordnung darstellen. 

Wenn rj und | solche Coordinaten bedeuten , die wir als ganze und lineare Functio- 

12 
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neu .der gewöhnlichen Parallel -Coordinatea betrachten löpnen, und die wir durch q und 
p dargestellt haben, so stellen die beiden Gleichungen: 

q=5 0, p ^0, (7) 

welche abdann an die Stelle der Gleichungen (5) treten, zwei solche gerade Linien dar, 
deren Durchschnitte mit der Curve unendlich weit liegen; denn die Werthe von q und p 
können nur dann unendlich werden, wenn die bezüglichen Puncte unendlich weit entfernt 
sind. Solcher geraden Linien gibt es nach dem vorigen Paragraphen nur zwei: sie faeifsen 
die Asymptoten der Curve. Diese Curve selbst heifst Hyperbel, wenn die Asympto- 
ten reell, und Ellipse, wenn die Asymptoten imaginfir sind. Dem in Rede dt^endeo 
Falle entspricht die Gleichung: 

pq+^ = 0. 
Aufser dieser Gleichung müssen wir aber auch noch die folgende betrachteo: 

q'+2p = 0, 
um keine Art von Curven zweiter Ordnupg jaufeer Acht zu lassen. Es folgt aus den Er- 
örterungen des vorigen Paragraphen, dafs die beiden Asymptoten, in diesem Ausnahmsr 
und Uebergangs- Falle, unter sich und mit der geraden Linie: q = 0, parallel sind, aber 
unendlich weit liegen« Die Curve heifst aUdann ParabeL Man kann eine Parabel auf 
unendlichfache Weise durch eine Gleichung der vorstehenden Form ausdrücken. Hierbei 
rückt die Linie: q = 0, die ein Durchmesser der Parabel heifst, parallel mit sich 
selbst, fort. 

111. Die Gleichung 

pq+/* = (8) 

hat ganz dieselbe Allgemeinheit, als die Gleichung (1);, obgleich' in ihr 'nur eine einzige 
Constante vorkomint, während die eben bezeichnete Gleichung fünf Constante enthält. 
Die vier auf diese Weise aus der Gleichung der Curve verschwundenen Constanten fin- 
den sich indefis in der neuen Coordinaten -Bestimmung wieder. Denn^ wenn wir die ur- 
sprünglichen Constanten als unbestimmte ansehen, müssen wir die beiden geraden Linien: 
q = und p =: , ebenfalls als zwei beliebige betrachten, und die geometrische Bestim- 
mung jeder geraden Linie fordert zwei gegebene Constanten. Indem wir also die Curve 
durch die Gleichung (8) darstellen, bestimmen wir dieselbe, statt durch fünf Constante, 
durch zwei gerade Linien und eine einzige Constante. Diese beiden geraden 
Linien stehen aber in einer bestimmten, und im vorliegenden Falle ausschliefslichen, Be- 
ziehung zu der darzustellenden Curve, während die ursprüngliche Coordinaten-Bestimmung 
ohne alle Rücksicht auf diese angenommen worden ist. 
Diejenigen Curven, welche durch die Gleichung: 

q^+Ap = 0, 
dargestellt werden, werden ebenfalls durch zwei gerade Linien und eine Constante be- 
stimmt. Da aber in diesem Falle dadurch , dafs zwischen zwei Constanten der ursprüng- 
lichen Gleichung eine Bedingungs- Gleichung Statt findet, die Zahl der ' Constanten auf 
vier sich reducirt, so enthält die neue Gleichung implicite eine Constante mehr als.AOth- 
wendig ist, so dafs eine derselben willkührlich angi^nommen werden kann. - Ea stehen also 
noch die beiden geraden Linien: q == und p = 0, nicht in einer ausscUieÜBlichep Be- 
ziehung zur Curve, wir können, im Allgemeinen, eine dieser Linien irgend einer Bestim- 
mung unterwerfen, etwa die Richtung der zweiten derselben willkührlidi anndhmen, und 
dann noch immer eine gegebene hierher gehörige Curve durch die vorstehende Gleichung 
darstellen« 
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112. Die beiden Fnnetioneii q und p sind dadarch, dafs die beiden geraden Linien 
(7) gegeben sind, noch nicht vollkommen bestimmt. Wenn wir wie früher, indem wir 
gewöhiüiche Parallel- Coordinaten eines beliebigen Systems zur Yermittelong gebrauchen, 

q = x(y+a'x+b'), p = i>t(y+ax-|-b) 

setzen 9 so bleiben alsdann noch die beiden Coefficienten x und n unbestimmt. Je nach 
den verschiedenen Voraussetzungen tiber diese Coefficienten ist die Gleichung: 

pq+^ = 0, («) 

der analytische Ausdruck verschiedener Modificationen desselben geometrischen Satzes. 
Wenn x und n insbesondere so angenommen werden, dafs q und p kürzeste Abstände 
bedeuten, so sagt die vorstehende Gleichung aus, „dafs das Product der beiden Abstände 
irgend eines beliebigen Punctes einer gegebenen Hyperbel von ihren beiden Asymptoten 
eine constante Gröfse ist.** Nehmen wir jeden der beiden Coefficienten x und n der Ein- 
heit gleich, und berücksichtigen zugleich, dafs jede beliebige gerade Linie als die Axe 
X = ursprünglich angenommen werden kann, so ergibt sich, „dafs, wenn eine Hyperbel 
nnd eine dieselbe schneidende gerade Linie gegeben ist, das Product derjenigen beiden 
Segmente, die zwischen einem der Durchschnittspuncte der geraden Linie mit der Curve 
und den beiden Durchschnittspuncten mit den beiden Asymptoten liegen, constant ist, wie 
man auch die schneidende gerade Linie parallel mit sich selbst fortrücken mag." Aus 
jedem der beiden vorstehenden Sätze und jedem einer andern Coefficienten -Bestimmung 
^ entsprechenden analogen Satze folgt, dafs die durch (8) dargestellte Curve sich den bei- 
den geraden Linien (7) immer mehr annähert* Ueberdiefs folgt aus dem letzten Satate un- 
mittelbar, indem man erwägt, dafs eine Curve zweiter Ordnung von einer geraden Linie, 
im Allgemeinen, in zwei Puncten geschnitten wird, „dafs di^e'nigen beiden Segmente, ' 
welche auf irgend einer beliebigen geraden Linie zwischen ihren Durchschnitten mit einer 
gegebenen Hyperbel und deren Asymptoten liegen, einander gleich sind, und dafs insbe- 
sondere also eine, von den beiden Asymptoten begränzte, Tangente der Hyperbel, in ih- 
rem Berührongspuncte, halbirt wird.'' Dieser neue Satz liefert eine möglichst einfache 
Construction einer Hyperbel, wenn ihre beiden Asymptoten und irgend ein Punct dersel- 
ben gegeben ist Wir erhalten nemlich sogleich aiif jeder geraden Linie, welche durch 
den gegebenen oder irgend einen durch Construction schon gefundenen Punct der Hyper- 
bel geht, einen zweiten Punct derselben. Statt des Punctes kann auch eine Tangente der 
Hyperbel gegeben sein, weil wir den Berühmngspnnct alsdann sogleich finden können. 
Ebenso können wir in jedem Puncte der Curve, indem wir bloCs die beiden Asymptoten 
als gegeben betrachten, die Tangente construiren. . 

Bei jeder beliebigen Annahme der beiden Coefficienten x und n zeigt di^ Gleichung 
(8), dafs jede gerade Linie, welche durch den Durchschnitt der beiden Asymptoten (7), der 
immer reell ist, wenn die Asymptoten selbst auch imaginär shid, geht, die Curve in solchen 
zwei reellen oder imaginären Puncten schneidet, deren Mitte jener Durchschnitt ist. £& 
heifst dieser der Mittelpunct der Curve. Jede durch den Mittelpunct gehende gerade 
Linie heifst ein Durchmesser der Curve. Wenn von der Gröfse eines Durchmessers 
die Rede ist, denkt man sich denselben in seinen beiden Durchschnittspuncten mit der 
Curve begränzt; es ist derselbe reell oder imaginär, je nachdem diese Durchschnittspuncte 
reell oder imaginär sind. 

113. Wir wollen ak letztes Beispiel die vorliegende Gleichung (8) auch noch in 
der am Ende der 24. Nummer berührten Coordinaten '-Bestimmung geometrisch deuten; 
nach dieser Bestimmung bedeuten q und p diejenigen beiden Segmente, welche auf einer 

12» 
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belicbigeii, durch den Darchsduiitt der baden Asymptoten (7) gdieodci^ geraden Linie, 
zwischen diesem DiirchschniUe und denjenigen beiden geraden Linien lieg^ weldie dordi 
den bezfiglichen Ponct, parallel mit den beiden Asymptoten, gelegt werden. Hieniadi ent^ 
hält die obige Gleichong den Satz, ,,daCs, wenn man durch einen beliebigen Ponct einer 
gegebenen Hyperbel zwei gerade Linien den Asymptoten derselben parallel zieht, diese 
Linien auf irgend einem festen Durchmesser, vom Hittelponcte an gerechnet; zwei soldie 
Segmente bestimmen, deren Product constant nnd zwar dem Quadrate der Hilfte dieses 
Durchmessers gleich ist.^ Der letzte Theil dieses Satzes ergpbt sich sogleich^ wenn man 
fbr den beliebigen Punct der Hyperbel insbesondere den Scheitel jenes Durchmessers 
nimmt. Es knüpfen sich an diesen Satz wiedenira mehrere Constructionen an; namentlich 
kann man, wenn die beiden Asymptoten nnd irgend ein Punct der Hyperbel gegeben 
sind, sogldch die GrOCse eines der Richtung nach gegebenen Durchmessers bestimmen« 

Der letzte Satz läfst sidi offenbar leicht aus einem beliebigen der SStze der Torher- 
gehenden Nummer geometrisch herleiten. Dieselbe geometrische Umwandlung liegt bei uns 
in der Coordinaten- Bestimmung und ist hier ein fOr alle Mal gemacht. Wir yermeidai 
auf diese Weise einen, in Beziehung auf Methode, grolsen Uebelstand; wir knQpfen nem* 
lieh nicht unmittelbar an die Cunre Constructionen, die mit der Gurre selbst durchaus in 
keiner Verbindung stehen. Ich mache gleich schon bei der ersten sich darbietenden Ge- 
legenheit diese Bemerkung, welche in der Folge öfter noch, namentlich auch bei Gelegen- 
heit der Lehre von den zugeordneten Dorchmessera^ welche znnSchst uns entgegentreten 
wird^ ihre Anwendbarkeit findet. 

114. Wenn wir durch eine algebraische Transformati<Mi, statt der beiden linearen 
Functionen p tmd q, zwei, andere lineare Functionen in der Gleichung der Cunren zwei- 
ter Ordnung zur Evidenz bringen, so wird die eigenthOmliche Natur dieser Curven zu- 
nächst durch die Vermittelung derjenigen beiden, geraden Linien, welche den nenoi Fun- 
ctionen entsprechen, statt durch die Vermittelung der beiden Asymptoten ausgedrtickt Wir 
ktonen statt p und q, auch wenn diese Functionen imaginär sind, immer zwei solche an- 
führen, die reell sind, und die Form der Gleichung der fraglichen Curven reell lassen. 
Alsdann wird ' also die unmittelbare geometrische Deutung .sich nicht auf den Fall der 
Hyperbel beschränken, sondern sich gleichmäCsig auch auf den Fall der Ellipse aus- 
dehnen. 

Wir wollen, den in der 28. und den . folgenden Nummern discutirten UmformungB- 
weisen gemäfs, 

p = i+yfV—i, q == t— wV-Hr, 

t = u+av, w ==v — ou, 

setzen, und erhalten alsdann durch bloCse Substitutionen (29) statt der obigen Gleidiupg: 

pq+A* = 0, 

zunächst die folgende: 

l'+w*+/tc=0, (1) 

und dann femer: 

(l-^a«){u« + v»}+^ = 0. • (2) 

Die Functionen t und w sind unmittelbar gegeben, sobald die geometrische Bedentung 
der veränderlichen GröCsen q> und xpy von denen p und q abhängen, bestimmt ist. a ist 
eine unbestimmte Constante, von der die Bestimmung der Functionen u und v abhängig 
ist. Wir können jeder gegebenen Curve zweiter Ordnung auf unendlichmalige Weise die 
Form der Gleichung (2) geben. 
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Die Yorstebende TTmfonnuDg bezieht sich zunächst auf den Fall der Ellipse» wo 
p and q imaginär sind. Ffir den Fall der Hyperbel müssen wir a, w und v bezüg* 

lieh mit aV — 1, wV — 1 und vV — 1 vertauschen, wenn fortwährend noch a eine reelle 
Constante und w und v reelle lineare Functionen bedeuten sollen« Wir erhalt^i als- 
dann: 

p »= t— w, q = t+w, 

t = u — av, w = V — du; 

und hiemadi f&r die Gleichungen der Hyperbel: 

t»-w'+/i = 0, (3) 

a^a^){ii'-y^l+fi=zO, (4) 

115. Das Characteristische der Form der beiden Gleichungen (2) und (4) besteht 
darin, daCs jede dieser Gleichungen bloCs die Quadrate der beiden Functionen u und v 
enthält, wonach, wenn wir nach einander jede dieser Functionen irgend einer Constanten 
gleichsetzen, fQr die jedesmalige andere Function zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe 
sich ergeben. Hieraus ziehen wir unmittelbar das Resultat, dafs jede der beiden geraden 
Linien, welche durch die folgenden beiden Gleichungen: 

u z= 0, V = 0, 

dargestellt werden, alle solche Chorden der Curve, welche der andern parallel sind, hal- 
birt. Diese, beiden geraden Linien sind Durchmesser der Curve; wir geben ihnen fiber- 
dieCs den Namen zwei zugeordnete Durchmesser. Wenn die Curve eine Ellipse 
ist, begegnen beide zugeordnete Durchmesser der Curve (wenn fi pgsitiv ist, stellt die 
die Gleichung (2) keine reelle Curve dar); wenn die Curve eine Hyperbel ist, begegnet 
ihr nur einer derselben. Es gibt unendlich viele Paare zugeordneter Durchmesser, die, 
bei schicklicher Annahme der unbestimmten Constanten a, alle durch die vorstehenden 
beiden Gleichungen dargestellt werden« Jeder Durchmesser hat seinen zugeordneten. Eine 
Reihe von Paaren zugeordneter Durchmesser einer Hyperbel bildet eine Involution der er- 
sten Art, eine Reibe von zugeordneten Durchmessern einer Ellipse bildet eine Involution 
der zweiten Art (32). Es gibt unter den unendlich vielen Paaren zugeordneter Durch- 
messer, einer Ellipse sowol, als einer Hyperbel, immer ein Paar, dessen Durchmesser auf 
einander senkrecht stehen und die zur Unterscheidung die Axen der Curve genannt 
werden. Es gibt aber, im Allgemeinen, zwei Paare zugeordneter Durchmesser einer Curve 
zweiter Ordnung, die sich unter denselben gegebenen (nicht rechten) Winkeln schneiden. 
Diese Winkel können bei der Hyperbel, wo je zwei zugeordnete Durchmesser mit den 
beidoi Asymptoten ein System von vier Harmonicalen bilden, durchaus beliebig angenom* 
men werden; wenn die Gröfse derselben sich immer mehr von^ einem rechten Winkel ent- 
fernt, nähern sich die beiden,. solche Winkel bildenden, zugeordneten Durchmesser einer 
der beiden Asymptoten immer mehr, mit der sie zusammenfallen. Wenn der Asymptoten^ 
Winkel ein rechter ist, so heifst die Hyperbel dne gleichseitige, und dann werden 
die von irgend zwei zugeordneten Durchmessern gebildeten Winkel von den beiden Asym- 
ptoten halbirt. Für den Fall der Ellipse gibt es ein JVIaximum der Abweichung der Durch- 
schnitts-* Winkel zweier zugeordneten Durchmesser von einem rechten Winkel; diesem Ma- 
ximum entsprechen zwei zusammenfallende Paare zugeordneter Durchmesser. Ein beson- 
derer Fall ist derjenige, dais zwei zugeordnete Durchmesse^' sich immer unter rechten 
Winkeln schneiden, in der Art, dafs je zwei auf einander senkrechte Durchmesser zu- 
gleich zugeordnete sind. Die Ellipse heilst alsdann Kreis, die allseitige Symmetrie des- 
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selben um seinen Mittelponct stellt sich als eine unmittelbare Folge der eben erwflintea 
Eigenschaft derselben dar (35, 36). 

116. Wenn Tfir die Yoransset2ung machen , da(s u und ▼, so wie p und q lineare 
Functionen von der Form: ((p+^^+h) bedeuten, und dieselben alsdann durch [u] und 
[v] unterscheiden, so kommt, zunächst für den Fall der Ellipse, nach der 40. Nummer: 

Cu]*eo*«z+[v]«sm«;f = C\ . (5) 

wenn wir zunächst ( — /i) mit C^- vertauschen. An die Stelle der unbestimmten Constan- 
ten a ist tang^ getreten; die Functionen [u] und [▼] hängen also nun von dem Winkel 
X ab; welchen Werth wir aber diesem Winkel auch beilegen mögen: es stellt die vor- 
stehende Gleichung immer dieselbe Curve zweiter Ordnung dar, auf irgend ein beliebi- 
ges System zweier ihrer zugeordneten Durchmesser bezogen« 

Wenn wir in der vorstehenden Gleichung nach einander jede der beiden Functionen 
[u] und [v] gleich Null setzen, und diejenigen besonijlem Werthe, welche sidi fOr die 
jedesmalige andere Function ergeben, Y und U nennen, so ergibt sich: 

C* C* 

und hieraus: 

l.-± + ± (7) 

Wir wollen diese Gleichung in der Voraussetzung, dafs (p und %fß beliebige gewöhn- 
liche Parallel -Coordinaten j und x darstellen, geometrisch deuten. V und U bezeichnen 
alsdann diejenigen beiden geraden Linien, welche nach constanter Richtung, parallel mit 
der Ordinaten-Axe: x == 0, von einem Endpuncte des zweiten und ersten der durch die 
beiden Gleichungen: 

[u] = 0, [v] = 0, (8) 

dargestellten zugeordneten Durchmesser bezüglich nach dem ersten und zweiten derselben 
gezogen werden können. Also: 

„Wenn man nach constanter beliebiger Richtung von einem Endpuncte jedes V09 
zwei zugeordneten Durchmessern einer Ellipse nach dem andern Durchmesser eine gerade 
Linie zieht, so ist die Quadrat -Summe der reciproken Werthe der beiden geraden Linien, 
welche man auf diese Weise erhält, constant und gleich dem reciproken Werthe von C\ wie 
man audi die beiden zugeordneten Durchmesser mit irgend zwei andern verjtau^chen mag.^ 

Die beiden Gleichungen (6) geben, wenn man Xt und mithin auch die frtihere unbe- 
stimmte Constante a, gleich Null nimmt: 

U = ±C, V = x. 

Wir sehen hieraus, dafs derjenige Durchmesser, dessen Lage durch die erste der beiden 
Gleichungen (8) dargestellt wird, alsdann der Ordinaten-Axe: x = 0, parallel ist, und 
daCs die Hälfte dieses Durchmessers gleich C ist. Die in diesem Falle durch die Glei- 
chungen (8) dargestellten zugeordneten Durchmesser sind aber keine anderen als diejeni- 
gen, welche wir früher durch die beiden Gleichungen: 

t = 0, w = 0, 

dargestellt haben. 

117. Wenn wir in die Gleichung (5) für eos^x ^^^ ^^Xy ^^ durch die Gleichun- 
gen (6) gegebenen Werthe einsetzen, so wird diese Gleichung durch C {heilbar und wir 
erhalten alsdann:' 
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Da femer U und Y besondere Werihe der bezüglichen Fanctionen [u] und [t] uni, und 
in der vorstehenden Gleichung nur die Quotienten yon U in [u] und von Y in [y] vor- 
kommen, so können wir, ohne da(s die letzte Gleichung dadurch irgend eine Aendening 
erleidet» statt durch [u] und [v] Functionen von der Form («p.+at^+b) zu bezeichnen, 
diesen Functionen einen beliebigen constanten Coefficienten hinzufügen, und insbesondere 
also auch [u] und [vj^als Parallel -Coordinaten construiren. In dieser letzten Yoraus* 
Setzung bedeuten, wenn wir j und x bezüglich . statt [u] und [v] einführen, U und Y 
diejenigen beiden halben zugeordneten Durchmesser, welche in die jedesmalige Ordini^en- 
und Abscissen-Axe fallen. Nennen wir dieselben zur Unterscheidung B und A, so nimmt 
die letzte Gleichung nach Fortscbaffung der !Nenner, die nachstehende Form an: 

AV+BV i^ A»BS 
wo wir nach einander je zwei zugeordi^te Durchmesser zu CoordinatearAxen nehmen 
können, ' ' 

118. Diejenige constante Gröfse, welche wir in der 33. Nummer a genannt haben, 
und die sich von einem Paare zugeordneter Durchmesser zu einem andern im Allgemeinen 
ändert, aber für dasselbe Paar bei allen Lagen der Ellipse unverändert bleib t^ ist nach 

B 

der eben eingeführten Bezeichnung gleich y*« ^s gibt also nach der eben angeführten 

Nummer für den Fall der Ellipse immer ein einziges System zweier gleicher zugeord- 
neter Durchmesser, und diese schneiden sich unter solchen Winkeln, deren Abweichung 
von einem rechten ein Maximum ist. Beim Kreise sind alle. Durchmesser einander gleich. 
Es err^cht a diejenigen Werthe, welche am meisten von der Einheit sich entfernen, wenn 
die bezüglichen beiden zugeordneten Durchmesser die beiden Axen sind (34). 

Für den Fall der Hyperbel, wo a(= a'V — 1) imaginär ist, ist also immer von je 
zwei zugeordneten Durchmessern einer imaginär. Die Gränze zwischen reellen und ima- 
ginär^i Durchmessern bilden die beiden Asymptoten. In jede derselben föllt ein Paar 
zugeordneter Durchmesser zusammen, und diese Durchmesser selbst werden an dieser 

Gränze unendlich. Nur für den Fall der gleichseitigen Hyperbel kann a' (= — a^) der 
Einheit gleich sein, und ist es alsdann für alle Paare zugeordneter Durchmesser. Im All- 
gemeinen gibt es für a' ein Maximum der Abweichung von der Einheit, und dieses findet 
für die beiden Axen der Hyperbel Statt. Es ist, wenn wir die Asymptoten -Winkel durch 
fj bezeichnen, nach der 36. Nummer, durch die nachstehende Gleichung bestimmt: 



, C0S7]d=l 

a = — : 



amrj 
119. Wenn wir annehmen, daCs p und q Functionen von der Form (y+ax+b) 
und dafs überdieCs einer der beiden gleichen zugeordneten Durchmesser parallel mit der 
ursprtinglich angenommenen Axe: x = 0, sei, so erhalten wir nach der 48. Gleichung in 
der 40. Nummer für die Gleichung der bezüglichen Ellipse: 

i±^{(u)«+a«(v)'}=C.- 

wenn wif durch (u) und (v) Parallel -Coordinaten darstellen und a in der obigen Bedeu- 
tung nehmen. C bedeutet alsdann die Hälfte einer ' der beiden gleichen zugeordneten 
Durchmesser (116). Setzen wir nach einander (v) und (u) gleich Null, so sind B und A 
die bezüglichen Werthe von (u) und (v), und wir erhalten: 
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2a« ' 2 

nod Ucnas: 

A»+B« = 2C*. 
Diese Gleidmiig , ans welcher a vendiwiinden ist, tagl aus: »dafs die Samae der Qva- 
drate irgend zweier zugeordneten Dardunesser oonstant ist.'* 

120. Die 49. Gleidumg der oben angezogenen 40. NoHner gbt nos: 

-^ {(i)«+aV)n = (?. 
asintr ^^ ^ 

m and (a— 10) bedeuten hierbei die Winkel, unter welchen zwei mgeordnefe Darchmes- 

ser der Ellipse sich schneiden, nnd erhalten, wenn wir filr diese die beiden g^chen ndi- 

men, die besondem VTerthe & nnd (n — &). Setzoi wir eine der beiden linearen Fm- 

ctionen (t) und (u) gleidi Null, so kommt beide Mal: 



und hieraos: 

ABsmio = C^nm&. 
Der erste Theil dieser Gleichung stellt den Inhalt eines Parallelogrammes dar, dessen zwei 
Seiten irgend zwei halbe zugeordnete Durchmesser der Ellipse sind. Das Yierfiadie dieses 
Inhaltes ist zugleich der Inhalt des der Ellipse umschriebenen Parallelogrammes, dessen Sei- 
ten denselben Durchmessern parallel sind. Also: 

„Alle Parallelogramme, die einer gegebenen Ellipse umschrieben und deren Seiten ir- 
gend zweien zugeordneten Durchmessern derselben parallel smd, haben gleidioi Inhalt.^ 

121. Indem p und q immer noch lineare Functionen von der Form (7+ax+b) be- 
deuten, wollen wir denjenigen halben Durchmesser irgend einer gegebenen Ellipse, wel- 
cher der Axe: x = 0, parallel ist, durch B', die Hälfte des ihm zugeordneten Durchmes- 
sers durch A', und den von B' und A' eingeschlossenen Winkel durch oi' bezeichnen; wir 
wollen ferner diejenigen beiden Winkel, welche irgend zwei andere halbe zngecMrdn^e 
Durchmesser B und A mit dem Halb -Durchmesser B' bilden, S* und 3 nennen. Alsdann 
gibt endlich noch die 39. Nummer fQr die Gleichung der Ellipse, bezogen. auf beliebige 
zugeordnete Durchmesser: 

<"> Hü^ ^X+Or)' ^.-^ «.*/ = B . 
Indem mr, nach einander, (▼) und ~(a) gleich Null setzen, finden wir: 

, _ B'*«tt'J . , _ B'**w'a' 

and hieraas folgt: 

A»B»«»»« ■~^* - 

und wenn wir berücksichtigen, daC» nach der vorigen Nummer: 

A'B*«M»«« = A'V*»»«', 
gelangen wir endlich zu der nachstehenden Gleichung: 

A*«nM+B*«»*3' = A'' ««»«'. 
Die AasdrQckfe \nnS und B«m^ bedeuten diejenigen beiden Popendikel, welche 
TOD den Endpuncten der beiden .Halb-Dorchmesser A und B auf den Halb-DarcJimesser 

B' 





§. 2. Theorie der Gurven zweiter Ordnung u. zweiter Glasse. 97 

B' oder dessen YerläDgeruiig geteilt werden, oder, mit andern Worten, die Projectionen der 
erstgenannten beiden Halb -Durchmesser A und B auf irgend eine gerade Linie, welche 
senkrecht auf ^der Richtung des Halb -Durchmessers B' steht. Die letzte Gleichung ent- 
hält hiemach den folgenden bemerkenswerthen Satz: 

,,Die Quadrat -Summe der Projectionen irgend zweier beliebigen zugeordneten Durch- 
messer einer gegebenen Ellipse auf eine beliebige gerade Linie ist constant.^ 

Diese constante Quadrat-Summe ist gleich dem Quadrate- der Protection (2A'«mfti'} 
desjenigen Durchmessers, dessen zugeordneter senkrecht auf der beliebigen geraden Linie 
steht, und ist also ein Maximum, wenn diese Linie der gröfsem Axe der Ellipse parallel 
ist, ein Minimum, wenn diese Linie der kleinem Axe parallel ist. •— 

Ich kann mich hier mit der blofsen Andeutung begnügen, daCs die Resultate der letz- 
ten Nummern unter den gehörig» Modificationen auch für den Fall der Hyperbel be- 
stehen. — 

122. Wir wollen sogleich zu der Gleichung der Cuttcu zweiter Ordnung, unter der 
allgemeinem Form: 

pq+,tr* = 0, (1) 

wie wir sie in der 110. Nummer hingestellt haben, übergehen. Um diese Gleichung zu 
befriedigen, können wir, nach einander, jede der beiden Functionen p und q gleich Null 
setzen und erhalten alsdann beide Mal: 

r = ±0; 
woraus ersichtlich ist, dafs den beiden Functionen p und q zwei solche gerade Linien ent- 
sprechen, welche die durch (1) dargestellte Curve berühren, und dafs die der Function 
r entsprechende, gefade Linie die Berührungspuncte auf den beiden Tangenten verbindet. 

Wenn die Function r auf eine Constante sich reducirt, so rückt die ihr entsprechende 
gerade Linie immer weiter. Alsdann aber kommen wir auf den Fall der früher discutir- 
ten Gleichung: 

pq+^sO, 
zurück, wonach sich deutlich herausstellt, dafs die Asymptoten ganz den Character Von 
Tangenten haben, auf denen die Berührungspuncte immer weiter gerückt sind. 

Wenn in der allgemeinen Gleichung .(1) eine der beiden Functionen p und q, etwa 
die erstere derselben, auf eine Constante sich reducirt, so rückt die bezügliche Tangente 
unendlich weit, die der Function r entsprechende Berührungs-Chorde geht immer noch 
durch den Berührongspunct auf der andern Tangente, begegnet der Curre aber aufserdem 
nicht mehr, weil ein Berührungspunct mit der Tangente unendlich weit liegt. Die Para- 
bel, der diese Voraussetzulig entspricht, ist hiernach dadurch characterisirt, dafs sie eine 
unendlich weit entfernt liegende gerade Linie berührt, oder, mit andern Worten, dafs die 
Curve; unendlich weit sich erstreckt und ihre Tangenten, wenn der Berührungspunct immer 
weiter fortrückt, sich immer weiter entfernen, und nicht, wie in dem Falle der Hyperbel, 
einer Gränz-Lage sich immer mehr nähern. Das System jed^s Durchmessers und der Tan- 
gente im Scheitel desselben steht in derselben, in der Gleichung: 

q+^r^ = 0, 
in Evidenz tretenden, characteristischen Beziehung zur Curve. Diese kann also auf un- 
endlichmalige Weise durch eine Gleichung von der vorstehenden' Form ausgedrückt werden. 

123. Wenn wir den Coefficienten fi als eiäen unbestimmten ansehen, so können 
wir in der allgemeinen Gleichung: 

pq+,ir* = 0, (1) 

13 
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Py q imd r ab Functionen von der Form x(y+ax+b) belraditen, ladeai wir x Toa 
TOtne liinein beliebig annehmen, 8o dab also |ede dieser drei Foncüanea nor von zwei 
Constanten abbängL Die Tonleliende Gleicbong enlbilt biemack sieben yon einander 
miabhgngige Constanten, and diese sind als gegeben zn beCracbtcn» sobald anber dem Coef- 
fidenten /i auch noch die drei durch die Gleichungen 

p = 0, q = 0, r = 0, (2) 

dargestellten geraden Linien gegeben sind. Wir können also eine gegd>ene Corve zwdter 
Ordnung die dorch f Qn f Constante Tollkommen schon besümmt ist, anf ancndKcfamalige Weise 
dorch eine Gleichong von der vorstehenden Form aasdrücken, und zwar in der Art, dab 
wir diese Form so oft erhalten, ab wir irgend zwei Tangenten der gegebenen Corve and 
diejenige gerade Linie, welche die Beruhrangsponcte anf densdben verbindet» TBsammen- 
stellen, ond die ihnen entsprechenden linearen Fanctionen bezüglich durch p, q and r be- 
zeichnen. Bilden wir alsdann die Gleichong (1), so können wir /* jedesmal so bestim- 
m«B, dab. diese Gleichung die gegebene Curre darstellt. 

Wir können folglich auch dann noch die Gleichong ( 1 ) ab die allgemeine GleichoDg 
der Carven zweiter Ordnung betrachten, nachdem die Linie: r = 0, von vorne herein 
beliebig angenommen worden bt Denn alsdann können wir dfie jedesmaligen Tangenten 
in den Durchschnittspnncten dieser. Linie und irgend einer gegebenen 'solchen Curve con- 
strairen, und demnach die beiden Functionen p und q bestimmen. Aber zugleich sehen 
wir, dab die Coordinaten- Bestimmung cbnn illusorisch wird (19), wenn die Linie: r = 0, 
*von der gegebenen Curve berührt wird. Die Functionen p ond q sind beide reell, wenn 
diese Linie der Curve wirklich begegnet, im ^itgegiengeselzten Falle sind sie selbst zwar 
imagpnZr, ihr Product aber bt (was a priori aus der symmetrischen Beziehung der beiden 
bezfiglidien Tangentoi znr Corve und zur Berfihrungs-Chorde folgt) reelL So böge die 
Linie: r^O^ keine ausgezeichnete Lage hat — und die einzige absolut ausgezeichnete Lage 
bt, dab dieselbe unendlich weit liegt — röhrt die Unmöglichkeit, eine Curve zweiter Ord- 
luuig durch die Gleichung (1) auszudrucken, lediglich nur von ihrer besondem Lage gegen 
diese Linie und keinesweges von ihrer besondem Art her, was sich auch unmittelbar da- 
durch bestätigt, dab die Curve dann, wenn wir r mit p oder q vertauschen, nothwendig 
nach dem Vorsteheoden durch die obige Gleichung (1) dargestellt werden kann. Wenn 
abar die Linie: r = 0, unendlich weit liegend angenommen wird, so erhalten wir da- 
durch, dab p und q entweder reell oder imaginär sind, zunächst die Unterscheidung, ob 
die gegebene Curve eine Hjperbel oder eine Ellipse bt; und ferner labt sich dann die 
Parabel deshalb nicht mehr (hirch die bezfigliche Gleichung: 

pq-4-f* = 0, 
darstellen, weil sie die unendlich wei*t entfernte gerade Linie berührt. ^ 

Es bt aus den vorstehenden Betrachtungen ersichtlich, wie wir uns, in Bezug auf die 
Discussion der Curven zweiter Ordnung, ganz der algebraischen Entwicklungen des ersten 
Paragraphen dieses Abschmtles Qberheben können. Ich verweile gern schon bei der er- 
sten sich darbietenden Gelegenheit bei solchen Betracbtungsweben, die uns auch da nicht 
im Stiche lassen werden, wo alle Versuche algebrabcher Eolwicklung an der Klippe der 
Elimination scheitern« Das Eigenthiimliche und Characteristbche iu ihrer. Allgemeinheit 
hervorzuheben, würde hier noch nicht an sdner Stelle sein. 

124. Nachdem die geraden Linien (2) gegeben sind, bt zur voUständigen Bestimmnng 
der durch (1) dargestellten Curve nur noch nothwendig, dab wir den Coeffidenten fi oder, 
statt desselben, irgend einen Punct der Curve kennen. Denn auf diesen Punct bezogen 
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erhalten abdann die drei Functionen p, q und r Tollkooimen bestunrnte Werthe» wonach 
sich fi auf lineare Weise aus der Gleichung (1) ergibt. 

Eine Curve zweiter Ordnung ist hiernach vollkommen und auf eine einzige Weise be- 
stimmt, wenn zwei ihrer Tangenten, die beiden Berührungspuncte auf derselben und aufserdem 
noch irgend ein beliebiger Punct M der Curve gegeben sind. Es ist leicht alsdann, belie- 
big viele neue Puncte der Cunre zu finden. Irgend ein solcher Punct sei M'. Die Will- 
kührlichkeit bei der Bestiinmung der Functionen p, q und r, welche die Form der Glei- 
chung' (1), indem wir ^ unbestimmt lassen, gestattet, erlaubt uns insbesondere, diese 
Functionen als Segmente, welche auf einer mit MM' parallelen geraden Linie, zwischen 
dem bezüglichen Puncte einerseits, und den drei geraden Linien (2) andrerseits liegen, zu 
canstruiren. Bezeichnea wir hiernach die Durchschnittspuncte der Linie MM' mit den letzt- 
genakinten drei. geraden Linien bezüglich durch P, Q und B, so gibt die Gleichung. (1) in 
Beziehung auf die beiden Puncte M und M': ' 

MP.MQ-^/e.MR* = 0, M'P .M'Q+iti.ffl^' := Ö, 

und hieraus folgt: 

MT . M'Q _ M^' 
MP.MQ - mK 



t' 



(3) 



Die Discussion dieser Gleichung zeigt, dafs der Ponct M' sich auf lineare Weise er- 
gibt, wenn die drei Linien (2) und der Punct M gegeben sind; und ganz auf dieselbe 
Ameise können wir auf jeder andern, durch einen gegebenen Punct der Curve beliebig 
gezogenen, geraden Linie den zweiten Durchschnittspunct mit der Curve bestimmen. Geht 
die Linie MM' insbesondere durch den Durchschnitt der beiden Tangenten, so fallen die 
beiden Puncte P und Q zusammen, so dafs: 

M'P . M'R 



MP 



MK' 



wobei nur das untere Zeichen Bedeutung haben kann, und also M, IKT, P und R vier har- 
monische Theilungspnncte sind (56). „Jede gerade Linie also, welche durch den Durch- 
schnittspunct irgend zweier Tangenten einer gegebenen Curve zweiter Ordnung geht, wird 
in diesem Puncte und in ihren Durchschnittspunct en mit der Berührungs^Chorde und mit 
der Curve harmonisch getheilti'* 

Wir wollen dieselbe Gleichung (3) noch aus einem andern Gesichtspuncto betrachr 
ten, und zwar die beiden Puncte M*und M', so wie die beiden Tangenten als gegeben, 
die Berührungs-Cborde aber als unbekannt ansehen. Der erste Theil der fraglichen Glei- 
chung ist alsdann gegeben, so d^s wir durch dieselbe den Punct R, denjenigen Punct nem- 
lich, in welchem die Linie MM' der, übrigens noch unbekannt bleibenden, Bertihrungs-Chorde 
begegnet, bestimmen können; zugleich aber sehen wir, dafs wir zwei Puncte erhalten, deren 
jeden wir für den Punct R nehmen können, und dafs dieselben mit den beiden gegebenen 
Puncten vier harmonische Theilungspuncte ausmachen. Hieraus 'folgt^ also, „dafs für alle 
Curven, welche zwei gegebene gerade Linien berühren, und zugleich durch. zwei gegebene ' 
Puncte gehen, diejenige gerade Linie, welche die jedesmaligen beiden Berührungspuncte auf 
den gegebenen geraden Linien verbindet, immer durch einen von zwei festen Punden, 
welche mit den beiden gegebenen vier harmonische Theilungspuncte bilden, fjAif und 
nach dem Princip der Redprocität können wir sogleich hniznrogen, „dafs der Durch- 
schnittspunct der beiden jedesmaligen Tangenten der Curven in den beiden gegebenen 

13» 
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Pancten, immer auf einer ron zwei geraden Linien , welche mit den beiden gegebenen vier 
Harmonicalen bilddn, liegt. ^ 

An die Gleichung (3) knQpft sich eine elegante Constmction des zwiefachen Punctes 
R. Wenn aufser den beiden gegebenen Puncten M und M! noch ein dritter Punct H*, 
durch den die Curve gehen soll, gegeben ist, so* führt die Wiederholong derselben Con- 
struction, indem wir diesen dritten gegebenen Punct beliebig mit einem der beiden ersten 
zusammenstellen, zur Tollständigen . Bestimmung der Berflhrungs-Chorde: r = 0, welche, 
da )ede Constmction eine zwiefache Punct -Bestimmung gibt, im Allgemeinen, eine vier- 
fache ist. Es gibt also, im Allgemeinen, auch vier verschiedene Cunren, welche zwei 
gegebene gerade Linien berühren und zugleich durch drei gegebene Puncte gehen. Das 
Vorstehende liefert uns die Construction dieser Curven, so wie auch die hiermit durch 
das Pnncip der Rcciprocität verbundene Construction derjenigen Curven, welche dordi 
zwei gegebene Puncte gehen, und zugleich drei gegebene gerade Linien berühren. Ich 
mufs indefs in Beziehung auf das Detail dieser verschiedenen Consthictionen auf den 
ersten Band meiner Entwicklungen verweisen, indem ich zugleich als Citat noch nachtrage, 
daCs Herr Brianchon in einem, mir später erst zu Gesicht gekommenen. Memoire eurh» 
lignea du second ordre zuerst die Construction der Aufgabe, „einen Kegelschnitt zu be- 
schreiben, der n gegebene gerade Linien berührt und zugleich durch (5 — n) gegebene 
Puncte geht,'' vollständig und so discutirt hat, dafs eigentlich schon nichts mehr za wün- 
schen (ibrig blieb. 

125. Von der Gleichung: 

pq+^» = 0, (1) 

kennen wir, nach der Umformungsweise der 28. Nummer, dem analog, wie wir es schon 
bei Gelegenheit des besondern Falles, dafs die Function r auf eine blofse Constante sich 
reducirt, gethan haben, zu folgender Fonn: 

u*+Av*-f-^r* = 0, (2) 

übergehen, indem wir durch u und v zwei neue, immer reelle, lineare Functionen und 
durch iL eine neue Constante bezeichnen. Es stellen alsdann die beiden Gleichungen 

u = 0, V = 0, 

zwei gerade Linien dar, welche durch den immer reellen Durdischnittsponct der beiden 
reellen oder imaginären Tangenten: 

p = 0, q = 0, (3) 

gehen, und zu diesen ganz in derselben Beziehung stehen, als zwei zugeordnete Durch- 
messer zu den beiden Asymptoten. Je nachdem die beiden Tangenten reell oder imagi- 
när sind, ist die neu eingeführte Constante X entweder positiv oder negativ. Die Glei- 
chung (2) enthält deshalb eine Constante mehr als die Gleichung (1), weil die beiden 
Functionen n und v keine vollständig bestimmten sind, sondern auf jedes beliebige Paar 
einer Involution bezogen werden können. 

Die Gleichung (2), über deren Discussion wir einige Andeutungen geben wollen, j^eigt 
znvörderst, dafs diejenigen drei geraden Linien, welche durch die Gleichungen: 

u = 0, V = 0, r = 0, (4) 

dargestellt werden, ganz in derselben, durch die Curve (2) vermittelten, gegenseitigen Bezie- 
hung zu einander «teh^; denn die beiden Coefficienten A und (jl haben auf die Bestim- 
mung dieser Linien durchaus keinen EinfluCs. Es heifst aber derjenige Punct, in welchem 
die beiden Tangenten in den Durchschnittspuncten eines gegebenen Kegekchnittes und ei- 
ner geraden Linie sich schneiden, der Pol dieser geraden Linie und gegenseitig diese 
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gerade Linie die Polare jenes Punctes, in Beziehung auf den gegebenen Ke- 
gelschnitt. Der Pol einer geraden Linie bleibt also auch dann eine reeller Punet» 
wenn diese Linie dem Kegelschnitte nicht begegnet, und die Polare eines Punctes bleibt 
also auch. dann eine reelle gerade Linie, wenn dieser Punct innerhalb des Kegelschnittes 
liegt. Die' letzte der drei geraden Linien (4) ist hiernach die Polare des Durchschnittes 
der beiden ersten, weil dieser Durchschnitt kein anderer ist, als der Durchschnitt der bei- 
den Tangenten (3). Es ist hiemach also Überhaupt jede der drei geraden Linien (4) 
die Polare des Dcvchschnittes der jedesmaligen beiden übrigen, und der Durchschnitt je 
zweier der Pol der jedesmaligen dritten. Wir wollen die drei geraden Linien (4) drei 
zugeordnete Polaren und die drei Durchschnittspuncta je zweier derselben drei zu« 
geordnete Pole, in Beziehung auf den Kegelschnitt (1), nennen^ 

Es ist offenbar, dafs die Gleichung (2) dann keinen reellen Kegelschnitt darstellen 
kann, wenn die CoefCcienten X und ^ beide positiv sind. Einer derselben oder beide za- 
gleich sind für den Fall einer reellen Curve nothwendig negativ. In beiden Fällen kann 
man nur ein Paar von Gliedern des ersten Theiles der vorstehenden Gleichung mit über- 
einstimmenden, aber zwei Paare von Gliedern mit entgegengesetzten Vorzeichen zusammen- 
stellen; woraus folgt, dafs immer einer von drei zugeordneten Polen und nur einer inner- 
halb des Kegelschnittes liegt. 

126« Indem wir nach einander für irgend zwei der drei zugeordneten Polaren (4), 
etwa für die beiden ersten, jedes Paar der bezüglichen Involution setzen, nehmen die ge^ 
genüberliegenden Pole auf der dritten festen Polaren (r = 0) alle möglichen Lagen ein, in- 
dem sie ihrerseits sich zu Paaren einer Involution von Puncten zusammenordnen. Da die 
Form der Gleichung (2) bei dieser Umformung unverändert dieselbe bleibt, und die dritte, 
feste Polare oder, was dasselbe heifst, der ihr gegenüberliegende Pol, von vorne herein 
beliebig angenommen werden kann, so tritt uns sogleich der nachstehende Satz entgegen: 

„Die Polaren aller Puncte einer gegebenen geraden Linie gehen durch einen festen 
Punct, den Pol dieser Linie; und umgekehrt, die Pole aller geraden Linien, welche durch 
einen gegebenen Punct gehen, liegen in einer geraden Linie, der Polaren des Punctes.^ 

Fragen wir uns nach dem eigentlichen Nerv des Beweises dieses Satzes, so finden 
wir ihn ganz allein darin, dafs die Gleichung (2) eine Constante mehr enthält als die 
Gleichung (1). . 

Femer ergibt sich das folgende Resultat. „Die Puncte irgend einer geraden Linie 
ordnen sich, in Beziehung auf einen gegebenen Kegelschnitt, paarweise so zusammen, dafis 
die Polare eines. Punctes jedes solchen Paares durch den jedesmaligen andern Punct des- 
selben Paares geht; solche Puncten-Paare bilden eine Involutioii. Und, die geraden Li- 
nien, welche durch irgend einen Punct gehen, ordnen sich, in Beziehung auf den gegebe- 
nen Kegelschnitt, so zusammen, dafs der Pol einer Linie jedes solchen Paares auf der je- 
desmaligen andern Linie desselben Paares liegt: solche Linien -Paare bilden eine Invo- 
lution. ^ 

127. Die Art, wie sich, nach dem ersten Theile des vorstehenden Satzes, die Puncte 
aner gegebenen geraden Linie, in Beziehung auf einen gegebenen Kegelschnitt, zu einer 
Involution zusammenordnen, hängt zunächst davon ab, ob die gerade Linie dem Kegel- 
schnitte begegnet oder nicht. In dem ersten Falle ist die Involution von der zweiten, und 
im zweiten Falle von der ersten Art (56). In beiden Fällen gibt es einen Mittelpimct 
der Involution; man sieht sogleich ein, dafs dieser Mittelpunct derjenige Punct ist, in wel- 
chem die gegebene gerade Linie von demjenigen Durchmesser der Curve, dessen zugeord- 
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neter ihr parallel ist, geschnitten wird. Im ersten Falle liegen die beiden Poncte jedes Paa- 
res der Involution auf derselben, im zweiten Falle auf entgegengesetzter Seite des Mittel« 
punctes ; das Product ihrpr Abstände yom Mittelpnncte ist in beiden Fallen f&r alle Paare 
der Involution constant, und zwar im ersten Falle gleich denl Quadrate der Hälfte der auf 
der gegebenen geraden Linie von dem Kegelschnitte interceptirten Chorde. In dem zwei- 
ten Falle gibt es ein Minimum für den Absland der beiden Puncte eines Paares, und dann 
ist jenes constante Product dem Quadrate der Hälfte des Minimums gleich (57). Wenn 
insbesondere die gegebene gerade Linie den Kegelschnitt nur in einem einzigen Puncte schnei- 
det, weil der zweite Durchschnittspunct unendlich weit liegt, so ist der einzige Durchschnitts- 
punct der Mittelpunct der Involution (60). „Legt man also von einem beliebigen Puncte 
aus zwei Tangenten an eine gegebene Hyperbel oder Parabel, verbindet die beiden BerQb- 
rungspuncte auf denselben durch eine gerade Linie, und zieht dann durch denselben Pnnct 
eine gerade Linie, die bezüglich einer Asymptote der Hyperbel parallel oder dn Durch- 
messer der Parabel, so wird dasjenige Stück dieser geraden Linie, das zwischen dem be- 
liebigen Puncte und der Berührungs- Chorde liegt, von der Curve halbirt.^ 

Es entspricht ferner, nach dem zweiten Theile des letzten Satzes der vorstehenden 
Nummer, jedem Puncte, den wir ganz beliebig in der Ebene eines gegebenen Kegelschnit- 
tes annehmen, eine vollkommen bestimmte Involution von geraden Linien. Wir wollen 
zunächst nun ins Auge fassen, wie die Natur dieser Involution von der verschiedenen Lage 
des Punctes abhängt. Liegt dieser Punct aufserhalb des gegebenen Kegelschnittes, so ist 
die Natur der Involution durch die Gröfse desjenigen Winkels, welchen die, von dem 
fraglichen l^uncte aus, an den Kegelschnitt gelegten Tangenten einschliefsen, und welchen 
wir früher i; .genannt haben, vollkommen bestimmt. Je zwei gerade Linien, welche mit 
diesen beiden Tangenten vier Harmonicalen bilden, machen ein Linien -Paar der Involution 
aus. Liegt der fragliche Punct innerhalb des gegebenen Kegelschnittes, so verliert diese 
Construction ihre Anwendbarkeit; wir erhalten alsdann aber nach dem ersten Theile des. 
letzten Satzes der vorigen Nummer, wenn eine Linie irgend eines Paares der Involution 
gegeben ist, sogleich die zugehörige, wenn wir die Polare des Durchschnittspunctes der 
gegebenen geraden^Linie und der Polaren des fraglichen Punctes, in Beziehung auf den ge- 
gebenen Kegelschnitt, construiren. In diesem Falle können wir die Natur der Involution 
durch die Gröfse desjenigen Winkels bestimmen, den wir früher & genannt haben, und 
der ein Maximum der Abweichung der Durchschnitts- Winkel irgend eines Paares der In- 
volution, von einem rechten Winkel ist. 

128. Bei der vorliegenden Discussion tritt eine Frage vor allen andern ganz beson- 
ders hervor, die Frage nemlich, ob es in der Ebene eines gegebenen Kegelschnittes solche 
Puncte gibt oder geben kann, für welche der Winkel & ein rechter ist. Denn für den 
Fall, dafs wir eine bejahende Antwort auf diese Frage erhielten, folgt aus den Bemerkun- 
gen der 37. Nummer das, in analytischer Rücksicht, höchst merkwürdige Resultat, dafs 
alsdann jede durch einen solchen Punct gehende imaginäre, gerade Linie 
als eine Tangente der Curve anzusehen ist. 

Um nachzuweisen, dafs es solche Puncte, denen wir den Namen Brennpuncte bei- 
legen, wirklich gibt, brauchen wir blofs zu zeigen, dafs jede gegebene Curve zweiter Ord- 
nung durch' die Gleichung (2) sich auch noch unter den besondern Voraussetzungen, idits 
u und V rechtwinklige Parallel- Coordinaten bedeuten und X gleich Eins sei, darstellen 
lasse. Durch diese Voraussetzungen wird die Anzahl der Constanten in der eben genann- 
ten Gleichung von acht auf fünf reducirt. Und da fünf die zur Bestimmung eines Ke- 
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gekchnittes überhaupt nothwendige Anzahl von Constanten ist, so kann es fOr einen 
gegebenen Kegelschnitt nur eine beschränkte Anzahl von Puncten der fraglichen Art ge- 
ben; nährend man, ffir eine andere Annahme von & oder t], wobei die Gleichung (2) 
eine (aaf die Lage des Winkels & oder rj sich beziehende) Constante mehr behalt, im-, 
endlich, viele Puncte, einen geometrischen Ort, findet. Von jedem Puncte eines solchen 
Ortes lassen sich zwei (reelle oder imaginäre) Tangenten an den Kegelschnitt legen, die 
sich unter dem constanten Winkel 17 schneiden. Diese Tangenten selbst aber, und mit 
ihnen die durch sie bestimmte Involution, drehen sich, indem der Punct den fraglichen 
Ort beschreibt, um diesen Punct so, dafs hierbei jede besondere Linie der Involution, im 
Allgemeinen, alle möglichen Richtungen annfanmt. Die unendlich vielen Tangenten -Paare 
von allen möglichen Richtungen, die insbesondere der Annahme, dafs 19* ein rechter Win- 
kel sei, entsprechen, haben alle einen- gemeinsamen Scheitel, oder schneiden sich wenig- 
stens gruppenweise in denselben Puncten, die nur in begränzter Anzahl vorbanden sein 
können und die für den fraglichen besondern Fall an die Stelle der eben erwähnten geo- 
metrischen Oerter treten; in der Art, dafs )cde durch einen solchen Punct gehende (ima- 
ginäre) gerade Linie eine Tangente des Kegelschnittes ist. Ueberdiefs kann man^ wenn 
& ein rechter Winkel ist, die verschiedenen Lagen der bezOglichcn Involution, welche einer 
beliebigen Drehung derselben nm ihren Scheitel entsprechen, unter einander auf keine 
Weise unterscheiden, weil man nach einander jedes Paar einer solchen Involution erhält, 
wenn man ein beliebiges derselben um seinen Scheitel dreht *). 



*) Wir ktanen aas dte Ebene cisee gegebenen Kegelacbnittes als ans nnendlich vielen, stetig in emander 
übergehenden Cnryen bestehend denken, so dafs jede dieser Cnnren einer beliebigen Annahme des Win- 
kels fi entspricht So hinge also di4;ser Winkel ein reeller ist, lassen sieh, von jedem Punete der ent- 
sprechenden Cnr?» ans, an. den gegebnen Kegelschnitt zwei reelle Tangenten legen, und diese schneiden 
sich unter dem constanten Winkel 17. Unter diesem Gesteh tspuncte anfgefalst, habe ich in der 343. 
Nmnmer des ersten Bandes der „analytisch -geometrischen Entwicklongen ,'^ indem ich folgende Glei- 
chungen: 

AV=*=B'3t* = =*=A«B% (a) 

als die gewöhnlichen der Ellipse und' Hyperbel, bezogen auf rechtwinklige Parallel-Coordinaten, sa Grunde 
gelegt, Air die- fragliche, irgend emem reellen Werthe yon ^ entsprechende Cnr?e, die folgende Glei- 
chung entwickelt: 

4(A'y'=t=B» x'=FA'B« ) ' , 

Wir kdnncii nach der 33. Nonmer, neben diese deichmg, mit Vermeidang. des langtalren, aogleich 
die folgende aetwn: 

, (,»-|lx»-(A'=fcB'))» ^ ""^ *', . ^*' 

indem wir, wie eben ilir «7, nun für & nach einander alle möglichen reellen Werthe nehmen. 

\^r wollen, da sich der Winkel «7, absolut genommen, von seinem Nebenwinkel nicht unterschei- 
den IS&t, hier überall denjenigen Winkel durch 17 bezeichnen, unter dem, von dem bezüglichen Puncte 
aus, der Kegelschnitt gesehen wird. Alsdann entspricht oflenbar, indem wir zuerst den Fall der Ellipse 
dlscutiren, jedem für ij beliebig angenommenen reellen Werthe eine geschlossene Corve, die gemein- 
schaftBch mit derjenigen, welche dem jedesmaligen Nebenwinkel von 17 entspricht, dorch die Gleichung 
(b) dargestellt wird. Wenn wir tangri as setzen, so redncirt sich, weil alsdann die eine der beiden 
in sich selbst geschlossenen Curven unendlich weit rflckt,<die Gleichung (b) auf den zweiten Grad, und 
stellt die gegebene Ellipse dar. Dieser entspricht offenbar 17 ^ ;k, während der unendlich weit geröck- 
ten Cnrve ly :b entspricht. Diese letzgenannte Cnrve ist, da der Grad der Gleichung (b) sich um 
zwei Einheiten redncirt hat, in ihrer Grinz-Lage ebenfalls als «ine Cnnre zweiter Ordnung zu betrach- 
ten (das heilsi, indem wir umschreiben» wenn wir den Winkel 17 klein genug annehmen, so erbeten wir. 
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*129. Die Gleicbtmg: 

u»-hv» = ftV, (1) 

in der ich ( — p}) an die Stelle des frühem Coefficienten /t gesetzt habe, stellt immer 
einen reellen Kegelschnitt dar. Wenn u und v insbesondere rechtwinklige ParallelrCoor- 

dina- 

nach der Redaction des bezßglichen Ofals auf einen geli5rig TerUcinerten liMfaiUb, eine Carre, welche 
von einer Ellipse nm weniger als eine gegebene Grdfiie abweicht), deren Azen, wie man leicht einsieht, 
in dem umgekehrten YerhSltnirs der gleichliegenden Azen der gegebenen Ellipse stehen. Wenn ^ ein 
rechter Winkel ond hiernach seinem Nebenwinkel gleich ist, so (allen die beiden, für alle andern An- 
nahmen von 17 abgesonderten, in sich selbst geschlossenen Cnrven in eine einsige insammen, und dies« 
ist alsdann der dnrch die nachstehende Gleichong dargestellte Kreis: 

y»-Hx» = A*-HB». 
Zugleich mit tangfi (indem 17 =s ;i wird) verschwindet anch •inO-. Die bezQgliche Cnrre tritt bei die* 
ser Gränze ganz in das Innere der Ellipse hinein. Betrachten wir nan sogleich den aasgezeichneten Fall, 
dab ^ ein rechter Winkel ist, so geht, indem wir ftn^ =: 1, nnd, anter der Vofaassetzongi. dafs A>>B, 
der K&rze halber: A' — B' =s E' setzen, die Gleichung (e), nach einfachen Rednctionen, in die fol- 
gende ober: 

{y»-h(x-.E)>} {y»-h(x+E)«} = 0; (d) 

and ISfst sich hiemach in die nachstehenden beiden vom zweiten Grade aoflösen: 

y'-l-(x-.E)» = 0, y*+(x-f-E)» = 0, 

Es stellt also bei onserer Annahme die Gleichung (c) keine Corve mehr dar, sondern nor ein System 
von zwei Pancten — Brennpancten — , welche aaf der gr5lsem Axe der Ellipse, in einem Abstände 
vom Mittelponcte derselben, der gleich ist =^E, liegen. Zugleich ist ersichtlich, dab diese beiden 
Poncle, wenn wir Gränz-Bclracbtangen festhalten, sich als Kreise mit verschwindenden Radien darstellen. 
Wenn wir Jtn*^>>l setzen, so wird die bezügliche Corvo zogleich mit dem Winkel & imaginir. Es 
liegt ans jetzt blofs noch ob, qachzoweisen, wie, indem der Winkel & von Nail oder % an einem 
rechten Winkel sich n9hert, die entsprechende Corve (c) von der gegebenen Ellipse an sich allmihlig 
umgestaltet, bis sie in zwei Pancte aasartet, und dann anfh^ reell m sein. Zu diesem Ende bemerk 
ken wir, dafs ein ausgezeichneter Werth för & offenbar derjenige ist, welcher den gleichen zugeordne- 
ten Durchmessern der gegebenen Ellipse entspricht. Alsdann geht die beztt^che Corve nothwendig durch 
den Mittelponct dieser Ellipse. Es ist aber, bei dieser Voraossetzong, 

2AB 

und dann g^ht, nach leichten Rednctionen, die Gleichong (c) in die nachstehende über: 

Diese Gleichung stellt eine solche Curve dar, welche eine, der Lemniscate (oder der Ziffer 8) ihnliche 
Form hat Sie schlingt sich am die beiden Brennpuncte, und hat einen Doppelponct, der in denMittel- 
ponct der gegebenen Ellipse föllt. Hiemach ist klar, dafs, wenn der Winkel & von Noll oder zwei 
Rechten sich entfernt, nnd, dnrch die Gr5lse eines Durchschnitts -Winkels der gleichen zogeordoeten 
Durchmesser hindarchgehend, zuletzt einem rechten Winkel gleich wird: die bezSgUche Carve (c) sich 
von der gegebenen Ellipse immer weiter entfernt, indem sie, nach der Richtung der kleinem Axe der- 
selben sich eindr&ckend , der Lemniscaten- förmigen Curve immer nSher r&ckt, dann, durch diese hin- 
durchgebend, in zwei abgesonderte Ovale sich auflöset, deren jedes nm einen der beiden Brennpnncte 
sich zieht, nnd die immer kleiner werden, bis sie, der Kreisform sich nShemd, sich zuletzt auf die bei- 
, den Brennpuncte selbst redndren. 

Ohne neue analytische Entwicklungen erkennen wir bald diejenigen Modificationen, welche die vor- 
stehenden Resultate erleiden, wenn eine Hyperbel an die Stelle der gegebenen Ellipse tritt Wir bc> 
schränken uns indefs hier blofs auf die folgende AndenCang in Betreff des för uns wichtigern Falles, dafs 
der Winkel «7 imaginär und & reell ist Wenn wir & gleich Null oder zweien rechten Winkeln nehmen, 
ist^ie entsprechende Curve die gegebene Hyperbel selbst; sobald indefs der Werth von ^ sich um eine 
noch sn kleine GrÖfse einem rechten Winkel annShert, tritt an die Stelle jedes Hyperbel -Zweiges ein 
Oval, das ganz innerhalb dieses Zweiges sich erstreckt, und, wenn die Anniherong des Winkels ^ 
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dinat^D bedeuten , so kdonen wir die Torstehende Gleichung, indem wir die bezüglichen 
Coordinaten-Axen nm ihren Durcbschnittspunct so drehen, daljs eine beliebige derselben» 
etwa die durch die Gleichung: ▼ = dargestellte, der Linie: r =: 0, parallel wird, un- 
beschadet der Allgemeinheit, folgendergestalt particolarisiren: 

tf +v« = fi\v + x)\ (2) 

Bei dieser Umformung bleibt, wenn wir, was erlaubt ist, voraussetzen, dafs r einen kür- 
zesten Abstand von der bezüglichen geraden Linie bedeutet, die C'Onstante /i immer die- 
selbe» Wir können die letzte Gleichung ferner auf die nachstehende Weise schreiben: 

u'+(l— Ai*)v* = /ttV(2v+x), 
nnd ihr dann, vorausgesetzt, dafs fi nicht der Einheit gleich ist, indem wir zugleich, der 
Kürze halber, 

l_^^ = i% lzi^.x = E, (3) 

setzen, die folgende Form geben: 

u^+r(v — E)» =:Ex. (4) 

Wenn insbesondere /e = 1, so ergibt sich unmittelbar: 

u^ = 2x(v+ix). (5) 

Wir sehen hieraus zunächst, dafs, je nachdem 

^>1, ^<1, A* = 1, 

die Curve eine Hjperbel, eine Ellipse oder eine Parabel ist. 

Die beiden Axen der durch (5) dargestellten Hyperbel oder Ellipse fallen in dieje- 
nigen beiden geraden Linien, deren Gleichungen die folgenden sind: 

u = 0, V — E = 0. 

Nennen wir die Längen der. bezüglichen halben Axen B und A, so ist: 

Ex = B% B^ = TA^ 

Der Werth von x bestimmt sich also auf lineare Weise durch E; für £ aber erhal-* 
ten wir, mit Zuziehung der zweiten der beiden Gleichungen (3), einen zwiefachen Werth ; 
es kommt nemlich: 

E^ = A^ — B'. 

an einen rechten cnnimmt, sich immer enger nm einen festen Punct hermnzieht, and zoletzt, der Kreis- 
form immer näher kommend, sich anf diesen Ponct selbst redneirt. Die beiden festen Puncte, welche 
man hiemach innerhalb der beiden Hjperbel- Zweige erhält —=• die Brennpuncte — werden, indem wir 
in dem Ausd nicke von E das Zeichen von B' ändern, immer noch durch die Gleichung (d) dargestellt* 
Wenn endlich eine Parabel gegeben bt, die, in der Yoraosselzang rechtwinkliger Parallel -Coordi- 
naten, darch die Gleichung: 

y* = 2px 
dargestellt wird, to erhalten wir, nach der oben angeführten Stelle, fttr die verlangten Cnrven die nach* 
stehende Gleichung: 

Ist fi reell, so ist die Curve eine Hyperbel, deren einer Brennpunct mit demjenigen Punct, den wir gleich 
hier schon als den. Brennpunct der Parabel bezeichnen wollen, zusamraenHiill. Der eine Zweig dieser Hy* . 
perbej bezieht sich auf den angenommenen Winkel ij, der andere auf dessen Supplementär -Winkel. Die 
beiden Hyperbel -Zweige fallen in eine einzige gerade Linie zusammen — in die Directrix der Parabel — 
wenn für ti insbesondere ein rechter Winkel angenommen wird. Für reelle Werthe von 0- ist die ent- 
sprechende Curve eine Ellipse, deren einer Brennpunct mit dem Brennpuncte. der gegebenen Parabel za- 
sammenfällt. Je mehr der Winkel & sich einem rechten Winkel annähert, desto mehr entfernt sich die 
fragliche Ellipse von der gegebenen Parabel, und wird, der Ereisform näher kommend, immer kleiner, 
bis sie znletzt auf den Brennpunct der Parabel sich redneirt — 

14 
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Wenn A» bezfiglich die gröfisere Axe der Ellipse oder die reelle Axe der Hyperbel ist, so 
sind die beiden Wertbe von E reell, im andern Falle imagt&ar. Beide Fälle erbalten vrfr 
nach einander, wenn wir, mit Beibehaltung der Coordinatcn-Bestimmung, eine und dieselbe 
Hyperbel oder Ellipse gehörig drehen. Es läfst sich ako jeder gegebenen solchen Cunre 
im Ganzen viermal, und zwar immer zweimal auf reelle und zweimal auf imaginäre 
Weise, die Form der Gleichung (1) geben, das heifst mit andern Worten, jede Ellipse 
and Hyperbel hat vier Brennpuncte. Von diesen sind immer zwei und nur zwei reell, 
und liegen , bezüglich auf der gröfsem Axe der erstgenannten und der reellen Axe der 
letztgenannten Curve, zu beiden Seiten des Mittelpunctes in gleichem, leicht zu constrai- 
rendem, Abstände von demselben. 

Aus der Gleichung (5) ist sogleich ersichtlich, dafs man für den Fall einer gegebe* 
neu Parabel das x der Gleichung (2) immer auf linearem Wege erhält; es ist dem vier- 
ten Theile des Parameters der Curve gleich. Eine Parabel kann man, da überdiefs die 
zweite Axe derselben unendlich weit liegt, also nur •auf eine einzige Weise durch die 
Gleichung (2) ausdrücken: die Parabel hat nur einen einzigen Brennpunct, und die- 
ser liegt auf ihrer Axe in einer Entfernung vom Scheitel, die dem vierten Theile- das Pa- 
rameters gleich ist. 

130. Bei unsern Voraussetzungen bedeutet (u*+v^) das Qqadrat des Abstandes des- 
jenigen Punctes, auf welchen die beiden Functionen u und v bezogen werden, von dem 
Brennpuncte, der Curve. Bezeichnen wir diesen Abstand, als eine neue veränderliche Gröbe^ 
durch D, so geht die Gleichung (1), indem sie innner noch die allgemeine Gleichung der 
Kegelschnitte bleibt, nach Ausziehung der Quadrat -Wurzel in die folgende über: 

D = |ur, 
und sagt alsdann, als characteristische Eigenschaft der Curven^ zweiter Ordnung,, aus, „dab 
das Verhältnifs des Abstandes jedes Punctes einer solchen Curve von einem festen Puncte 
zu dem Abstände desselben Punctes der Curve von einer festen geraden Linie ein con- 
stantes ist.*^ Jener feste Puuct ist ein Brennpunct der Curve, diese feste gerade Linie die 
Polare desselben: die Directrix. 

131. Wenn an die Stelle eines gegebenen Kreises eine- gegebene Ellipse tritt, so tre- 
ten an die Stelle des Satzes, dafs die Durchmesser des ersten einander gleich sind, metri- 
sche Relationen in Beziehung auf zugeordnete Durchmesser der letztem. Auf ganz ana^ 
löge Weise erhalten wir, statt des Satzes der vorigen Nummer, wenn wir an die Stelle 
des Brennpunctes und der Directrix irgend einen beliebigen Punct in der Ebene des Ke- 
gelschnittes und die Polare desselben in Beziehung auf diesen setzen, metrische Relatio- 
nen, die wir -unmittelbar, ohne dafs wir zu den Umformungsweisen der 2S, Nummer zu- 
rückgehen, aus denjenigen hernehmen können, welche sich auf zugeordnete Durchmesser 
beziehen. Die gegenseitigen Richtungen von diesen stimmen mit den Richtungen vob Chor- 
den, die durch den beliebigen Punct, den Pol, gehen, überein; es ist also natürlich auch 
diese paarweise zugeordnete zu nennen. Alsdann tritt an die Steife der Länge eines 
Halbdurchmessers in allen metrischen Relationen der 116. — 121. Nummer blofs der Quo- 
tient des Abstandes. eines Punctes des bezüglichen Kegelschnittes von der Polaren in den 
Absfand desselben Punctes von dem Pole; wobei zu berücksichtigen ist, dafs diese Quo- 
tienten für die beiden Durchschnitte einer beliebigen, durch den Pol gehenden, geraden 
Linie mit der Curve dieselben sind. Ich überhebe mich hier jedes Details. — 

132. Nachdem wir die einfachen Formen, auf welche sich die allgemeine Gleichung 
des zweiten Grades zwischen zwei veränderlichen Grd£»en jedesmal bringen läfst, in der 
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Annahme, dals diese Grö&en Punct-Coordinatea bedeuten, discalirt haben, liegt uns jetzt 
auch noch ob, dieselben Formen, indem \nr die Bedeutung von Linien-Coordinaten zu 
Grunde legen, geometrisch zu interpretiren. So lange wir die Bestimmung der Linien-Co- 
ordinaten particttlarisiren , gibt diese Deutung keine andern Resultate, als diejenigen, die 
wir auch unmittelbar nach den Principe der Reciprocität aus den frflbern allgemeinen Re- 
sultaten herleiten können. So hab^n wir schon, vorgreifend, dieses Uebertragungs-Prin- 
cip an einem Beispiele in der 124. Nummer zur Anwendung gebracht, und sind auf die- 
sem Wege eben dahin gelangt, wohin uns auch die Discussion der folgenden Gleichung: 

uv+iut^ = 0, (1) 

weim wir die veräi^derlichen Gröfsen u, v und t in derjenigen Bedeutung nehmen, unter 
der wir sie in der 42. Nummer angeführt haben, unmittelbar leiten würden: 
Die drei Gleichungen: 

u = 0, v = 0, t=:0, (2) 

stellen solche drei Puncte dar, von welchen die beiden ersten auf der durch (1) darge- 
stellten Curve liegen, und der dritte der Pol derjenigen geraden Linie ist, welche durch 
die beiden ersten geht. Denn, wenn wir, om die Gleichung der Curve zu bestimmen, 
t = setzen, so erbalten wir zugleich, entweder u = oder v = 0; das heifst, durch 
den dritten der drei fraglichen Puncte und jeden der beiden ersten geht eine Tangente 
der Curve. Setzen wir andrerseits, entweder u = oder v = 0, so erhalten wir beide 
Male t = dbO; das heifst, die beiden durch jeden der beiden ersten dieser Puncte ge- 
henden Tangenten der Curve (l) fallen zusammen, oder, was dasselbe ist, diese beiden 
Puncte liegen auf der Curve, und sind also die Berührungspuncte auf den beiden, in dem 
dritten Puncte sich schneidenden, Tangenten. Es können u und v sowol imaginär als 
reell sein, was einzig davon abhängt, ob der dritte Punct: t = 0, innerhalb oder aufser- 
halb der Curve (1) fällt. Nur auf der Curve selbst darf dieser Punct nicht liegen. 

An die Stelle der Gleichung (1) können wir auch die nachstehende setzen: 

f'+Xq^ + ui^ = 0, (3) 

die vrir nach den Umformungsweisen der 55. Nummer unmittelbar erhalten und in der A 
einen positiven oder Negativen Werth hat, je nachdem u und v in der ursprilngliehra Glei- 
chung imaginär oder reell sind. Die Gleichungen: 

p = 0, q = 0, t = 0, 

stellen dtei zugeordnete Pole in Beziehung auf den bezüglichen Kegelschnitt dar, und 
folglich sind diejenigen drei geraden Linien, welche dieselben, paarweise, verbinden, drei 
zugeordnete Polaren (125). 

133. "Wenn wir die Bestimmung der Linien-Coordinaten particularisiren, so kann 
diefs einerseits auf die Natur, und andrerseits auf die Lage des bei solchen Particularisa- 
tionen durch die Gleichungen (1) und (3) dargestellten Kegelschnittes, Einflofs haben. 
Wir wollen zuvörderst die Gleichung (1), von diesem Gesichtspuncte aus, partkula- 
risiren. 

Wenn wir in der 53. Nummer für t eine blofse Constante. nehmen, so ist auch dann 
noch die particularisirte Gleichung: 

uv+^ = 0, (4) 

cBe allgemeine Gleichung der Curven zweiter Classe. Nur müssen, wir alsdann ftir u und 
v einmal reelle, das andere Mal ima^^e lineare Functionen nehmen, und überdiefs ei- 
Qsen Ausnahmefall berücksichtigen, in welchem die Torstebende Gleichung ihre Bedeutung 

14* 
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verliert. In diesem Falle können wir an die Stelle der Torstekenden Glcidnmg die fol- 
gende treten lassen: 

v«+Aa = 0. (5) 

Wir können, bei unserer Yoranssetznng, die btiden linearen Fnnetionen a and v, 
and zfvar, indem wir (a als einen nnbestimmten Coefficienten befnehten, onbeschadet der 
Allgemeinheit, als solche Segmente constniiren, welche auf zwei festen, durch die beiden 
Puncte: 

u = 0, v = 0, (6) 

nach gegebener Richtung gelegten geraden Linien, zwischen diesen Puncten und der- 
jenigen geraden Linie Hegen, welche durch die jedesmaligen Werthe von u und v bestimmt 
wird. Indem wir ferner in der Gleichung (1) statt t eine Constante nehmen, setzen wir 
dadurch fest, dafs derjenige Punct, dessen Polare durch die beiden Puncte (6) geht, nach 
der gegebenen Richtung unendlich weit liegt. Diese Polare ist also ein Durchmesser der 
Curve, und zwar derjenige, dessen zugeordneter die gegebene Richtung hat; die beiden 
Puncte (6) sind die Scheitel dieses Durchmessers. Um den Werth der Constanten fi in 
der Gleichung (4) zu bestimmen, können wir insbesondere eine solche Tangente der be- 
züglichen Curve betrachten 9 welche dem durch die beiden Puncte (6) gehenden Durch- 
messer parallel ist. Für diese Tangenten ist u := -v, und mithin ist ( — /i) gleich dem 
Quadrate desjenigen halben Durchmessers, der die gegebene Richtung ist Als characterisü- 
sche Eigenschaft der Curvea zweiter Classe gibt hiemach die geometrische Deutung ihoer 
allgemeinen Gleichung (4) den nachstehenden Satz, den ich indefs, statt ihn unabhängig 
für sich hinzustellen, sogleich mit den frühem Resultaten in Verbindung bringe. 

„Wenn man in den Scheiteln eines beliebigen Durchmessers eines Kegelschnittes, zwei 
parallele Tangenten legt, so werden diese von irgend einer beliebigen dritten so geschnit- 
ten, dafs das Product derjenigen beiden Segmente, die auf jenen beiden Tangenten zwi- 
schen den Durchscbnittspuncten und den Berührungspuncten liegen, constant ist und gleich 
dem Quadrate desjenigen Halbdurchmessers , der parallel ist mit den beiden parallelen 
Tangenten.** 

Aus der Gleichung (4) ergibt sich sogleich unmittelbar eine Art -Bestimmung der Cor- 
ven zweiter Classe. £s können erstens die beiden Functionen u und v und also audi 
die ihnen entsprechenden Puncte (6) reell sein. Dann ist die Curve eine Ellipse, oder 
eine Hyperbel, welche von demjenigen Durchmesser, der die gegeb^ie Richtung hat, nicht 
geschnitten wird. Jenem Falle, entspricht, dafs (i negativ, diesem daCs fi positiv ist; 
in jenem Falle geht keine, in diesem Falle jede Tangente der Curve zwischen den beiden 
Puncten (6) hindurch. Es können zweitens die beiden Functionen u und v^ imaginär 
sein. Alsdann ist ihr Product immer positiv, und die Curve alsdann, wenn jti positiv 
ist, imaginär, weil es keine reelle gerade Linie geben kann, deren Coordinaten, unter die- 
ser Voraussetzung, die Gleichung (4) befriedigen, und wenn ia negativ ist, eine Hyper- 
bel, welche voo demjenigen Durchmesser, der die gegebene Richtung hat, in reellen Punc- 
ten geschnitten wird. 

134. . Wir können überhaupt eine gegebene Curve zweiter Classe nur in dem Falle 
nicht durch die Gleichung (1) darstellen, dafs der Punct: t =: 0, auf dem Umfange die- 
ser Curve liegt (132). Dieselbe Beziehung besteht auch dann noch, wenn dieser Punct 
unendlich weit liegt Eine Curve zweiter Classe kann nur dann nicht durch eine Gld- 
chung voü der Form (4) ausgedrückt werden, wenn die Curve von der Art ist, datis ein 
nach der gegebenen Richtung unendlich weit liegender Punct auf derselben liegt. Durdi 
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diese Bestimmang wird aber Dicht, wie ia dem analogen Falle bei Punct-Coordinaten, eine 
particalSre Art von Gurren, sondern nnr eine particuläre Lage der Curven gegen die ge- 
gebene, zur Coordinaten -Bestimmung dienende, Richtung, oder, was dasselbe heifst, wenn 
die Carre als gegeben betrachtet wird, eine besondere Annahme dieser Richtung, bedingt. 
Indem wir, wie bisher tiberall, diese Richtung als eine reelle betrachten, ist die Curve 
eine Hjperbel mit einer Asymptote von eben dieser Richtung. Wir erkennen den geo- 
metrischen Grund davon, dafs in diesem Falle, um eine solche Hyperbel darzustellen, die 
Gleichung (4) ihren Dienst versagt, sogleich darin, dafs alsdann die beiden Puncte (6) 
auf jener Asymptote, in der überdiefs zwei zugeordnete Durchmesser zusammenfallen, un- 
endlich weit liegen. Wenn wir die Gurve nun durch die neue Gleichung: 

v*+Au = 0, (5) 

darstellen, so erhalten wir, indem wir geometrisch deuten, einen neuen Satz, der denjeni-* 
gen der vorigen Nummer auf gewisse Weise ergänzt, indem er ihn da, wo derselbe seine 
Bedeutung verliert, vertritt und ersetzt. 

Von den beiden Puncten, welche nun durch die Gleichungen: 

u = 0, V = 0, (6) 

dargestellt werden, ist der erste ein beliebiger Punct der bezüglichen Hyperbel; der zweite 
aber liegt auf ihrer eben bezeichneten Asymptote; es ist derjenige Punct, in welchem die- 
selbe von der Tangente im ersten Puncte geschnitten wird, u und v haben also die Be- 
deutung solcher Segmente, die einerseits auf einer, durch den beliebigen Punct gehenden 
and der Asymptote parallelen, geraden Linie, und ahdrerseits auf der Asymptote selbst, 
zwischen den beiden Puncten (6) und der jedesmaligen Tangente liegen. Nehmen wir 
insbesondere u = ▼, so «ist diese letztgenannte Tangente der Tangente im ersten der 
Puncte (6) parallel. Es gibt die Gleichung (5) für diese Tangente u =: v = — A, wor- 
aus man sieht, dafs die Constante A der doppelten Entfernung des Punctes: v = 0, von 
dem Mittelpuncte der Hyperbel gleich ist. 

135. Wenn in einer der beiden linearen Functionen u und v, welche überhaupt die 
Form (Am+Bn + C) haben, die Gonstante A verschwindet, so läfst sich dieselbe nicht 
mehr, wie wir in den vorigen beiden Nummern vorausgesetzt haben, auf die Form 
^(m+an+b) bringen, und somit fällt denn auch die bisherige geometrische Deutung fort. 
Dann aber liegt der bezügliche der beiden Puncte (6) nach bestimmter Richtung unend- 
lich weit Unbeschadet der Allgemeinheit können wir annehmen, dafs die Axe: y = 0, 
welche uns zor Yermittelung der Goordinaten- Bestimmung gedient hat, dieselbe Richtung 
habe; das kommt alsdann darauf hinaus, n an die Stelle der einen der beiden Functionen 
a und V zu setzen (53). 

Diejenige Gurve zweiter Glasse, welche bei dieser Voraussetzung etwa durch die 
Gleichung: 

un+iti = 0, (7) 

dargestellt wird, hat also die Eigenschaft, dafs, nach gegebener Richtung, an dieselbe sich 
nur eine einzige Tangente legen läfst, weil die zweite unendlich weit liegt. Die Gurve 
ist also eine Parabel, und der Punct: 

n = 0, 
liegt nach der Richtung ihrer Durchmesser unendlich weit. 

Wir wollen die characteristische Eigenschaft der Parabel, welche die vorstehende 
Gleichung (7) enthält, näher ins Ange fassen. Zu diesem Ende können wir für den durch 
die Gleichung (7) dargestellten Punct irgend einen Punct U auf dem Um£ange der Para- 
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bd beliebig anneliflien, ond dann in dicseoi PoDcte die Tangente and dorcb denadbe» 
einen Dordhoiesser der Gurre legen. Bezeidmen wir ferner diejenigen beidoi Puncte, io 
welchen jene Tangente und dieser Darchmesser, bezO^Üdi, tob irgend einer beweglii^en 
Tangente der Parabel geschnitten werda, dnrdi Q und P, so ist, abgesdicn tom Vor- 
zeichen, 

rn „_ ainQPü _üQ, 

n = LQ, '^ — iSpQü — ÜP' 

folglich ist, nach der Gleichong (7), welche Lage die bewegliche Tangente aodi haben 
nag, immer 

UP "" ^ 
Wir wollen, om den vorstehenden 'Werth Ton fi bei einer beliebigai Lage der be- 
weglichen Tangente zu bestimmen, das Dreieck PUQ betrachten, welches Ton dem Dorch- 
messer UP, der festen Tangente ÜQ und der beliebigen Tangente PQ gebildet wird, und 
dann ein zweites Dreieck QUF constroiren, das mit dem eben bezeichneten Dreiecke die 
Seite VQ gemein hat und demselben ähnlich ist, in der Art QberdietB, dafs die beiden 
Puncte P und F auf entgegengesetzter Seite Ton UQ liegen und die Winkel der beiden 
Dreiecke in folgender Ordnung einander gleich sind: 

PÜQ = QUF, ÜPQ = UQP, ÜQP = UPQ. 

Blan hat alsdann: 

Die Richtung der geraden Linien HF, und also auch die Lage des Punctes F auf dersel- 
ben, ist Ton der I^gc |ler beweglichen Tangente PQ ganz unabhängig. Noch mehr, der 
Punct F behält auch dann unverändert dieselbe Lage, wemi .wir die feste Tangente der 
durch die Gleichung (7) dargestellten Parabel mit irgend einer andern vertansden, was, 
nach der obigen Constniction, mit sich bringt» »dafs, wenn man durch einen beliebig an- 
gen9mmenen Punct der Parabel einen Durchmesser und nach dem Brennpuncte eine ge- 
rade Linie zieht, diese beiden geraden Linien einen 'V^nkel bilden, der von der Tangente 
in dem beliebig angenonmenen Puncte halbirt wird.^ Um das eben Behauptete nachza- 
weisen, können wir für die feste Tangente der Parabel insbesondere diejenige nehmen, 
welche auf den Durchmesser derseften senkrecht steht. Wenn diese alsdann von einer 
beliebigen Tangente in irgend einem Puncte Q geschnitten wvd, so sind nach der olngen 
Bezeichnung die Winkel PUQ und QUF beide rechte, so dafs also der Punct F auf der 
Axe der Parabel liegt, und auch der Winkel PQF ist ein rechter. Wir sehen hieraus 
zunächst, „dafs, wenn wir in den Durchschnittspuncten der Tangente im- Scheitel der Axe 
einer gegebenen Parabel mit andern beliebigen Tangenten derselben, auf diesen letztem 
bezGglich, Perpendikel errichten, diese Perpendikel alle durch den festen Punct F ge- 
hen.'^ Und dann ist es leicht zu zeigen, dafs, wenn viir irgend eine andere Tangente 
als die feste betrachten, und mit ihr die eben ^Is die feste betrachtete zusammenstellen, 
der ihr entsprechende Punct F mit dem eben bestimmten zusammenfällt, und, um mich 
kurz zu fassen, kein anderer als der Brennpunct der Parabel ist Wir erlndten hier- 
nach als geometrische Deutung der Gleichung (7.) die nachstehende Winkel-Relation. 

„Dasjenige Segment UQ, das auf einer beliebigen festen Tangente einer gegebenen 
Parabel, zwischen dem BerQhrungspuncte U und dem Durchscbnittqpuncte Q mit irgend 
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«iner zweiten Tangente der Parabel liegt, wird, vom Brennpuncte F aus, unter einem 
Winkel gesehen, der den^jenigen Winkel gleich ist, den die beiden Tangenten mit einan- 
der bilden.^ 

Betrachten wfar nach einander jede der beiden Tangenten als die feste, so folgt un^ 
mittelbar: 

„Wenn man, vom Brennpuncte der Parabel aus, nach zwei beliebigen Puncten U und 
V auf dem Umfange derselben zwei gerade Linien und eine dritte gerade Linie nach dem* 
jenigen Pnncte zieht, in welchem die beiden Tangeuten in den beiden Puncten U und V 
sich schneiden, so wird der von den beiden zuerst gezogenen geraden Linien, am Brenn- 
puncte, gebildete Winkel von der dritten geraden Linie halbirt/' 

Stellen wir mit der festen Tangente irgend zwei andere zusammen, so gibt der erste 
Satz den folgenden: 

„Der Winkel, unter welchem dasjenige Segment, das auf einer festen Tangente der 
Parabel von irgend zwei andern Tangenten derselben interceptirt wird, Tom Brennpuncte 
aus gesehen wird, ist dem Durchschnitts - Winkel der beiden letztgenannten Tangenten 
gleich. " 

Denselben Satz können wir auch in folgende Aussage einkleiden: 

„Wenn man um das von irgend drei Tangenten einer gegebenen Parabel gebildete 
Dreieck einen Kreis beschreibt, so geht dieser Kreis zugleich durch den Brennpunct der 
Parabel.** 

Durch vier Tangenten einer Parabel werden vier verschiedene Dreiecke und durch 
diese vier verschiedene Kreise bestimmt, welche alle vier durch den Brennpunct der Pa- 
rabel gehen. Es ist aber eine Parabel durch die vier ihrer Tangenten auf lineare Weise 
bestimmt; weil von den fünf Tangenten, welche zur linearen Bestimmung eines Kegel- 
schnittes überhaupt erforderlich sind, die eine, sobald wir die Forderung machen, dafs der- 
selbe eine Parabel sein soll, als eine unendlich weit entfernte, immer schon als gegeben 
zu betrachten ist. Wir erhalten also, wenn vier gerade Linien gegeben sind, den Brenn- 
punct derjenigen Parabel, welche diese vier geraden Linien berührt, als den gemeinsamen 
Durchschnitt von vier verschiedenen Kreisen. 

Da in jedem, einem Kreise eingeschriebenen, Vierecke die Summe zweier gegenüber- 
liegenden Winkel zwei Rechte beträgt, so gibt der letzte Satz unmittelbar den nachste- 
henden: 

„Wenn von zwei festen Tangenten eine beliebige dritte Tangente einer gegebenen 
Parabel geschnitten wird, so wird das auf dieser von jenen interceptirte Segment, vom 
Brennpuncte aus, unter einem Winkel «gesehen, der den Durchschnitts -Winkel der bei- 
den festen Tangenten zu zwei Rechten ergänzt. *' 

Wenn man. vom Brennpuncte aus unter demselben Winkel nach irgend zwei Tan- 
genten der Parabel zwei gerade Lmien zieht, so schliefsen diese beiden geraden Linien 
offenbar einen solchen Winkel ein, der dem von den beiden Tangenten gebildeten gleich 
ist. Hieran schliefst sich nach dem Vorstehenden die neue Folgerung an: 

„Wenn man, vom Brennpuncte einer gegebenen Parabel aus, unter gegebenem con- 
stauten Winkel nach beliebigen Tangenten derselben gerade Linien zieht, so ist der geo- 
metrische Ort für die Fufspuncte aller dieser geraden Linien eine neue Tangente der Pa- 
rabel, und zwar diejenige, welche die Durchmesser der Parabel unter dem gegebenen con- 
stanten Winkel schneidet. '^ 

Wenn also vier gerade Linien gegeben sind,' und wir den Brennpunct derjenigen Pa- 
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rabel, welche diese geraden Linien berührt, beetimnit haben, so k/Innen wir von diesem 
Puncte aus, unter einem beliebig angenommenen "Winkel, Tier gerade Linien nach den 
vier gegebenen ziehen, und dann liegen die Fufspuncte der so gezogenen vier gera- 
den Linien alle vier auf einer neuen Tangente der ParabeL Nehmen wir insbesondere 
für den beliebigen Winkel einen rechten, so erhalten wir auf diese Weise die Tangente 
im Scheitel der Axe, und also diese Axe selbst, wenn wir auf diese Tangente, vom Brenn- 
puncte aus, ein Perpendikel fällen. Und so weiter« 

136. Wenn wir, auf gleiche Weise, wie in der Gleichung (4), nun auch in der 
Gleichung (5), und zwar nach einander, jede der Coordinaten v und u mit n vertauschen, 
so erhallen wir einmal: 

n^+Au = 0: 
eine Gleichung, welche wiederum, wie die Gleichung (7), eine Parabel darstellt Das an- 
dere Mal kommt 

v^+An = 0: 
die Gleichung einer Hyperbel, welche den Punct v = cum Mittelpuncte hat. Es be- 

deuten hierbei v und — diejenigen beiden Segmente, welche durch die bezügliche Tan- 
gente von den beiden Asymptoten der Hyperbel abgeschnitten werden. Unmittelbar sagt 
also die letzte Gleichung aus, dafs das Product solcher zwei Segmente constant ist; woran 
sich denn ferner bekannte Resultate anknüpfen (11^)* 

137. Wir wollen auch noch in einige Andentungen über die Particularisirung der 
Form der Gleichung (3) eingehen. Setzen wir t constant, wie in der 133. Nummer, so 
liegt der eine der drei zugeordneten Pole nach der gegebenen Ri^tung unendlich weit, 
und die beiden andern: 

p=:0, q = 0, . (8) 

liegen auf demjenigen Durchmesser des bezüglichen Kegelschnittes, dessen zugeordneter 
eben diese Richtung hat. Die beiden Puncte (8) können wir auf unendlichmalige Weise 
so auf demselben Durchmesser annehmen, dafs die Curve immer durch eine Gleichung von 
der Form: 

p^+Aq*+^ = 0, (9) 

an deren Stelle wir auch die folgende setzen können: 

MV+NV = M^N% ^ (10) 

dargestellt wird. [Nehmen wir also auf einem Durchmesser eines Kegelschnittes irgend 
einen Punct: p == 0, beliebig an, so ist die Polare dieses Punctes dem zugeordneten 
Durchmesser parallel und schneidet den erstgenannten Durchmesser in einem Puncte: q = 0, 
dessen Polare dem zugeordneten Durchmesser ebenfalls parallel ist und gegenseitig durch 
den Punct: p = 0, geht.* Hiemach können wir p und q in der Bedeutung deijenigen 
Segmente nehmen, welche auf den beiden, durch solche zwei Puncte gehenden, Polaren 
durch die bezüglichen Tangenten der Curve (10) abgeschnitten werden. Es folgt hieraus, 
dafs in der letzten Gleichung M und N diejenigen Segmente bezeichnen, welche von den 
durch jeden der beiden Puncte (8) gehenden Tangenten der Curve, auf der durch den 
jedesmaligen andern Punct gehenden Polaren, abgeschnitten werden, und also, indem wir 
diese Polaren von der Curve begränzt betrachten, den Hälften derselben bezüglich gleich 
sind. M und N sind nur dann beide reell, wenn die Curve eine Hyperbel ist und der 
Durchmesser, auf welchem die beiden Puncte (8) liegen, ihr nicht begegnet. Die Form 
der letzten Gleichung sagt aus, „daCs, wenn man von irgend einem Puncte einer der bei- 
den 
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den Polaren y zwei Tangenten an die Gurve le^, von diesen auf die andern Polare ein 
solches Segment interceptirt wird, dessen Mitte in den zuletzt genannten Durchmesser fällt.'' 
Die unendlich vielen Puncten- Paare desselben Durchmessers, die wir, nach einander, 
alle durch die, beiden Gleichungen (8) darstellen können, bilden eine Involution, deren 
Mittelpunct der Mittelpunct der Curve ist. Nach der 62. Nummer erhalten wir, indem 
wir p und q in der bisherigen Bedeutung überall beibehalten, und uns nach einander auf 
die verschiedenen Puncten -Pa^re (8) beziehen, die Gleichung: 

p*eo«*/+q»«ii»/-»./A = 0, (11) 

in welcher x einen constanten, reeUen oder imaginären, Winkel bedeutet. Wenn wir zu- 
erst p und dann q gleich Null setzen, so kommt: 



• 3 f^ 



_ ^ 



cos'x = — 



N 



1» 



und hieraas ergibt sich die metrische Relation: 

: 1 



*^N» — • 



„Die Quadrat -Summe der reciproken Längen der beiden, durch irgend zwei Puncte (8), 
die auf dnem beliebigen Durchmesser eines gegebenen Kegelschnittes Jjegen^ gehenden, 
und dem zugeordneten Durchmesser parallelen, Ghorden ist const^nt.'^ 

Wenn N = co , ist /i^ = W. Alsdann aber bedeutet M die halbe Länge des zuge- 
ordneten Durchmessers. 

138. In dem zulet?&t angedeuteten Fall^ verliert die Form der Gleichung (11) ihre 
Bedeutung. Alsdann liegen, von den drei zugeordneten Polen, zwei, und zwar nach der 
Richtung zweier zugeordneten Durchmesser, unendlich weit, und der dritte derselben ist 
der Mittelpunct der Curve. Führen wir alsdann in derselben Bedeutung, als in der 135. 

Nummer, n statt q ein, und schreiben alsdann [u] und [vj an die Stelle von 



(?) "- Q) 



SO geht die Gleichung (9) in die folgende über: 

l+AW»+^[u]' = 0, 
die wir auch auf die nachstehende Form bringen können: 

Ffu]»+G»[T]» = F»G«. 
Es bedeuten [u] dnd [v] die reciproken Werthe deijenigen Segmente, welche, auf zwei 
zugeordneten Durchmessern der Curve, von der bezüglichen Tangente derselben abgeschnit- 
ten werden, und F tind G die reciproken Werthe der halben Längen der beiden zuge- 
ordneten Durcbmesner. 

Wir können hiemach Alles, was auf zugeordnete Durchmesser Bezug hat (115 — 121), 
mit derselben Leichtigkeit an die Betrachtung von Linien-Coordinatcn knüpfen, als an 
die Betrachtung von Punct-Coordinaten. Die Puncte, die sich auf einer unendlich weit 
entfernten geraden Linie zu Paaren einer Involution zusammenordnen, werden durch die 
ftichtungen zugeordneter Durchmesser bestimmt (61). 

139. Wif wöU^ une ndchmab zur äleicbong: 

- r. Map^-|HNV = MPNS (10) 

zuETüekwenden , dua Abstaiid der.l)eiden Puncte (8) von einander durch D bezeichnen» 
undi Überdicffs die besondere Vocäuasdfzung machen, dafs die Segmente p und q auf sol- 
chen aWei dordi diese beidfo. Puncte' gehenden geraden Linien liegen, welche auf der, 
dieselben verbiadeaden^ geraden Linie i senkrecht stehen. Die letztgenannte gerade Linie 
ist alsdann eine Axe der Curve, und nennen wir denjenigen Winkel, welchen eine belie- 

15 
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bige Tangente derselben mit dieaer Axe bildet, £, so ist» indao mr p and q anf diese 
Tangente besiehen: 

— p~q 

~ D • 
Setzen vrir q gleich Null, so mrd p = =bN und es kommt: 

tangS = dz^. 

Wenn insbesondere N' ^ — D\ wonach die Gleichung (10) in die nachstehende fibergeht: 

MV~I>V = — M*D% (12) 

so ist für jede, durch den Punct: 

q = 0, 

gehende, Tangente, der Cnrve, tang^ = dzV — 1, und dieser Punct also ein Erennpunct 
der Curve, (128). Nimmt man p = q, so erhält man eine reelle oder imagjnSre Tai^> 
gente der Curve, je nachdem VP<ZD^ oder M'>'D'; offenbar ist in dem ersten Falle die 
Curve eine EUipse und in dem zweiten eine Hyperbel. In dem Uebergangs- Falle , dafs 
ItP =7 D^y liegt die fragliche Tangente der Gunre unendlich weit. Diese Cnrre ist als- 
dann eine Parabel und ihre Gleichung (12) particularisirt sich auf folgende Weise: 

p»— q» = —B\ (13) 

140. Der Raum verbietet in irgend eine wetttf e Discossion der Gleidiong ( 12) ein- 
zugehen. Im zweiten Bande meiner „Entwicklungen^ habe ich die Gleidiong der Kegd- 
schnitte unter einer andern Form, in der ein Bremqpnnct ebenialls in Evidenz tritt, aus* 
fiEIhrlich discutirt Wenn wir nemlich von irgend zwei auf einander senkrechten Azeo be- 
liebig ausgehen und [u] und [v] in derselben Bedeutung als in der 13& Nummer neh- 
men, so können wir, durch schickliche parallele Verschiebiing der beid^ai Axen, die allge- 
meine Gleichung des zweiten Grades zwischen [uj und [v] immer auf die folgende Form 
bringen: 

(M - u'y + ([v] —V)» = k^ (14) 

Der Durchschnittspunct der beiden Axen ist alsdann ein Brennpunct der bezüglichen Curve, 
für dessen Polare man 

hat. k ist, der Beneimungsweise der alten Geometer geml&, gldch dem recipraketi 
Werthe des Parameters, das heifst derjenigen halben Chorde der Gnrve, die auf ihrer Axe 
kn Brennpuncte senkrecht steht. 

141. Wir können in der Gleichung der Ellipse und Hyperbel, anch beide Brenft- 
pnncte zugleich zur Evidenz bringen. Indem wir zu diesem Ende, etati der Gleichung 
(9), zuvörderst die folgende ndmien: 

p«4-2xpq+JLq^+f« sä 0, (15) 

sind: 

p = 0, qssOt (M) 

die Gleichungen irgend zweier Puncte. eines Darchmeaien der bezfigUdken Curve,. tmd die- 
ser Durchmesser ist insbesondere die Axe ders^IbM, wenn wir den verftuderlichen (vrö- 
(sen p und q dieselbe Bedeutung lassai, die wir Bmen in der 139. Nummer beigelegt ha- 
ben. Nemien wir den halben Abstand der beiden Pmcte ( 16) von einander £, und den- 
jenigen Winkel, welcher eine Tangente der Curve fibeihaupt mit ihrer Axe bildet^ wie 
firOher, |, so ist für diejenigen beiden Tangenten insbesondisre, wcldie darch dus ^beiden 
Puncte (16) gehm, bezüglich: 
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und wir erhalten beide Male: tang^^ =bV — 1, wenn zugleich: 

fA=ziE\ A = 1. 

Wenn also die beiden Poncte (16) insbesondere die beiden Brennpuncte der Curve sind, 
80 kommt für die Gleichung dieser Curve: 

p*+2xpq+q*+4E^ = 0, 
oder anchy da x einen unbestimmten Coefficienten bedeutet: 

(p-q)*+2xpq+4E^ = 0. (17) 

Wenn wir, um die halbe zweite Axe der Curve, welche durch diese letzte Gleichung dar- 
gestellt wird, zu bestimmen, q = p = B setzen, so kommt: 

xB*+4E* = 0. 
Je nachdem x positiv oder negativ ist, ist also die Curve entweder eine Hyperbel oder 
eine Ellipse. Führen wir statt der Constanten x, als neue Constante, B ein, so geht die 
Gleichung (17) in die nachstehende fiber: 

B»(p — q)« — 4E*(pq— B*) = 0. (18) 

Da Oberhaupt für irgend eine beliebige gerade Linie 

4E^ ,. 



(p— q)'+4E* 
so können wir der letzten Gleichung endlich auch noch die folgende Form geben: 

pqcoÄ«! = B% 
oder audi, indem wir pco#| = P und qcos^ == Q setzen, die nachstehende: 

P.Q = B^ (19) 

Diese Gleichung sagt aus, „dafs das Product derjenigen beiden Perpendikel, welche von 
den beiden Brennpuncten einer gegebenen Ellipse oder Hyperbel auf irgend eine beliebige 
Tangente derselben gefällt werden, constant und dem Quadrate der halben zweiten Axe 
der Curve gleich ist." 

Ohne in irgend ein Detail hier eingehen zu können, mufs ich mich auf die Bemer- 
kung beschränken, dafs alle bekannten Eigenschaften eines Kegelschnittes, bei* welch^i seine 
Brennpuncte beide zugleich in Betracht kommen, und namentlich alle hierher gehörigen 
Winkel -Beziehungen, sich ohne Mühe aus der Gleichung (18), oder auch aus der Glei- 
chung (19), herleiten lassen. — 

142. Wenn wir auf die bisherigen Entwicklungen dieses Abschnittes unsere Blicke 
zurückwerfen, so tritt uns vor Allem eine gewichtige Bemerkung entgegen: dafs nemlich 
die verschiedenen Eigenschaften der Curven zweiter Ordnung und Classe alle unter ein- 
ander in einer viel innigem Verbindung stehen, als man gewöhnlich anzuneh- 
nehmen geneigt ist, und dafs dieselben im Grunde anders nichts sind, als verschieiene, bei 
unserer Darstellungsweise, durch die verschiedenen Cobrdinaten-Bestimmungen vermittelte. 
Aussagen einer und derselben characteristischeu Eigenschaft. Zu ähnlichen Resultaten würde 
uns auch die Betrachtung der CoUineations- Verwandtschaft und der Reciprodtät fähren, 
wenn wir derselben ihre vollständige Entwicklung geben. Aber ich glaube der vorstehen- 
den Darstellung nicht mit Unrecht den Vorzug eingeräumC zu haben, und zwar, auch wenn 
wir. von der Form der Darstellung absehen, und über das vorliegende Feld der Unter- 
suchung nicht hinausblickeu, noch aus einem doppelten Grunde; erstlich weil wir an 
jede besondere Coprdinaten- Bestimmung, welcher eine besondere Eigenschaft entspricht, 
unmittelbar numerische Entwicklungen anknüpfen, und jede, dem jedesmaligen 

15* 
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speci eilen Falle angemessen, wählen können, und zweitens weil die Anwendung der 
auf dollineation und Reciprocität sich gründenden Uebertragungs- Principe mit sich bringt, 
dafs wir nothwendig, indem wir von coordinirten Fällen gewissen eine Auszeichnung ge- 
ben, Willkührliches in die Methode einmischen. 

143. Ich will diesen Paragraphen mit einigen skizzenartigen Betrachtungen beschlie- 
{sen, bei welchen ich blofs die Absicht habe, die Natur unserer Methode möglichst deut- 
lich hervortreten zu lassen. 

Der leichtern Uebersichtlichkeit halber, bemerke ich von vorne herein, dsSs wir, in 
den folgenden Nummern, durch die kleinen lateinischen Buchstaben p, q, g u. s. w. überall 
lineare und ganze Functionen (gewöhnlicher Parallel -Goordinaten etwa) von der allge- 
meinen Form (Ay+Bx+C), und durch die bezüglichen Buchstaben des grofsen Alpha- 
bets P, Q, G u. s. w. die jenen Functionen entsprechenden geraden Linien bezeichnen 
wollen. Den griechischen Buchstaben geben wir, wie bisher, die Bedeutung unbestimmter 
Goefficienten. — 

Dadurch, dafs ein Kegelschnitt im Allgemeinen von einer geraden Linie in zwei Punc- 
ten geschnitten wird, und die Tangente in einem dieser Durchschnittspuncte also auch der 
Gurve in keinem andern Puncte mehr begegnen kann, wird bedingt, dafs die Gleichung 
jedes gegebenen Kegelschnittes unter der nachstehenden Form: 

pq+g* = 0, 
geschrieben werden kann (123). Und zwar können wir denselben Kegelschnitt nach ein- 
ander durch unendlich viele Gleichungen von derselben Form darstellen; je zwei Tangen- 
ten desselben, die wir willkührlich annehmen können, entspricht eine solche Gleichung 
Aber die ersten Theile aller dieser Gleichungen sind, weil sie eine und dieselbe Gurve 
darstellen, idenltisch dieselben, oder werden es wenigstens durch Hinzufügung eines unbe- 
stimmten Goefficienten, sobald wir dieselben uns so entwickelt denken, dafs sie alle blols 
die beiden ursprünglichen Goordinaten y und x oder dieselben beiden Hnearen Functionen 
dieser Goordinaten enthalten. Stellen wir also einen gegebenen Kegekchnitt nach einan- 
der durch jede der folgenden beiden Gleichungen dar: 

pq+g*==0, rs+k^ = 0, (1) 

so ist: 

P9+g* ^ rs+k*, *) 
und hieraus ergibt sich: 

pq^rs = k^-g^ = (k+g)(k-g). . (2) 

Die geraden Linien P und Q, R und S bestimmen irgend ein Viereck, das dem ge- 
gebenen Kegelschnitte umschrieben ist; die Berührungspuncte auf den beiden erstgenann- 
ten Seiten desselben liegen auf der Linie G, die Berührungspuncte auf den beiden letzt- 
genannt^ auf der Linie K. Die beiden Gleichungen: 



*) Ich füge mit Rücksicht daranf, dafs die linearen Fanciionen drei Constante enthalten, keinen onbestinm- 
ten Goefficienten hinza, and nehme die Gleichung des Teztns statt der nachstehenden: 

pq-#-g* = ^(ra-Hk'). 
Da diese Gleichang eine identische ist, so mnfs sie för jeden beliebigen Werlh jeder der beiden 
veränderlichen Gröfsen, yon welchen die verschiedenen Functionen abhängen, befriedigt werden. Geben 
wir diesen beiden GrdDsen insbesondere diejenigen Werthe, darch welche etwa p nnd r beide zngleidi 
verschwinden, so ist, bei dieser Yoranssetzanl, g' S /ik'. Mithin ist ft positiv nnd ^ie Form der Glei- 
chang des Textes nicht nar ans. der geometrischen Deatong a potUnori^ sondern aach anmittelbar ge- 
rechtifertigt ' « • ' 
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k+g = 0, k-g = 0, 

gtellen, was ihre Fonn zeigt, solche zwei gerade Linien dar, welche beide durch den 
Durchschnitt von K und 6 gehen und mit diesen Linien vier Harmonicalen bilden. Die 
Gleichung (2) zeigt, dafs dieselben beiden geraden Linien die Diagonalen desjenigen Vier- 
ecks sind, das za s,einen beiden Paaren gegenüberliegender Seiten die geraden Linien P und 
Q, RundS hat. Wir gelangen hiemach zu dem schon von Newton gefundenen Satze: 
„Wenn man nm einen gegebenen Kegelschnitt irgend ein Viereck beschreibt, so 
fichneiden sich die beiden Diagonalen desselben und diejenigen beiden geraden Linien, 
welche die Berührungspuncte auf den gegentiberliegenden Seiten verbinden, alle vier, in 
einem und demselben Puncte, und bilden überdieCs vier Harmonicalen.'' 

144. Stellen wir einen gegebenen Kegelschnitt, nach einander, durch jede der nach« 
stehenden drei Gleichungen dar: 

pq-|.g« = 0, qr+h« = 0, rp+k« = 0, 

so sind die geraden Linien P, Q und R die Seiten irgend eines dem Kegelschnitte um- 
schriebenen Dreiecks, und die Berührungspuncte auf je zweien derselben werden .durch 
die drei geraden Linien G, H und K verbunden. Hier können wir,' ähnlich wie in der 
vorigen Nummer , 

pq+g' ^ qr+h* ^ rp+k* 
setzen, wonach auch folgende drei identische Gleichungen sich ergeben: 

(p_r)q = (h+g)(h — g), 

(r-q)p = (g+k)(g-k), 

(q-p)r = (k+h)(k-h). 
Da jeder der beiden Theile der drei vorstehenden Gleichungen, gleich Null gesetzt, die- 
'selben beiden geraden Linien darstellt, so ist klar^ dafs die Gleichungen: 

p — r = 0, r-a-q = 0, q — p = 0, 

diejenigen drei geraden Linien darstellen, welche von den Winkelpuncten des iimschrie- 
benen Dreiecks nach den Berührungspuncten auf den gegenüberliegenden Seiten gezogen 
werden können. Da eine dieser Gleichungen eine algebraische Folge aus den beiden tlbri- 
gen ist, so folgt, „dafs in jedem einem gegebenen Kegelschnitte umschriebenen Dreiecke 
diejenigen drei geraden Linien, welche die Winkelpuncte desselben mit den Berührungs- 
puncten auf den gegentiberliegenden Seiten verbinden, in einem und demselben Puncte sich 
schneiden/' (6.5) . 

Nach den drei vorstehenden identischen Gleichungen können wir dieselben drei ge- 
raden Linien, bei schicklicher Wahl der Vorzeichen, auch durch folgende drei Gleichun- 
gen darstellen: / 

h±g = 0, g±k = 0, kdbh = 0. 

Mit Rücksicht darauf, dafs einerseits die Vo^eichen der drei Functionen g, h und k un- 
bestimmt bleiben, andrerseits aber die fraglichen drei geraden Linien durch denselben Punct 
gehen, können wir insbesondere in den letzten Gleichungen die untern Vorzeichen neh- 
men. Alsdann stellen dieselben Gleichungen mit den obern Zeichen: 

h-l-g = 0, g-#-k = 0, k+h = 

die drei Dreiecks -Seiten Q, P und R dar. Aus der Form dieser Gleichungen ergibt sich 
der Satz, „dafs in jedem einem gegebenen Kegelschnitte umschriebenen Dreiecke jede der 
drei. Seiten von derjenigen geraden Linie, welche die Berührungspuncte auf den jedesma- 
ligen beiden übrigen verbindet, so geschnitten wird, dafs die drei Durchschnittspuncte in 
gerader Linie liegen. '^ (65) 
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Die auf diese Weise bestimmte gerade Linie ist oach der in der 14. Nonmier einge- 
fQiulen Benennung die Polare des eben bestimmten Punctes in Beziebimg auf das tod den 
drei Berührungs- Chorden gebildete, oder auch, was dasselbe heiCst, in Beiiehang auf das 
umschriebene Dreieck. 

145. Stellen wir einen gegebenen Kegelschnitt, nach einander, durch jede deidumg 
der folgenden Reihe dar: 

pq-hg« = 0, qr+h» = 0, . rs+k* = 0, st+P = 0, tp+m' =s 0, 
so ergibt sich unmittelbar, wenn wir das Product der ersten und das Product der zweiten 
Theile dieser Gleichangen bilden und dann die Quadrat- Wurzel ausiiehen: 

pqrst =: =kghklm. (1) 

Da wir dieses Resultat auf beliebig Tiele Gleichungen ausdehnoi können, so erhalten wir 
sogleich allgemein die folgende metrische Relation: 

„Wenn man in und um einen gegebenen Kegelschnitt irgend zwei Polygone so be- 
schreibt, daCs die Winkelpuncte des einen die Berührungspuncte auf den Seiten de» an- 
dern sind, so steht fQr jeden beliebigen Punct auf dem Umfange des gegebenen Kegel- 
schnittes, das Product der Abstände dieses Punctes von allen Seiten des einen Polygons 
zu dem Producte der Abstände desselben Punctes von allen Seiten des andern Polygons 
in einem constanten Verhältnisse. Und ebenso steht auch, für irgend eine beliebige Tan- 
gente des gegebenen Kegelschnittes, das Prpduct der auf diese Tangente von allen Win- 
kelpuncten des einen Polygons zu dem Producte der auf diese Tangente ron allen Win- 
kelpuncten des andern Polygons gefällten Perpendikel in einem constanten Verhältnisse.^' 

Der zweite Theil dieses Satzes ergibt sich nach dem Principe der Reciprocität, oder 
auch, wenn wir den oben gebrauchten Functionen die Bedeutung von Linien -Coordinaten 
geben (45). 

146. Wenn P und Q, R und S die gegenüberliegenden Seiten irgend eines in einen 
gegebenen Kegelschnitt eingeschriebenen Vierecks sind, so können wir diesen durch fol- 
gende Gleichung darstellen: 

pq = rs. (1) 

An diese Form, welche, wenn wir eines der beiden Paare gegenüberiiegender Seiten des 
eingeschriebenen Vierecks zusammenfallen lassen, in die den letzten Discussionen zu Gnmde 
liegende Form fibergeht, will ich, beispielsweise, hier bloÜB den Beweis eines Satzes knü- 
pfen, der, wo eine neue Behandlungsweise der Geometrie hervortritt, nicht unbewiesen blei- 
ben darf. 

Die Gleichung (1) wird befriedigt, einmal wenn wir 

p = r, . und zugleich • q = s, (2) 

das andere Mal, wenn wir 

p = 8, *) und zugleich q =: r, (3) 

setzen. Es schneiden sich also die beiden geraden Linien (2), so wie auch die beiden 
geraden Linien (3) auf dem gegebenen Kegelschnitte. Nennen wir jene beiden geraden 
Linien L und M, diese beiden N und O, so ist ersichtlich, da£s P und Q, L und O, M 
und N die drei Paare gegenüberliegender Seiten ein^s dem Kegelschnitte eingeschriebenen 



^ ) Bei der allgemeinen Form mit drei Constanten, welche wir hier den linearen Functionen unterlegen, k5ii« 
nen wir der unbestimmten CoefBcienten entbehren, nnd dnrch die Gleichung p as r immer noch jede 
beliebige gerade Linie, welche durch den Durchschnitt von P und' R, und durch die Gleichiftig p s= « 
jede beliebige gerade Linie, welche durch den Durchschnitt Ton P nnd S geht, uns dai^estellt denken. 
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Sechsecks sind. Wenn vrir die erste der beiden Gleichungen (2) von der zweiten der 
beiden Gleichungen (3), und dann die erste der beiden Gleichungen (3) von der zwei- 
ten der beiden Gleichungen (2) abziehen , so kommt beide Male: 

q = P- 
Wir sehen hierausi „dafs, wenn man in einem gegebenen Kegelschnitt irgend ein 

Sechseck besdireibt, die gegenüberliegenden Seiten desselben sich paarweise in solchen 

drei Poneten schneiden , die in gerader Linie liegen. '^ (Pascal.) 

Hieraus folgt also auch, nach dem Principe der Reciprocität^ „dafs, wenn man um 
einen gegebenen Kegelschnitt irgend ein Sechseck beschreibt, die drei Diagonalen dieses 
Sechsecks in einem nnd demselben Puncte sich schneiden. ^ (Brianchon.) 

147. Ich habe schon an einem andern Orte die allgemeine analytische Tangeuten- 
Theorie als die unmittelbare geometrische Interpretation des bekannten Theorems über 
die homogenen Functionen dargestellt« Wenn nemlich 

n=o (1) 

irgend eine homogene Gleichung des m. Grades zwischen beliebig vielen linearen Functio- 
nen p, q^ r, s.. ist, so hat man nach dem genannten Theorem: 

d/Z d/Z d/7 d/T . ^ .^. 

dp '^ dq ^ dr ds. 

Wir wollen nun die partiellen Differential -Coefficienten auf irgend einen gegebenen Punct 
derjenigen Gurre, welche in der Voraussetzung, dafs die linearen Functionen Ponct*Coor- 
dinaten bedeuten, durch die Gleichung (1) dargestellt wird, beziehen, diese Differential-Coef- 
fidenten alsdann zur Unterscheidung umklammem, und demnach folgende Gleichung bilden: 

Qp-(fMf)-(f)--=»- • <'^ 

Diese Gleichung ist die Gleichung der Tangente an die 'gegebene Curve in dem gegebe- 
nen Puncte. Denn diese Gleichung ist vom ersten Grade und stellt also eine gerade 
Linie dar. Diese gerade Linie geht durch den gegebenen Punct; denn, wenn diesem 
Puncte die besondern Functionen - Werthe p', q', r', s'.. entsprechen, so befriedigen 
diese, weil der Punct auf der Cunre liegt, die Gleichung (1), und folglich, der iden- 
tischen Gleichung (2) zufolge, auch die Gleichung (3). Wenn wir einerseits auf der 
durch die Gleichung (Ir) gegebenen Gurve, andrerseits auf der geraden Linie (3), von 
dem gegebenen, beiden gemeinschaftlichen, Puncte aus, zu einem consecutiven Puncte über- 
gehen, und, dem entsprechend, einerseits die Gleichung (1), andrerseits die Gleichung (3) 
differentiiren, und nach der Differentiation für p, q, r, s.. ihre besondem Werlhc p', q\ 
r\ s'.. einsetzen, so ergibt sich übereinstimmend beide Male: 

£s ist also die gerade Linie (3) die Tangente der Gurve (1) in dem gegebenen Puncte. 

Wenn die linearen Functionen statt Punct -Goordinaten Linien -Goordinaten bedeu- 
ten, so stellt die Gleichung (3) den Berührongspnnct auf einer gegebenen Tangente der 
Gurve (1) dar. 

Die Uebertragong der allgemeinen Form der Gleichung (3) auf feden vorliegenden 
Fall bietet durdiaoe keine Schwierigkeit dar. Wenn, zum Beispiel, 

p^+Aq*+f«r' = 0, 

gegebene Gleichong ist, so ist: 
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dF = ^P' dT = 2^^' -dr = ^' 

wonach die Gleichung (3) in die nachstehende fibergeht: 

Dieselbe Tangenten -Theorie findet auch dann noch ihre Anwendung, wenn die Cmre 
durch eine nicht homogene Gleichung gegeben ist. Wir können eine solche Gleichung 
durch Einführung einer neuen Function homogen machen , dann wie oben verfahren und 
in der auf diese Weise sich ergebenden Gleichung (3), statt, der neu eingeführten Func- 
tion, wiederum Eins schreiben. 

Ich kann in keine Anwendung der vorstehenden Tangenten -Bestimmung eingehen, und 
mufs auch die Theorie sich osculirender Kegelschnitte hier unberührt lassen. 

148. Die Bestimmung eines Kegelschnittes hängt von fünf Constanten, die Bestim- 
mung eines Systemes zweier Kegelschnitte also von zehn Constanten ab. Die nachste- 
henden beiden Gleichungen: 

enthalten zusammen die Anzahl von zehn Constanten, von denen dreimal zwei auf die drei 
linearen Functionen p, q und r, welche gleichmäfsig in beiden Gleichungen sich vorfin- 
den, kommen. Wir können also, im Allgemeinen, je zwei Kegelschnitte durch das 
System der vorstehenden beiden Gleichungen ausdrücken, oder, was dasselbe heifst (125), 
„wenn irgend zwei Kegelschnitte gegeben sind, so gibt es, im^Allgemeinen, drei solche 
gerade Linien, welche, in Beziehung auf jeden derselben, drei zugeordnete Polaren sind, 
und also auch drei solche Puncte, welche, in Beziehung auf jeden derselben, drei zuge- 
ordnete Pole sind.'^ Es bleibt hierbei aber zugleich noch die Frage zu erörtern übrig, 
erstens, ob zwei gegebene Kegelschnitte sich nur auf einzige oder auf mehrfache Weise 
durch dßs System zweier Gleichungen von der voranstehenden Form darstellen lassen, 
und zweitens, in welchen . Fällen diefs auf reelle Weise geschehen kann, so nemlich, 
dafs einerseits die drei Functionen p, q und r, und also auch die drei zugeordneten Po- 
laren i 

p = 0; q = 0, r=:0, (2) 

und andrerseits die unbestimmten Coefficienten A, fi, i! undfi* reelle Werthe erhalten. 
£s würde wohl Niemand den Muth haben, auf dem Wege der unmittelbaren Elimination, 
die verschiedenen möglichen Fälle zu discutiren, und dann die geometrische Deutung der 
algebraischen Determinationen zu unternehmen. Aber alle. Schwierigkeit verschwindet so- 
gleich, und wir erhalten den vollständigsten Aufschlufs ohne alle Entwicklung, wenn yni 
die algebraische Form der Gleichungen (1) von ihrer geometrischen Be- 
deutung nicht trennen, und beide als sich gegenseitig bedingend ansehen. 

Wenn wir die Gleichungen (1) paarweise zusammenstellen, so erhalten wir nachein- 
ander folgende drei Gleichungen: 

(A~A')q'+(/i - iuV = 0, 

ß _ A')p^+(V — ^»r* = , (3) 

(c-^V"(V-^»q'— 0. 

Jede dieser drei neuen Gleichungen stellt, was ihre Form zeigt, ein- System von zwei ge- 
raden Linien dar, das mit zwei der drei zugeordneten Polaren vier Harmonicalen bildet, 
und weil jede dieser Gleichungen eine algebraische Folge aus den Gleichungen (1) ist, 
geht das besagte Linien- System durch alle vier Durchschnitte der beiden gegebenen Ke- 
gel- 
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gelschnitte. Ah Normal -Fall wollen wir annehmen, daCs diese DorchsclmiUe alle vier 
reell sind und nicht irgend zwei derselben zusammenfallen. Wenn wir alsdann durch 
diese Puncte, za zwei und zwei genommen., drei Paare von geraden Linien legen, so 
sind diese Linien-Paare diejenigen, welche durch die drei letzten Gleichungen dirgestelit 
werden« Die Durchschnittspuncte der beiden Linien fedes Paares sind die drei zugeord- 
neten Pole, in Beziehung auf jeden der beiden Kegelschnitte, und diejenigen geraden Li- 
nien also, welche diese Poncte paarweise verbinden, die drei, durch die Gleichungen (2) 
dargestellten, zugeordneten Polaren, Es bestimmt sich hiernach das System dieser drei 
Polaren, nnd mithin auch die Gruppe der drei ihnen entsprechenden Functionen p, q und 
r, auf einzige Weise. Die unbestimmten Coefficienten A, fiy X und /i' sind im vorliegen- 
den Normalfalle offenbar reell. 

Wenn wir andrerseits durch p, q und r Punct-Coordinaten bezeichnen, so stellen 
die Gleichungen (3) die drei zugeordneten Pole, in Beziehung auf jeden der beiden ge- 
gebenen Kegelschnitte (1) dar. Alsdann werden ferner durch die Gleichungen (3) die 
drei Paare gegentiberliegender Durchschnittspuncte der, von den vier gemeinschaftlichen 
Tangenten der beiden gegebenen Kegelschnitte gebildeten, volktSndigen vierseitigen Figur 
dargestellt. Die drei geraden Linien, welche diese drei Punctcn- Paare verbinden, sind 
die drei zugeordneten Polaren, die drei Diagonalen der vierseitigen Figur, in Beziehung 
auf jeden der beiden gegebenen Kegelschnitte, und die Durchschnitte je zweier derselben 
die drei zugeordneten Pole, welche, bei der untergelegten neuen Functionen -Bedeutung, 
durch die Gleichpngen (3) dargestellt werden. 

Fassen wir zusammen, äo erhalten wir den folgenden Satz: 

„Verbindet man die vier Durchschnittspuncte zweier gegebenen Kegelschnitte durch 
sechs gerade Linien, so schneiden sich diese geraden Linien in drei neuen Puncten; in 
der von den vier gemeinschaftlichen Tangenten derselben beiden Kegelschnitte gebildeten 
vollständigen vierseitigen Figur können wir die drei Diagonalen ziehen. Jene drei Durch- 
schnittspuncte sind die Winkelpuncte eines Dreiecks, dessen Seiten diese drei Diagonalen 
sind. In Beziehung auf jeden der beiden gegebenen Kegelschnitte ist jeder Winkelpunct 
der Pol der gegenCiberliegenden Seite.'' 

Dieser Satz ist einer der fruchtbarsten; an die Discussion desselben knöpft sich die 
ganze Theorie der gegenseitigen Beziehung irgend zweier Kegelschnitte zu einander, wo- 
hin, unter Anderm, auch die Theorie ihrer Osculation gehört. 

149. Den Nerv der Beweisführung in der vorigen Nummer will ich durch die fol- 
genden Bemerkungen noch deutlicher an den Tag zu legen suchen. Obgleich diese Be- 
weisführung sich nur auf ein einzelnes Beispiel bezieht, so möchte ich doch in derselben 
eine allgemeine Methode, die ich erst später characterisiren kann, «chon jetzt durchblicken 
lassen. 

Es können zwei Kegelschnitte dieselben drei Puncte zu ^zugeordneten Polen haben; 
die beiden Gleichungen (1) stellen zwei solche Kegelschnitte dar. Weil diese Gleichun- 
gen zusammen zehn Constante enthalten, so können wir, im Allgemeinen, je zwei gege- 
bene Kegelschnitte durch zwei Gleichungen von dieser Form darstellen. Also haben je 
zwei Kegelschnitte drei gemeinschaftliche zugeordnete Pole. Sie haben nur eine efnzige 
Gruppe solcher drei gemeinschaftlicher zugeordneter Pole, weil wir, aus der Form der 
Gleichungen (1), bei einer Annahme, die keine Particularisation einschliefst, und' also 
auch keine Reiluction der zur Bestimmung der beiden Kegelschnitte qothwendigen Anzahl 
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▼on Coittfjaitcp oBt ach bringt, die Gruppe toldiar drei Pole «if eimige Wi 
stmiren kdnneiL 

DenkcB wir uns Cemer Don die bddcD gegebenen Kegekdnitte in irgend einer Coor> 
dinaten-Hestimnnmg ansgedrftckty so ^fänd die Coordinaten^Werlbe der fraglicben drei Pole 
algebf^usdie Functionen von xehn Constanten, die, wenn die Art nnd dU Lage der bei* 
den gegebenen Kegelschnitte sich Sndert, andere Werthe erhalten. Ueber die Form dMser 
Fonclionen erhalten wir durch die geometrische Constmction der Pole AnfsAlofs. Die 
beiden Coordinaten der drei Pole, die in derselben gegenseitigen Beziehung zur Cnnre ste* 
hen, sind durch zwei Gleidiongen des dritten Gradtt gegeben* Aus der geometrischen 
Constmction derselben in dem Nonmalialle cihennen wir, unter welchen Bedingungen diese 
Pole nicht mehr alle drei reell sein können; aus der algebraischen Betrachtung folgt, dais 
einer derselben, so wie die gerade Linie, weldie die beiden Qbrigen Terbindet, immer reell 
bleibt. Nachdem für die allgemeinen Falle der Parallelismos zwischen den geometrischen 
Beziehungen und der algebraischen Bestimmung feststeht, ist es leicht, densdben an^ Ar 
die yerschiedeneo Particolarisationen, wo Puncto oder gerade Linien unendlich weit rticken 
oder zusanmienfallen, dörchznf Ohren, und insbesondere audi, diejenigen Modificationen, 
welche particulare Fälle in der analytischen Beziehung etwa erfordern, unmittelbar aus der 
geometrischen Betrachtung dieser Fille herzunehmen. 
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Discnäiton der allgemeinen Cfleicliiing^ de« dritten Cfrades 

sirlsclien sirei TerAnderllchen CfrAAien. 

150. Es sei 

^•-l-AyV+Byv^'+Cv^+Dy^+E^np+Fv/'+Gy+Ht^+I = (1) 

die allgemeine Gleichimg des dritten Grades zwischen zwei Tertoderlichen Groben ip nnd 
xp. Im Allgemeinen können wir diese Gleichung auf jede andere Form bringen, unter wel- 
cher dieselbe eben so viele, von einander unabhängige, Constapte behält, als sie ursprOng- 
lich hatte, nemlich nenn. Wenn die Anzahl dieser Constanten geringer ist, so kann die 
fragliehe Umformung nur in besondern Fällen, nur unter solchen Bedingungen, durch 
welche die Anzahl der Constanten der vorliegenden allgemeinen Gleichung reducirt wird, 
Statt finden. Wenn hingegen jene Anzahl grdfser ist, so enthält die Umformung etwas 
W^illkührliches, das erst dann wegßllt, wenn wir solche Bedingungen hinzufQgen, wodurch 
diese Anzahl wiederum auf neun sich reducirt. 

Wenn in der Gleichung unter der neuen Fbrm statt der ursprünglichen veränderli- 
chen Groben tp und xp lineare und ganze Functionen derselben sich unmittelbar darstel- 
len sollen, so mufs zuvörderst ein Product aus drei solchen Functionen vorkommen, dar 
mit die Gleichung nicht unter ihren frühem Grad hinuntersinke. Einem solchen Producte 
entsprechen, wenn wir lineare Functionen von der Form (ff+?L\p+h) nehmen, sechs 
Consfante, so dafs also aufserdem nur noch drei Constante, also, auber einer neuen li- 
nearen Function von derselben Form, nur noch ein unbestimmter Coefficient sich vorfin- 
den dürfen. Indem wir hiernach der Gleichung von der möglichst einfechen Form, welche 
die nothwendige und keine überflüssige Anzahl von Constanten enthält, bilden, gelangen 
wir zu der folgenden: 

(9.i-aV;+b)(()p+a'v^+b')(9-*-a>+b'')+iii(y+ci/;+d) s== 0. (2) 

Wenn wir die vorstehende 'Gleichung entwickeln, so kommt: 

9* + (a + a' + a") qp V + (aa'+ aa" + a V) y t/;« -t- aaVy 
+(b+b'+b'')9'+((a+a>''.^(a+a>'+(a'+a>)9)tp+(aaV+aa^'+aV'b)v^« 
+(>b'.^bb"+bV+/*)i^.^(abV+aT)b''+aT:)b'+^)V/+(bbV+^d) = 0, 
und aus der Zusammenstellung der Coefficienten dieser Gleichung mit den entsprechenden 
Coefficienten der Gleichung (1) erhalten wir, um die neuen Constanten 'durch die ur- 
sprünglichen zu bestimmen, die folgenden Gleichungen: ^ 

16 ♦ 
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a+a'+a" = A, 

aa'+aa^+aV = B, \ (3) 

aa'a" z= C; 
b+b'+b" = D, 
(a+a')b"+(a+a")b'+(a'+a> = E, J (4) 

aal^+aa^b'+a^al) = F; 
bb^+bb^'+bV+it* = G, 
abV+aW+a^bb'+^c = H, } (5) 

bbV+|t4d = I. 

Diese neun Gleichungen sind Von der Art, dafs sie im Allgemeinen für die neun Con- 
stanten a, a\ a", b, b', b" c, d und fi vollkommen bestimmte Werthe geben. Die ange- 
zeigte Umformung ist also im Allgemeinen möglich, und es fragt sich blofs, erstens, ob 
und in welchen Fällen die zu bestimmenden Constanten reell oder imaginär sind, und zwei- 
tens, ob in besondern Fällen (bei bestimmten Voraussetzungen Über die ursprtinglichen 
neun Constanten A, B, u. s. w.) nicht dennoch die vorstehenden neun Gleichungen Wider- 
sprüche enthalten, die nur dadurch gehoben werden können, dafs wir einer oder mehrera 
der neuen Constanten unendlich grofse Werthe beilegen, wonach denn mit diesen beson- 
dern Fällen die angenommene Form der neuen Gleichung unverträglich wäre« 

151. Die drei Gleichungen (3) zeigen, dafs ( — a), ( — a') und ( — a") die drei Wur- 
zeln der nachstehenden Gleichung dritten Grades sind: 

z'+Az*+Bz+C =2 0. (6) 

Hier treten uns sogleich zwei Hauptfälle entgegen : entweder sind die Wurzeln dieser Glei- 
chung alle drei reell, oder nur eine derselben ist reell und die beiden an- 
dern sind imaginär. Ein besonderer Fall, welcher den Uebergang von deiQ einen der 
beiden Hauptfälie zu dem andern bezeichnet, ist derjenige, dafs zwei Wurzeln der 
yorstehenden Gleichung (6) einander gleich sind. Endlich ist noch ein ganz 
besonderer Fall derjenige, dafs die Wurzeln dieser Gleichung alle drei einander 
gleich sind. Im Ganzen haben wir also vier verschiedene Fälle zu unterscheiden; nur 
müssen wir hierbei nicht aus den Augen verlieren, dafs nur die beiden ersten, in Bezie- 
hung auf ihre Ausdehnung, coordinirt sind, dafs diesen beiden der dritte und diesem wie- 
derum der vierte sich unterordnet. 

152. Nachdem a; a' und a'' bestimmt worden sind, geben die drei Gleichungen (4) 
auf lineare Weise die drei Constai^ten b, b' und b". Diese Bestimmung ist immer und nur 
auf einzige Weise möglich» wenn nicht zwei der drei Constanten a, a' und a" einander 
gleich sind. 

Wenn die letztgenannten GrÖfsen alle drei reell und verschieden sind, so sind b, b' 
und b" immer reell. Wenn von jenen drei GrÖfsen zwei imaginär sind, so sind es, unter 
diesen, die beiden entsprechenden ebenfalls« Wir wollen ( — a') und ( — a") für die bei- 
den imaginären Wurzeln der Gleichung (6) nehmen, und 

a'+a" = 2a, a'a" = /?, 

setzen. 2a und ß sind alsdanü reelle GrÖfsen. Hiernach können wir die Gleichungen (4) 
unter der nachstehenden Form schreiben: 

b+(b'+bO = D, 
(aV'+a"b')+a(b'+b")+2ab = E, 

a(aV+a"b')+/Sb = F. 
Wir eihalten aus diesen drei Gleichungen immer, und nur auf einzige Weise», reelle Werthe 
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filr dBe drei Aosdrficke (aV+al)'), (b'-f-b*) «od b. Da aichiör die beiden zuBanmen- 

g^Origen imaginären Wanela (— a') und ( — a") Ansdrficke von der Form (m-|*nV — 1) 

und (m — nV — 1) ergeben, so kann der erste jener drei Ausdrücke (aV+al)') offenbar 
nur dann einen reellen Werth erbalten, ^enn aucb b' und b" imaginSr und zugleich Wur- 
zeln derselben quadratischen Gleichung sind. Hiemach ist auch das Product b'b'' reell. 
In dem Falle, der uns hier beschäftigt, ist also die Function C^+ai^+b) reell, die bei- 
den andern Functionen hingegen ((p+B'tp+V) und ((p+Si'xp+V') sind imaginär, so jedoch, 
dafs ihr Product eine reelle Function des zweiten Grades bildet. 

153. Wenn die Gleichung (6) zwei gleiche Wurzeln hat, wenn a' = a\ so verwan- 
deln sich die Gleichungen (4) in drei Gleichungen zwischen zwei unbekannten GröCsen b 
und (b'+b'^; es kommt nemlich: 

b + (b'+b") = D, 
(a+a')(b'+b'')+2a'b = E, 

aa'(b'+b'')+a'*b = F. 
In diesem Falle, auf den wir bald (158) zurückkommen werden, können wir also, im All- 
gemeinen, die gegebene Gleichung (1) nicht auf die Form (2) bringen. 

Es können die letzten Gleichungen nur in dem Falle alle drei zugleich bestehen, dafs 
folgende Bedingungs- Gleichung Statt findet: 

Da'*— Ea'+F = 0. (7) 

Alsdann aber ist nur b und die Summe von b' und b" bestimmt, während diese beiden 
letzten Constanten selbst unbestimmt bleiben. Die Gleichung (1) kann in diesem beson- 
dem Falle die Form (2) auf unendlichfache Weise annehmen, und ^war können 
wir hierbei einer der beiden Constanten b' und b" einen wilikührlichen Werth von vorne 
herein beilegen. 

154. Wenn endlich die Wurzeln der Gleichung (6) alle drei einander gleich sind, 
wenn a = a' = a^^ so gehen die Gleichungen (4) in folgende drei tiber: 

(b+b'+b") = D, 
2a(b+b'+b'') = E, 
»«(b+b'+b") = F. 
Wenn diese Gleichungen zugleich bestehen sollen, so müssen zwei verschiedene Bedin- 
gungs- Gleichungen, für welche wir zwei beliebige der folgenden drei nehmen können: 

E = 2Da, F = DaS 2F = Ea, (g) 

Statt finden« Wenn diese beiden Bedingungs -Gleichungen nicht befriedigt werden, so kann 
die Gleichung (1) die Form (2) nicht annehmen; werden dieselben hingegen'befriedigt, 
so kann dieCs auf unendlichfache Weise geschehen, und zwar so, dafs zwei der 
drei Gröfsen b, b' und b", deren Summe allein- bestimmt ist, beliebig angenommen werden 
können. 

155. Es bleibt uns Jetzt nur noch die Bestimmung der drei letzten Constanten /i, c 
and d übrig. Diese erhalten wir aus den drei Gleichungen (5), die wir auf folgende 
Weise schreiben können: 

b(b'+b")+bV'+^ = G, 
abV+KaV-haTH-^ = H, 

bbV+^d = 1. 
Jedesmal, .dafs unter den drei Wurzeln der Gleichung (6) nicht zwei einander gleiche sich 
befinden, und wir demnach für b, b' und b" vollkommen bestimmte Werthe erhalten, gibt 
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die erste derTortfehenikn drei Gleichungen einen reellen und einzigen Wertk fBr den 
Coefficienten ^i dann gibt die zweite c nnd die dritte d auf gleiebe Weise« Wenn ins- 
besondere sieb ft = ergeben sollte, so würden c und d im Allgemeinen unendlich wer- 
den, ^ und |«d aber endliche, sich unmittelbar ergebende Werthe erhalten. 

Es ist also vollständig nachgewiesen, dafs in den beiden Hauptfiftllen, in welchen die 
Gleichung (6) keine gleichen Wurzeln hat, die allgemeipe Gleichung des dritten Grades 
zwischen den beiden yeränderlichen Gröisen 9) und yj immer die Form (2) annehmen 
kann; nur mit dem Unterschiede, dafs in dem Falle dreier reellen Wurzeln alle linearen 
Functionen in der umgeformten Gleichung reell sind, während^ in dem Falle zweier ima- 
ginären Wurzeln, zwei dieser Functionen, welche Factoren des ersten Gliedes sind, ima- 
ginär werden, so jedoch, dafs ihrProduct eine reelle Function des zweiten Grades bldbt 

156. Wenn in dem Falle zweier gleichen Wurzeln der Gleichung (6) die Bedin- 
gungs- Gleichung (7) befriedigt wird, so können wir b' oder b" beliebig annehmen, wo- 
durch alsdann beide Constante vollkommen bestimmt sind, und dann, wie oben, die Werthe 
der drei letzten Constanten finden. Qder, . wir können auch ^ willkührlich annehmen; 
dann gibt die erste der letzten drei Gleichungen, welchen wir in dem Torliegenden Falle 
folgende vForm geben können: 

bCb'+bO+bV'+^rsG, 
abV+a^b'+bO+Zic = H, 

bb'b"+^d = I, 
da b und (b'+b") schon bekannt sind, b' und b'' als Wurzeln einer q[nadratischen Glei- 
chung, Wurzeln, die, Je nach der Annahme Ton fi, reell, imaginftr' oder einander gleich 
sein können. Oder, wir können auch Annahmen Ober c und d machen, und zum Beispiel 
— ein Fall, der besonders hervorgehoben zu werden verdient — : 
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setzen. Alsdann erhalten wir, zur Bestimmung von bl)", aus den beiden ersten der vor- 
stehenden Gleichungen die folgende: 

(a' — a)bV = Ga' — H. 
Hiemach ergeben sich wiederum b' und b" als Wurzeln einer quadratischen Gleichung, 
die entweder reell oder imaginär oder einander gleich sind. 

157. Wenn die Gleichung (6) drei gleiche Wurzeln hat und zugleich, damit die all- 
gemeine Gleichung des dritten Grades zwischen (p und %!; die Form (2) annehmen könne, 
die beiden Bediogungs -Gleichungen (8) befriedigt werden, so knüpfen sich an die Glei- 
chungen (5), die wir unter folgender Form schreiben können: 

(bb'+bb"+bV)+^ = G, 
a(bb'+bb"+bV)+^ = H, 

bbV+^ = I, . 
ähnliche Betrachtungen an, als vorhin. Es ist in diesem Falle blofs die Summe von b, b' 
und b" gegeben. Wir können cundd beliebig annehmen. Alsdann geben die ^ vorstehenden 
Gleichungen (bb'-f-bb''+bV) und bbV auf lineare Weise, wonach sich die drei Con- 
stanten b, b' und b" als die drei Wurzeln einer Gleichung des dritten Grades darsteUen. 
Wir können auch von vorne herein die Voraussettung machen, dafs diese Wurzeln alle 
drei einander gleich seien, dafs b £=: b' = b''.' Alsdann erhalten wir diese Wurzeln so- 
gleich, da ihre Summe schon bekannt ist. Femer gibt die erste der vorstehenden Glei- 
chungen ft, dann die zweite c und die dritte d auf reelle und einzige Weise. In den 
in Bede stehenden Falle dreier gleichen Wurzeln der Gleichung (6), können wir also 
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immer und nur auf einzige Weise der aUgemeinen Gleichung die nachstehende Form 

geben: 

(9pH-aV^**-b)*+i»(y+«^+d) = 0. (9) 

15& Wir wenden uns nun zu denjenigen Fällen zui;ück, in welchen die Gleichung 
(6) gleiche Wurzeln hat und die allgemeine Gleichung des dritten Grades die Form (2) 
nicht annehmen kann. Diese Fälle treten nur dann ein, wenn die Gleichungen (4) nicht 
zusammen bestehen können. Da diefs aber nur bei einer Gränze, nur bei dem Uebergange 
Ton reellen zu imaginären Werthen der beiden Constanten a' und a" Statt findet, so ist 
augenföllig, dafa die Unmöglichkeit jener Umformung darin ihren Grund hat, daCs die bei- 
den Constanten b' und b" solchen Gräoz- Werthen entsprechen, die unsere analytische Be- 
zeichnungsweise nicht geben kann. Wenn wir diese Gränz-Werthe, welche dbcc sind, 
nicht ausschliefsen, so enthalten die eben angeführten drei Gleichungen, wie auch a, a' und 
a" sich ändern mögen, niemals einen Widerspruch. 

An die Stelle der Gleichung (2), auf deren Form wir die allgemeine Gleichung (1) 
nun nicht mehr bringen können, wollen wir eine andere setzen. Die nöthwendige Anzahl 
der Constanten dieser Gleichung hat sich durch die Bedingung, dafs a' =: a'\ auf acht re- 
ducirt. Ich wähle, dieser Bedingung entsprechend, die folgende Form: 

(q>+^fp+h) {(fp+9!%p'^Vy + k(q>+axlJ+h)^+fi(q) + cxp+d) = 0. (10) 

Die erste Wurzel der Gleichung (6) ist hier wie oben (-^a), die beiden tibrigen einander 
gleichen bleiben ( — a'). Die Gleichungen (3) bleiben hiernach ebenfalls dieselben, an die 
Stelle der Gleichungen (4) und (5) treten nun aber die folgenden: 

b+2b'+A = D, 
2{(a+a')b'+a'b+;ia} = E, [ (H) 

a''b+2aaV+Aa* e= F ; 

b''+2bb'4-;ibHhiU = G, 
ab'''+2a'bb'+2Aab+^ ssÄ H, ^ (12) 

bb'VAb*+^d = I. 

Die drei ersten dieser sechs Gleichungen geben immer, den einzigen Tall ausgenommen, 
dafs a = a', bestimmte und einzige Werthe für b, b' und A; und dann sind durch die foU 
genden drei Gleichungen ^, c und d Tollkommen bestimmt. Die angezeigte Umformung 
kann also, wenn die Gleichung (6) zwei und nur zwei gleiche Wurzeln hat, immer und 
nur auf einzige Weise Statt fiuden. 

159. Wenn a = a', das heifst, wenn die Gleichung (6) drei gleiche Wurzeln hat, 
so kam die Torsteb»de Umformung nur dann Statt finden, wenn die Bedingungs- Glei- 
chungen (8) bestehen, ein besonderer Fall, auf den wir nicht mehr zurückkommen wol- 
len. Aber auch die Form der allgemeinen Gleichung: 

(y+av^+b) {(y+aV+b')*+A(9)+gt//+h)}+^(9)+ct^+d) = 9, (13) 

die erst, wenn wir g = a und h s b setzen, in die Gleichung (10) übergeht, ist im All- 
gemeinen mit der Voraussetzung, da(s a = a', unverträglich. Es treten nemlich in diesem 
allgemeinem Falle an die Stelle der drei Gleichungen (U) die folgenden drei: 

^ b+2b'+A = D, 

2(a+a')b'+2a'b4.;i(a+g) = E, . V 

a' b+2aa'b'+;iag =?: F, 
welche, wenn wir a = a' setzen, in die nachstehenden übergehen: 
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(b+2b')+;i = D, 

2a(b+2b')+A(a+g) = E, 

a''(b+2b')+iag = F, 

and akdann nur in dem Falle zugleich bestehen können, data folgende Bedingcuigs- 

Gleichung: 

Da» — Ea+F = 0, (14) 

welche mit der Gleichung (7) übereinstimmt, befriedigt wird. Dorch die vorslehende Be- 
dingungs- Gleichung, rerbunden mit der Voraussetzung dreier gleichen Wurzeln der Glei- 
chung (6), reducirt sich die Anzahl der nothwendigen Constanten in der umgeformten Glei- 
chung von neun auf sechs. Hiermit in Uebereinstimmung wähle ich folgende Fonn: 

(y+av/+b) {(y+aV'+b)*+%+gV+h)}+/i = 0, (15) 

die aus der allgemeinern (13) hervorgeht, indem wir a = a', b = b', und statt des letz- 
ten Gliedes eine blofse Constante nehmen. Hiemach erhalten wir statt der Gleichungen 
(4) und (5) nun die nachstehenden: 

3h+X = D, (16) 

6ab+A(a+g) = E, (17) 

3a'b + Aag = F, (18) 

3b^+A(b+h) = G, (19) 

3ab«+A(gb+ah) = H, (20) 

V+Xhh+fi = l. (21) 

Nach der Bedingungs- Gleichung (14) ist jede der drei ersten der vorstehenden Gleichun- 
gen eine algebraische Folge aus den beiden andern, so daCs diese drei Gleichungen nur 
Ar zwei verschiedene gelten können, und mithin die vorstehenden Gleichungen zusammen 
zur Bestimmung der füof Constanten b, g, h, A und fi gerade hinreichend sind. Wenn 
wir zwischen den beiden Gleichungen (18) und (20) die GrOfse Ag eliminiren, so ergibt 
sich unmittelbar: 

b(F — 3a*b) =s a{H— a(3b*+Ah)}. 

Aus den Gleichungen (19) und (16) folgt:. 

3b*+Ah = G — Ab = G— b(D— 3b), 
und aus diesen beiden letzten Gleichungen, nach einer einfachen Reduction: 

(F-.Da> = (H — Ga)a. . (22) 

Der Werth von b ist hiemach ein vollkommen bestimmter, endlicher und einziger. D<aiD 
wäre 

F — Da' = 0, 
so erhielten wir, mit Berücksichtigung der Gleichung (14) die beiden BedingongiB-Glei« 
chungen (8), die sich auf den hier ausgeschlossenen Fall beziehen. Wenn a = 0, so 
wird die Gleichung (22) eine identische, dann erhalten wir aber, aus den beiden Glei^ 
chungen (17) und (20), unmittelbar: 

Eb = H. 
Nachdem auf diese Weise die Constante b gefunden worden ist, ergibt sich auf linearem 
Wege zuvörderst aus der Gleichung (16) die Constante A, und auf gleiche Weise 9m 
den folgenden Gleichungen g, h und fu Es ist also vollständig nachgewiesen, daÜB die an- 
gezeigte Umformung immer und nur auf einzige Weise Statt finden kann. 

160. Es bleibt uns jetzt nur noch der letzte Fall zu betrachten übrig, in welchem 
die Gleichung (6) drei gleiche Wurzeln hat, und die Bedingungs -Gleichung (14) nicht Statt 

fin- 
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findet Ffir die iiingefarmte Gleichiiiig, die in diesem Falle nofthwendig sieben nnabhttn- 
gige Constante entkalten mafis» wollen wir die folgende nehmen: 

(y+aV/+b)»+A(9)+gV+I*)*+K9>+cV/+d) = 0, (23) 

welche acht Constante enthält und später durch eine besondere Voraussetzung die An- 
zahl tef die nothwendige reduciren» Nachdem a bestimmt worden ist, erhalten wir zur 
Bestimmung der übrigen Constanten folgende sechs Gleichungen: 

3b+A=:D, (24) 

eab+2Ag = E, (25) 

3a*b-+.ig» = F, (26) 

3b»-f-2Ab+^ = G, (27) 

3ab*+2;igh+^c = H, (28) 

b»+Ah'+^d = L (29) 

Wenn wir die Gleichung (25), nach einander, mit (26) und (24) zusammenstellen, erge- 
ben sieb die folgenden beiden Gleichungen: 

2i(a-g)g=: Ea-2F, 

2A(a — g) =3Da-E, ^"^^ 

und aus diesen folgt: 

_ Ea— 2F 
^ ~ 2Da— E ' 
Dieser Werth von g kann unbestimmt, aber niemals unendlich werden. Denn aus den 
Gleichungen (30) folgt, dafs, wenn 

E = 2Da, 
die beiden Constanten a und g einander gleich und hernach audi 

2F = Ea, 
wonach der obige Ausdruck die unbestimmte Form { ^hält. Aber die letzten beiden 
Gleichungen stimmen mit den Gleichungen (8) überein ^ und beziehen sich also auch auf 
)enen besondern Fall, den wir hier ausgeschlossen haben. Nachdem g bestimmt worden, 
ist, geben irgend zwei der drei Gleichungen (24), (25) und (26) auf lineare Weise die 
beiden Constanten b und A, so dafs also durch die eben genannten drei Gleichungen drei 
Constante vollkommen bestimmt sind, und die .drei folgenden Gleichungen Relationen zwi- 
schen den übrigen vier Constanten h, c, d und /u enthalten. Aus (27) und (28) ergibt 
sieh, indem wir h eliminiren: 

^(c-g) = H~Gg-^3(a-g)b». 
Diese Gleichung zeigt, dafs wir c beliebig, nur, damit ^ nicht unendlich werde, im Allge- 
meinen nicht gleich g annehmen dürfen. Vorzugsweise wollen wir c =c a setzen. Der 
Werth von ^ kann auch gleich Null werden, dann reducirt sich Function ju(<p+ct//+d) 
^ /i(9>+at/;+d) auf eine Constante /id, die im Allgemeinen nicht gleich Null ist, es aber 
in besonderen FAllen sein kann. Die Gleichungen (27) und (29)gebcn endlich die beiden 
noch zu bestimmenden übrigen Constanten h und ,d. — 

161. Indem wir die Resultate, • zu welchen uns die vorstehenden analytischen Ent- 
wicklungen geführt haben, der Uebersicht wegen zusammenstellen, nehmen die verschiede- 
nen Abstufungen derselben hAiptsSchlich unsere Aufmerksamkeit in Anspruch. Wir woU 
len in dem Folgenden durch die griechischen Buchstaben, wie bisher, unbestimmte Con- 
stante bezeichnen, zugleich aber dufch ^e Symbole p, q, r und s lineare Functionen von 
der Form ((p+^^^+h) darstellen. Die Einführung solcher Symbole gewährt uns ^eich 
hier schon den Yortheil einer leichtern Uebersicht. 

17 
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Das Haujpt^ResuItat,'2a dem irir gebogt sind, bMtiriit darih, dkfe üe aUgeneine Gl^- 
chung des dritten Grades zwischen rvrei veränderMchen Gtöfses ^ untf ^ itn AltgemeÜMa 
dit Form: ' - pqr+/(S sstO * L 

annebmen kann, mit dem Unlcrscluede .indefe, dafs.entiredek* iie linearen Fieictoren des er- 
sten Gliedes alle drei reell, oder zwei derselben imaginSr nnd. In diesem letiter&'Falle 
bleibt das Product der beiden imaginSren Factoren immer reelK 

Wenn ich den Aasdruck gebrauche $ es lasse sich der allgemeinen Gleichung des drit- 
ten Grades „im Allgemeinen^^ die Form I. geben, so^ heifst diefs, dafs unter einer nöcK so 
grofsen, aber endlichen Anzahl von Fällen, wenn die Constanten -Bestimmung in der or- 
sprtinglichen allgemeinen Gleichung unbeschränkt dem Zufall überlassen bleibt, 
eine solche Wahrscheinlichkeit, die an GewifsbeiC gränzt, Torhanden ist, dafs die fragliche 
Umformung immer Statt finden kann. 

Zwischen unendlich vielen Fällen, wo fene linearen Factoren alle drei reell, und un- 
endlich vielen Fällen, wo zwei derselben imaginSr sind, liegt ein Uebergangs-Fall, wo 
jene Umformung nicht Statt finden kann. För diesen Fftfl haben wir folgende Form: 

p(q^-|.Ar)+^s = 0, (1) 

die sich, indem wir p ^ r setzen, auf folgende Weise particularisiren IftCst: 

p(q'+Ap)+ws = 0. U. 

Die gröfsere Beschränkung dieses Uebergangs-Falles spricht sich dadurch aus, daCs in der 
vorstehenden Gleichung die Anzahl der Constanten sich auf acht reducirt hat. 

Ein noch beschränkterer Fall ist derjenige, dafs man der allgemeinen Gleidraag nicht 
mehr die Form IL, wohl aber, und zwar auf onendlichfache Art, die Fonu I. geben kann. 
Dadurch wird die letztbezeiehnete Umformung eine* unbestimmte. Diesem Falle entspre- 
chend, können wir die Form der Gleichung I. auf nachstehende Weise particularbiren: 

Kq-»-^)(q— «)+i"(q[-*-<^) 2= «, ni. 

wodurch die Zahl ihrer Constauten sich um zwei vermindert. Es kann hierbei x reell, 
imaginär oder auch gleich Null sein. 

Ein vierter Fall ist derjenige,, wo man der allgemeinen Grleichung weder die -Forml. 
noch die Form (1) geben kann. Diesem Falle entspricht folgende Form: 

p»+Aq»+^rfi=tO, (2) 

die wir aber auf nachstehende Weise noch particularisiren können: 

p«+Aq^+^(p+(y) = 0, IV. 

wonach dieselbe, wie die vorige, nur sieben Constante enthältn 

In einem fünften ontergeordneten Falle kann die allgemeine Gleichung die letzte Form 
nicht mehr annehmen, wohl aber, und zwar auf unendlichfechc Art, die Form IL Hiemach 
können wir diese Form wiederum particularisiren, indem wir die 2ahl ihrer Constanten um 
zwei vermindern. Oder wir können audi nachstehende Form mit sechs Constanten 
wählen: 

p(p*-4-Aq)+At =Ä 0. V. 

Der sechste und letzte Fall ist ein dem vorigen wiederum untergeordneter Fall, der- 
jenige nemlicb, wa die > allgemeine Gleichung weder die Form (2) noch die F.orm (1) an* 
nehmen kann, wohl aber, und zwaf auf unendlichfache ( oiS' fache) Weise die Form L 
Diese letzte Form particularisirt sich alsdann so, dafs die Anzahl der Constanten sidi ob 
sweiraal zwei vermindert, mithin auf füiif reducirt; wir haben ftlr diese Partioalarisation 
folgende erhalten: 
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162« Die Unterscheidung der sechs in der vorigen Nummer aufgezShIten FsUe können 
wir durch die folgende sehr einfache und übersichtliche analytische Betrachtungsweise an die 

ursprünglich gegebene allgemeine Gleichung anknüpfen. Indem wir in dieser Gleichung ^ = z 

setaen^ ki>Dnen;wir dieselbe auf folgende Weise: 

(x*4-Az''4-Bz+C)Vf*4r(na^+£z-f^F)V'**4-(Gz+H)^+I a 0, 
oder auchj zur Abkürzung, uot^r folgender Form: 

Z^i/^^+Z.V/^+ZjV'+Zo = 0, . (1) 

schreiben. Dem zweiten Falle entspricht alsdann, dafs die Gleichung: 

Za = 0, (2) 

zwei gleiche Wurzeln hat, und mit ihr zugleich alao die folgende: 

dZ3 = 0, (3) 

besteht. Im dritten Falle mu& zugleich mit den Torigen beiden Gleichungen die Gleichung 

Z, = (4) 

befriedigt werden. Im vierten Falle hat die Gleichung (2) drei gleidbe Wurzeln, und 
Bttfe also neben der Gleichung (3) und folgender Gleichung^ 

d'Z, =5 
bestehen. Im fünften Falle wird anfserdem noch die Gleichung (4) befriedigt, und im 
sechsten Falle hat diese Gleichung überdiefs, auch noch zwei gldche Wurzeln, wonadi, 
neben den frühem Gleichungen, auch noch die folgende besteht: 

dZ, SS 0. 
Htemach erhalten wir folgendes Schema Ton Gleichungen^ weldbe fiir die versduede- 
nen Fälle zugleich Statt finden müssen. 

I. Erster Fall : 
Keine Bedingung, weil er der allgemeine Fall ist. 

II, ZweUer Fall: 

Z, = 0, dZg = 0. 

IIL Dritter FaU : 

Z^=iO, dZa SS 0, Z, SS 0, 

IV. Vierter Fall: 

Z, SS fr, dZa = 0, d*Z. SS 0. 

V, Fünfter. Fall: 

Z3 SS 0, dZ3 = 0, d^ZgSsO, Z4 SS 0. 

VI. Sechster Fall: ^ 

Z3 =s 0, dZs = 0, d%ssO, Z,s:5 0, dZ, SS 0, 

Ich bemerke nur noch, was den Punct der Symmetrie betrifft, da£s die Bedingubgen, 
welche aus den vorstehenden Gleichungen sich er^ben, ganz dieselben sind, ids* di^jeni- ^ 
gen^ weldie wir erhalten würden, wenn wir ip und ip gegenseitig mit «inander Vertausch- 

ten. Alsdann werden nemlich die Wertbe von — statt von z Wurzeln der ooigen Qleu 

diungen, dadurch ^er wird in den Bedingungen über die Gleichheit dieser Wurzeln durdi^ ' 
ans nichts geändert. . / . 
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» » • < 



17* 



182 • Dritter Abschn, ' l)ie Curven dritter Ordnung. 



. §. 2. 

€reoiiietrifi(elie ibeutaii§^ der verachledeiieii F&lle der allffemel« 
neu Oleielmiiy. Aeiymptoten« MaaAi der AnnAlieriiiiy an 
dies^elben« Oiscollrende Aeiymptoten. MyperbollM^be nnd 
parabolifselie Asymptoten« Allgentelne Elntbeilnns der 
Carven dritter Ordnnng« 

163. Indem wir von dem allgemeinen Falle, dem folgende Form: 

pqr+jtis = , L 

entspricht, aasgehen, wollen wir zunächst die Voraussetzung machen, dafs die lineaf^ 
Funetionen des ersten Gliedes der Torstehenden Gleichung alle drei reell seien. Die Carve, 
welche durch diese- Gleichung dargestellt wird, wenn wir den verSnderlichen Gröfsen tp 
und 'iffy von welchen p, q, r und s lineare und ganze Functionen sind, die Bedeutung be- 
liebiger Punct-Coordinaten unterlegen, ist also Tolikomraen besthnmt, wenn wir die eben 
genannten ^ier Functionen, deren jede von zwei Constanten abhängt, und fiberdiefs den 
Coefficienten ^ kennen. Jene Functionen sind bestimmt, wenn dief^nigen vier geraden 
Unien, welche durch die vier Gleichungen: 

p = 0, q = 0, r = 0, 8 = 0, 

dargestellt werden, gegeben sind, und nachdem dieselben auf diese Weise bestimmt wor- 
den sind, ist, zur Bestimmung des Coefficienten ft, hinreichend, dafs irgend ein Punct der 
Curve gegeben sei. Denn alsdann erhalten wir, in Beziehung auf diesen Punct, fiir die 
Functionen p, qi r und s vollkommen bestimmte Wcrthe, und hiemach' durch* die Glei- 
chung I. den Werth von fi. Eine Curve dritter Ordnung ist auf diese Weise also voll- 
kommen und auf einzige Weise bestimmt, wenn vier gerade Linien und irgend einer ihrer 
Puncte gegeben sind. Zwischen den gegebenen Stücken findet durchaus keine gegenseitige 
Abhängigkeit Statt. Jeder gegebenen geraden Linie entsprechen zwei Constante, dem ge- 
gebenen Puncte aber entspricht nur eine einzige, weil zur Bestimmung eines Punctc^s zwar 
zwei Constante nothwendig sind, aber zugleich jeder der unendlich vielen Puncte der Curve 
auf gleiche Weise zur Bestimmung des Coefficienten (i dienen kann. 

164. Die geometrischen Beziehungen der obigen vier geraden Linien zu der durch 
die Gleichung L dargestellten Curve dritter Ordnung müssen, weil wir in dem vorliegen- 
den Falle nur auf eine einzige Weise zu einer Gleichung von dieser Form gelangen kön- 
nen, nothwendig vollkommen bestimmte und aussdiliefsliche sein. Es hSngen dieselben 
offenbar, einerseits, von der Form dieser Gleichung, und, andrerseits, von der Coordina- 
ten -Bedeutung, welche wir den beiden veränderlichen Gröfsen €p und \f) unterlegen, ab. 

Es. ist zuvörderst ersichtlich, dafs das Characteristische der Form L darin besteh^ dafs 
in derselben drei lineare Functionen p, q und r der beiden Veränderlichen €p und t^, in 
Evidenz getreten sind, welche, wenn man sie einzeln gleich Null setzt, diese Form auf 
den ersten Grad reduciren, und also für jene veränderlichen Gröfsen einzige Werthe 
geben, während man, im Allgemeinen, aus der Zusammenstellung einer linearen Gleichung 
mit der Gleichung I. drei Werthe, sowohl für 9) als für t// erhält Eine solche Reduction 
findet aber für besondere Fälle nur deshalb Statt, weil zwei Werthe jeder der beidai 
Veränderlichen unendlich werden, und dadurch der algebraischen Bestimmung entgdien. 
Es schneidet also jede der drei geraden Linien 
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p = 0, q = 0, r = 0, (1) 

die Curve in solchen drei Poncten, von welchen zweien unendliche Werthe der beiden 
Veränderlichen q> und rp entsprechen. Wir können femer. die Gleichung I. auf dreifache 
Weise befriedigen, indem wir nach einander die folgenden drei Paare von Gleichungen 
bestehen lassen: 

p = und zugleich 8 = 0, 
q ^s » » » 8 = Oy 
r = 0»»»8 = 0. 
Es schneiden also die drei, durch die Gleichungen (1) dargestellten, geraden Linien die 
gegebene Curve I. in solchen drei Puncten, weiche auf derselben geraden Linie liegen, de- 
ren Gleichung die folgende ist: 

8 = 0, (2) 

Zur Vervollständigung der geometrischen Deutung der Gleichung L müssen wir jetzt 
noch (iber die Coordiuaten tp und tp eine nähere Bestimmung machen. Wir wollen hier 
annehmen, dafs dieselben solche Goordinaten bedeuten, welche für alle Puncte, welche 
nicht unendlich weit liegen, endliche Werthe bebalten, oder, mit andern Worten, solche 
Goordinaten, welche lineare und ganze Functionen der gebräuchlichen Parallel- Goordi- 
naten sind. Alsdann sind also p, q, r und s eben solche Functionen, und es stellen die 
Gleichungen (1) solche drei gerade Linien dar, deren )edc, weil zwei Durchschnittspuncte 
unendlich weit liegen , die Curve dritter Ordnung nur in einem einzigen Puncte schneidet. 
Wir nennen diese Linien Asymptoten. 

Eine Ciure dritter Ordnung hat also im Allgemeinen drei Asymptoten; und liber- 
diefs enthält die allgemeine Form L, welche wir ihrer Gleichung auf einzige Weise geben 
können, den folgenden Salz: 

Eine Curve dritter Ordnung wird von ihren drei Asymptoten in sol- 
chen drei Puncten geschnitten, die in gerader Linie liegen *), 

165. Wenn wir die Gleichung L auf nachstehende Weise schreiben: 

EST = _^ 
s ^' 

^o springt zuvörderst in die Augen, dafs für alle Puncte einer und derselben Curve der 
Werth des Ausdrucks (pqr : s) entweder immer positiv oder immer negativ bleibt, je nach- 
dem, umgekehrt, die Constante fi negativ oder positiv ist. Da nun aber der Werth jeder 
der einzelnen Functionen p, p, r und s sein Zeichen ändert, wenn der Pnncf, auf welchen 
diese Function bezogen wird, von einer Seite der bezüglichen unter den geraden Linien: 

p = 0, q = 0, r = 0, 8 = 0, <3) 



*) Die auf diese Weise Toll^oinmeii bestimmte nnd fBr die Corren dritter Ordnong diaracteristiscbe gerade 
Linie wollen ^ir, in den folgende» Untertncbnngen, „die Linie S** nennen, und immer dardi die 
Gleichang : 

s-0, 
darstellen. Ueberhaapt wollen wir, wn uns kun aoszndrficken und doch keine netten Benennungen ein- 
sofUiren^ gerade Linien, da, wo dieselben (Ür vorliegende Erörterungen besondere Bedeutung gewinnen, 
als M Linie P", „Linie Q*' n. s. w. beseicbnen, wenn in ihren Gleichungen die entsprechenden Bock- 
staben des kleinen Alphabets ybrkommen, wonach also die eben bexejchneten geraden Linien die Asjm» 
ptoten p as 0, q sBs u s. w. sind. In spllern Paragraphen werden %Tir durch s s andere gerade 
Liiuen darstellen; mit der andern Dantellnngsweise wird hiemach also auch die Benennung „Linie &^ 
ihre Bedeutung indem. * 
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auf die andere Seite derselben hinüberrQckt, so folgt, dab lucht irgend zwei Piincte der 
Curye so liegen können, dafs zwischen denselben nnr eine einzige oder drei von Jo- 
nen vier gei'aden Linien hindurchgehen, sondern dafs wir yielmehr keine oder zwei die- 
ser Linien oder alle vier überschreiten. mössen, um von irgend einem Puncte der Curre 
zu irgend einem andern Puncte derselben zu gelangen. 
Fig. 2. In dem allgemeinen Falle, in welchem nicht zwei der eben bezeichneten vier geraden 
Linien mit einander paralieLsind, und nicht drei derselben durch einen und denselben Punct 
gehen, tbeilen diese Linien die Ebene in elf FldchenrSume. In der 2. Figur, auf die wir 
uns der Anschaulichkeit wegen unmittelbar beziehen, sind fünf dieser FlächenrKume durch 
a und die sechs übrigen durch b bezeichnet. Die Curve erstreckt sich, als Folge des 
oben Bemerkten, entweder blofs in jenen fünf oder blofs in diesen sechs Flächenrftmnen. 
Hierbei ist es ganz gleichgültig, in welcher Folge wir die vier geraden Linien der Figur 
für die, durch die vorstehenden vier Gleichungen (3) dargestellten nehmen, so dafs die 
Figur alle möglichen allgemeinen Fälle der gegenseitigen La'ge der Linie S und der drei 
Asymptoten umfafst, wenn wir ihr diese Unbestimmtheit lassen« 

166. Im Allgemeinen stellen sich p» q, r und s als Functionen in y und x von der 
Form x(y+ax+b) dar; betrachten wir aber ft> in der Gleichung I. als eine unbestimmte 
Constante, so können wir für den Coefficienten x in jeder einzelnen Function einen belie- 
bigen "Werlh annehmen, und insbesondere auch in allen x gleich- Eins setzen. Oder, in- 
dem wir die Sache von einer andern Seite auffassen, es ist klar, dafs die Form und geo- 
metrische Bedeutung jener Functionen von der Annahme der beiden Coordinaten (p und 
ip abhängt; nehmen wir für <p und %p die gewöhnlichen Parallel- Coordinaten j und x selbst, 
so haben alle jene Functionen die Form (y+ax+b) und die Gleichung: 

in der fi durch die nenn CoefBcienten. der ursprünglichen allgemeinen Gleichung bestimmt 
ist, gibt dann den nachstehenden Satz: 

Auf jeder beliebigen Transversalen, die sich in der Ebene einer gege- 
benen Curve dritter Ordnung parallel mit sich selbst fortbewegt, ist das 
Verbaltnifs des Abstandes jedes Durchschbittspunctes mit derCurve von 
der Linie S zu dem Producte der Abstände desselben Punctes von den 
drei Asymptoten ein gegebenes., 

Mach der Anfangs-Bemerkung dieser Nummer, oder als einer andern Annahme der 
Coordinaten 97 und %fj entsprechend, ergibt sich der folgende^ mit dem vorigen noch ver- 
wandte Satz: 

„Wenn man von irgend einem beliebigen Puncte einer gegebenen Curve dritter Ord- 
nung Perpendikel auf die Linie S und die drei Asymptoten fällt, so ist das Verhältnifs des 
ersten Perpendikels zu dem Pro*4ucte der drei übrigen ein gegebenes. ** 

167. Wir haben schon oben bemerkt, dafs, wenn die drei Asymptoten und die Li- 
nie S bekannt sind, die vollständige Bestimmung der durch die Gleichung I. dargestellten 
Curve auf gleiche Weise durch den Coefficienten fi oder durch irgend einen gegebenen 
Punct der Curve geschehen kann. Hierbei tritt uns nun die nahe liegende Frage entge- 
gen, wie wir den Ort des gegebenen Punctes verändern müssen, damit [jLj nach einander, 
alle möglichen Werthe von (+od) bis ( — co) erhalte, oder,, was dasselbe heifst, dafs 
vrir, nach einander, zu allen möglichen Curven kommen, welche die drei gegebenen Asyn^ 
ptoten haben und dieselben auf der gegebeifen geraden Linie S schneiden. Wenn wir 
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den gegebenen Pimct auf einer beliebigen der drei Asymptoten anneKmea, so finden wir 

als Folge dieser Annahme fi ^ ^-^ = 0, und wir erhalten keine Curve im eigentlichen 

Sinne^ sondern das System der drei Asymptoten, dargestellt durch die Gleichung 

pqr = 0. 

Nehmen wir hingegen den gegebenen Punctauf der Linie S an, so kommt (i = ?2-=:=t: x. 

Durch diesen Werth Voti ft wird eine GrSnze bezeichnet, wo die Gleichung I. ihre Be- 
deutung verliert, eine Gränze, der wir uns beliebig annähern, die wir aber, so lange wir 
die Asymptoten als gegeben betrachten, durch keine endliche Constanten -Annahme in der 
ursprünglichen allgemeinen Gleichung erreichen können. Da; was die geometrische Deu- 
tung dieser Gränze anbelangt, wenn ju = cd , die Gleichung I. einerseits für alle Punctc, 
die auf der Linie S, und andrerseits fOr alle Pnncte, die unendlich weit liegen, und denen 
deshalb, im Allgemeinen, unendliche Werthe der vier Functionen p, q, r und s entspre- 
chen, befriedigt wird, so ist ersichtlich, dafs, je mehr der gegebene Punct der Linie S 
näher rückt, ein ganzer Zweig der Cnrve dieser geradeii Linie sich immer mehr annähert 
während ein anderer Zweig der Curve sich immer weiter entfernt. Wenn wir hiernach 
auf irgend zwei der drei gegebenen Asymptoten zwei Puncte A und B so annehmen, daCs 
diejenige gerade Linie, welche diese beiden Puncte verbindet, der Linie S in irgend einem 
Punct C, der dritten Asymptote aber nicht begegnet, so ist klar, dafs wir, nach einander, 
alle möglichen Curven erhalten, wenn wir' den gegebenen Punct auf der eben bezeichne- 
ten Verbindungs- Linie, von A aus bis nach B fortrücken lassen. Für Lagen des gegebe- 
nen Punctes zwischen A und B ist der entsprechende Werth von fi entweder immer po- 
sitiv oder immer negativ; für Lagen desselben zwischen C und B umgekehrt entweder im^ 
mer negativ oder immer positiv; er ändert sein Zeichen, indem er bei C durch ao hin- 
durchgeht. Wenn wir die beiden Puncte A und B so annehmen, dafs der Werth für /i, 
abgesehen vom Zeichen, von diesen beiden Puncten aus nach C hin, immer wächst, so 
entspricht jeder andern Lage des gegebenen Punctes zwischen A und B eine andere Curve« 
168. Wenn wir in dem allgemeinen Falle v wo nicht zwei der vier geraden Linien 
(3) mit einander parallel sind, einen Punct, der unendlich weit liegt, betrachten, so ist 
von vorne herein klar, dafs höchstens nur eine der vier Functionen p, q, r und s in Q&- 
Ziehung auf diesen Punct einen endlichen Werth behalten kann: eine Behauptung, die sich 
auf beliebig viele gerade Linien und die , ihnen entsprechenden linearen Functionen aus- 
dehnen lädst* Zwei der drei Functionen d, q und r sind also nothwendig unendlich, wenn 
eine derselben gleich unendlich angenommen wird. Wenn wir für diese beiden Functionen 
q und r nehmen, und die Gleichung L dann unter der nachstehenden Form: 

P = -^ (4) 

"^ qr 

schreiben, so erhalten wir offenbar für.p ein unendlich Kleines der ersten Ordnung. Denn 
s kann kein unendlich Grofses von einer böhern Ordnung sein, als q und r, und auch 
keinen endlichen Werth behalten, weil p verschwindet. Die Curve haf also solche Zweige, 
die sich ins Unendliche erstrecken, sich aber zugleich der Asymptote P immer mehr an- 
nähern* Indem wir, um einen unendlich weit entfernten Punct zu bezeichnen, den Werth 
von q oder r unendlidi grofs* angenommen haben, so haben wir dadurch eine Gränze zwi- 
schen immer gröiacr werdenden positiven und immer gröfser werdenden negativen Werthen 
dieser Function angedeutet: eine Gränze, die wir als positiv und negativ zugleich be- 
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trachten können. Hieraus folgt unmittelbar, dafs die Curve sich der Asjrmptole P zwie- 
fach nähert, indem sie sich nach den beiden entgegengesetzten Richtongm immer weiter 
an ihr hinzieht. Die beiden andern Asymptoten stehen in derselben Beziehung zu der 
Curve. Es hat nieselbe ako sechs unendliche Zweige, welche sich, paarweise, an den drei 
Asymptoten nach entgegengesetzter Richtung hinziehen, indem sie sich densettcn, ilber 
fede gegebene endliche Entfernung hinaus, annfthem. 

169. - Zugleich aber geht aus der Torstehenden Betrachtungsweise herror, dab es dnen 
besondem Fall gibt, in welchem die Annäherung der Curve an ihre Asymptote^ an P etwa, 
von der zweiten Ordnung ist. Dieser Fall tritt denn ein, wenn 

8 = p+x, (6) 

indem wir durch x irgend eine Constante bezeichnen. Dann geht nemlich die Gldchmg 
(4) in folgende über: 

p- — ir----F4:7' (*> 

und wir bemerken, dafs, während in dem, eben betrachteten, allgemeinen Falle der Sädi- 
1er in dem Ausdrucke für.p, in fiezug auf Puncte, welche der Asymptote P sich immer 
mehr nähern , ein unendlich-Grofses von derselben Ordnung, als q und r ist, dieser Zahler 
sich nun auf die Constante fix reducirt. Die Gleichung (5) drückt aus, dafs die Linie S 
der Asymptote P parallel ist. In Beziehung auf die Annäherung der Curve an ihre ba- 
den übrigen Asymptoten Q und R ändert sich nichts durch die eben gemachte Voraus- 
setzung. 

Wir wollen die Asymptote P eine osculirende nennen: eine Benennung, zu der 
wir durch die Erwägung veraülafst und berechtigt werden, dafs die gemeinschaftlichen 
Puncte der fraglichen Asymptote und der Curve alle drei in unendlicher Entfernung zu- 
sammenfallen, wonach diese Asymptote aufserdcm also die Curve in keinem andern Puncte 
mehr schneidet. Es folgt diefs schon daraus, dafs die Durchschnitts -Puncte in endlicher 
Entfernung der Curvcn dritter Ordnung mit ihren Asymptoten zugleich auf der Linie S 
liegen, und diese im vorliegenden Falle mit der Asymptote P parallel ist. Es folgt auch 
unmittelbar daraus, dafs die Gleichung L, welche hier folgende Form annimmt: 

wenn wir p gleich Null setzen, statt, wie früher, auf eine lineare Function, nun auf eine 
Constante fix sich reducirt. (164.) 

170. Es kann eine Curve dritter Ordnung nur dann zugleicli eine zweite osculirende 
Asymptote haben, wenn das zweite Glied der Gleichung I. sich auf eine Constante redu- 
cirt; alsdann aber sind zugleich alle drei Asymptoten osculirende. Aus der Glei- 
chung I., welche alsdann folgende Form annimmt; 

pqr+|i* 2= 0, 
ergibt sich: 

i^^ ^ /* - 

woraus die obige Behauptung folgt. Es geht dieselbe auch schon daraus hervor, dafs, wenn 
eine Asymptote eine osculirende sein soll, die Linie S ihr parallel sein mufs, diese Linie aber 
so lange zweien Asymptoten zugleich nicht parallel sein kaiffa, als sie nicht unendlich weit 
ruckt; dann aber ist sie als jeder gegebenen geraden Linie parallel anzusehen. Auf diese 

Weise 



§. 2. Geometrische Deatong der Terschiedenen Fälle etc. 137 

Weise schliefst sich auch gebmetrisch der in Rede stehende Fall dem vorigen, als ein un- 
tergeordneter, an *)• . 

171. Die verschiedene Ordnung der AnnSherang der Carven dritter Ordnung L, von 
der mr, mit Eoler, ein Eintheilungs-Princip derselben in Arten hemehmenwerden, bringt 
xugleich eine verschiedene Lage der unendlichen Zweige der Curve gegen ihre Asympto- 
ten mit sich. 

Wir können offenbar, in dem allgemeinen Falle, auf zwei Zweigen einer Curve drit- 
ter Ordnung, welche sich nach entgegengesetzter Richtung derselben Asymptote nähern, 
zwei Puncte so weit entfernt annehmen, dafs die beiden andern Asymptoten und die Linie 
S zwischen ihnen hindurchgehen* Dann mufs aber, nach den Betrachtungen der 165. Num- 
mer, nothwendig auch die erstgenannte Asymptote zwischen den beiden Puncten hindurch- 
gehen. Hieraus ist ersichtlich, dafs, im Allgemeinen, zwei Zweige der Curve auf den bei- 
den entgegengesetzten Seiten )eder der drei Asymptoten sich hinziehen. 

In dem zweiten untergeordneten Falle hingegen, in welchem die Linie S einer Asym- 
ptote parallel ist, können wir zwei Puncte auf den beiden dieser Asymptote sich annähern- 
den Zweigen der Curve, so weit und der Asjnoptote so nah annehmen, daCs zwischen ih- 
nen die beiden übrigen Asymptoten hindurchgehen, nicht aber die Linie S. Hiemach er- 
gibt sich aus den Betrachtungen der eben abgeführten Nummer, dafs auch die erstgenannte 
Asymptote nicht zwischen diesen beiden Puncten hindurchgehen kann, und also die bei- 
den unendlichen Zweige der Curve auf derselben Seite an dieser Asymptote, die eine 
osculirendc ist, nach entgegengesetzten Richtungen sicH hinziehen. 

Aus derselben Schlnfsweise folgt, dafs in dem dritten, dem vorigen wiederum unter- 
geordneten, Falle, wo die Linie S unendlich 'weit liegt, jeder der drei, osculirenden, Asym- 
ptoten auf derselben Seite zwei unendliche Zweige sich annähern. — 

Wir können auch die eben angewandten Betrachtungsweisen in eine mehr analytische 
Form einkleiden, und uns auf die Gleichungen (4), (6) und (7) zurückbeziehen. Denn 
auf solche zwei Puncte bezogen^ die sich in entgegengesetztem Sinne nach der Richtung 
irgend einer fjegebeuen geraden Linie P immer weit.er entfernen, erhält offenbar jede ganze 
und lineare Function, wie q, r, u. s. w., der eine gerade Linie entspricht, die der letztge- 



*) Wean Ytir in der Glelchang: 

ly-^f'x-f-c aa 0, 
in der j ond x gewöhnliche Panllel-Coordinaten, oder auch lineare nnd ganze Fonctionen derselben be- 
deuten, wlbrend e immer denselben Werth beibehllt, den beiden Gonstanten c nnd t' allmiUig immer 
kleinere Werlbe beilegen, so entfernt sich die, durch diese Gleichung dargestellte, gerade Linie immer 
weiter, sie liegt unendlich weit, wenn t und t beide, zugleich ▼erschwinden. Wir kSnnen also sagen, 
daJs die Gleichung: 

c SS 0, 
wenn wir uns dieselbe als durch das Verschwinden zweier Constanten aus der allgemeinen Gleichong 
des ersten Grades zwischen solchen Coordlnaten, . j nnd z, die tSir nicht unendlich weit entfernt liegende 
Puncte immer endliche Werthe behalten, entstanden denken, eine unendlich weit entfernt liegende 
gerade Linie darstelle. So lange wir nicht voraussetzen, dafs, wlbrend die beiden Grölsen £ und i' 
immer mehr abnehmen, zwischen denselben eine bestimmte Abhingigkeit Statt finde, so lange ist die 

GHinze des Ausdrucks — eine ganz onbestimmte, und kann also auf jede beliebige Richtung bezogen 

werden. Eine unendlich weit entfernte gerade Linie ist also, wenn mcbt besondere Bestimmungen hin- 
zutreten, als mit jeder gegebenen geraden Linie, gleichviel ob diese reell oder imaginSr ist, parallel an* 
' zusehen. 

18 
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Bannten nicht parallel ist, Werthe von entg^eogesetzteni Zeichen. Die Glaiteng (4) 
gibt .also in Beziehung auf solche Puncte fQr p einen Ausdruck mit doppdtem 7^HifTf, nicht 
aber die Gleichung (6) nnd nicht die erste der Gleichungen (7). 

172. Ich habe zuerst in meinen „analjtisdi- geometrischen Entmcklungen^ *) gezeigt 
wie sich der Grad der Annäherung irg.end einer CurFe an ihre Asymptoten 
bestimmen und messen Iftfst. Die verschiedenen Ordnungen des Contactes zweier 
Curven bestehen nemlich auch dann noch, wenn die gemeinschaftliche Tangente im BerQK* 
mngspuDcte in eine gemeinschaftliche Asymptote tibergeht und der Berührangsponct selbst 
also unendlich weit sich entfernt. Wenn daher irgend eine Gurre gegeben i^t, die eine 
reelle Asymptote hat, so können wir unendlich viele Hyperbeln bestimmen, welche die- 
selbe Asymptote und auf derselben mit der gegebenen Corve, und also audi unter einan* 
der, in unendlicher Eutfernung einen dreipunctigen Contact haben. Diese Hjrperbeln ge* 
niefsen (vergleiche den eben angeführten Ort) einer merkwürdigen Eigen (hümlichkeit. In 
jeder Hyperbel bestimmen bekanntlich die beiden Asymptoten und eine beliebige Tangente 
ein Dreieck, dessen Inhalt für alle Lagen dieser Tangente constant ist: es bleibt dieser 
Inhalt auch- -dann noch constant, wenn wir von einer der sich oscutirenden Hyperbeln za 
einer -apdern übergehen. Diesen constanten Inhalt können wir daher als das Maafs der 
Annäherung dieser Hyperbeln und also auch der gegebenen Curve an die 
gemeinschaftliche Asymptote, als das Maafs der Krümmung in immer zu- 
nehmender Entfernung betrachten. Dieses MaaCs der Annäherung ist aUo für ver- 
schiedene Hyperbeln mit gemeinschaftlichen Asymptoten, wenn wir dieselben dorch fot 
gende Gleichung: 

pq+X = 0, (1) 

in der i. eine unbestimmte Constante bedeutet, darstellen, dem jedesmaligen Werthe die» 
ser^ Constanten proportional. Es wird, zugleich mit dieser Constanten, wenn die Hypeibel 
in ein System von zwei geraden Linien ausartet, gleich Null. Die Bestimmung des nume- 
rischen Werthes dieses Maafses setzt eine nähere Bestimmung der ganzen und linearen 
Functionen p und q voraus. 

173. Nachdem diese Begriffe festgestellt worden sind, wollen wir in einige nähere 
Erörterungen über die Annäherung der Curven dritter Ordnung an ihre Asymptoten ein- 
gehen. Eine Hyperbel, welche eine solche Curve auf einer ihrer Asymptoten in unendli- 
cher Entfernung oscuiirt, und also diese Asymptote zu ihrer eigenen hat, kann aufserdem 
irgend eine gegebene gerade Linie zu ihrer zweiten Asymptote haben. Wir können also 
für die osculirende Hyperbel eine solche nehmen, welche zugleich zwei Asymptoten der 

.Curve zu ihrer eigenen hat. Ist hiemach: 

pqr+/is = 0, L 

die Gleichung irgend einer Curve dritter Ordnung, so können wir: 

pq+i = 0, (1) 

I&r die Gleichung einer Hyperbel nehmen, welche, wenn wir X gehörig bestimmen, jene Carve 
sowohl auf der Asymptote P als auf der Asymptote Q osculirt. Von den sechs Puncten, 
in welchen die Hyperbel (1), wenn wir A unbestimmt lassen, die Curve dritter Ordnung 
schneidet, liegen zweimal zwei auf den beiden gemeinschaftlichen Asymptoten nnendlidi 
weit, und nur zwei derselben liegen, im Allgemeinen, in ^dlicher Entfernung. Diese bei- 
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den DorchficIiiultspiiDete lasseii tick aaf die leicbteste Weise bestimmen. Wir erhalten 
nemlich aus den vorstehenden beiden Gleicbongeif sogleich die folgende: 

Ar-^ = 0, (2) 

welche, da sie nnr Toini ersten Grade ist, eine gerade Linie darstellt Die gerade Linie 
schneidet die Hyperbel in den beiden fraglichen Dorchschnittspuncten. Soll nun aber die 
Curve TOD der Hyperbel auf der Asymptote P osculirt werden, so mufs von diesen bei- 
den Dorchschnittspancten einer sich mit den beiden unendlich weit entfernten Durch- 
scbnittspunctcn auf derselben Asymptote vereinigen, das heifstj, es mufs die gerade Linie 
(2) mit eben dieser Asymptote parallel sein. Soll hingegen die Curve von der Hyperbel auf 
der andern Asymptote Q osculirt werden, so mufs die gerade Linie (2) mit dieser andern 
Asymptote parallel sein. Durch schickliche Bestimmung der unbestimmten Constanten X 
können wir,, im Allgemeinen, nach einander beide Bedingungen erfüllen. 

Da die Gleidiung (2), wenn wir dieselbe durch fjt dividiren, nur den Quotienten x vdn 
l in fi und nicht mehr diese beiden Constanten selbst enthält, so ist klar, da(s, wenn wir» 
nach einander, für fi verschiedene Werthe annehmen, mit diesen die verschiedenen resul* 
tirenden Werthe der Constanten x in gleichem Verhältnisse stehen. In demselben Verhält- 
nisse als fi , wächst also auch das Maafs der Annäherung der Curven an ihre beiden Asym- 
ptoten P und Q, und mithin auch an ihre dritte Asymptote R* Also: 

Wenn wir nach einander alle möglichen Curven .dritter Ordnung be- 
trachten, welche dieselben drei Asymptoten haben, und diese auf dersel« 
ben geraden Linie schneiden und durch die Gleichung: 

pqr+^ == 0, 
in d^r alsdann p, q, r und s vier gegebene lineare und ganze Functionen 
bedeuten, darstellen, so ist die Annäherung dieser Curven an ihre Asym- 
ptoten dem Werthe der Constanten fi proportional. 

174. Wenn wir r und s als Functionen von p und q betrachten, so können wir die 
Gleichung (2) auf folgende Weise schreiben: 

A(p+aq+b) — /ü'Cp+cq+d) = 0, (3) 

wobei fi! alsdann eine Constante bedeutet, die von fA. und der particulären Functionen-Be-. 
Stimmung abhängt, und durch die Constanlen a und b, c und d die Lage der beiden ge- 
raden Linien R und S in Beziehung auf P und Q gegeben ist Zur Bestimmung desjeni- 
gen Werthes von A, bei welchem die vorstehende Gleichung (3) eine, der Asymptote Q 
parallele, gerade Linie darstdlt, und den wir durch A, unterscheiden wollen, erhalten wir 
die Gleichung: 

A, = ^', (4) 

and zur Bestimmung desjenigen Werthes dieser Constanten, der dem -Falle entspricht, dafii 
die gerade Linie (3) der andern Asymptote parallel ist, und den wir zur Unterscheidung 
If nennen wollen, die folgende Gleichung: 

aV= «¥*'• (5) 

Dividiren wir die beiden vorstehenden Gleichungen in einander, am fi' zu eliminiren, so 

kommt: 

if = r w 

Wenn wir das Blaafs fOr die swieCscbe'Ann&heraDg der Curve an Are beiden Asympto^ 
ten P and Q durdi Ap vmd A« bezeichnen, so sind dfese AaadrQcke mit A, und X^ propor- 
tional (173). HSemach drückt also der erste Theil der letxten Gleichung das Verhältnifs 

18* 
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der AnnSherung an die beiden eben genannten Asymptoten ans. Um den zweitoi Theä 
flg. 3. dieser Gleichung geometrisch darzustellen, wollen .wir ans sogleich auf die 3. Figar be- 
ziehen, in der die Benennungen der analytischen Bezeichnung entsprechen» und eifaalten 
alsdann, ohne daEs irgend eine nähere Functionen^Bestimmung nöthig wSre: 

c _ ^'iiSP|P . *mRO|P _ OjQ, . 0,0^ 
a ~ «mSQiQ ' «mROQ ~ O^Pi * 0,0/ 
Hiernach gelangen wir zu der Proportion: 

A .A -2i2i.o?o 

an deren Stelle wir auch die nachstehende Gleichung setzen kOnnen: 

0,0,^^—0,0^- ^^^ 

Als Folge der Symmetrie in der Bezeichnung gehen, wenn Ar das Maafs der AnnSherang 
der Curve an die dritte Asymptote bedeutet, aus der letzten Gleichung sogleich die fol- 
genden beiden hervor: 

Wir können also auf diese Weise das Yerhftltnifs der Annfthernng ei- 
ner Curve dritter Ordnung an ihre Asymptoten unmittelbar bestimmen, 
wenn diese Asymptoten und die Linie S gegeben sind. 

beiläufig füge ich noch die Bemerkung hinzu, dafs die letzten drei Gleichungen als 
Folge der Relation: . 

0,P| . OQ, . 0,R, _ 
0,Qi.0Ri.0iPi — • 
die sich unmittelbar aus der Theorie der Transversalen ergibt (65), zugleich Stattfinden. 

175. Wenn dieCurve einp o-sculirende Asymptote hat, sohlst dasMaafs 
ihrer Annäherung an diese Asymptote gleich Null. Es ist dieb von vorne 
herein klar, und folgt auch unmittelbar daraus, dafs, nach der Gleichung (5), Ap und mit- 
hin auch Ap verschwindet, wenn c = 0, das hcifst, wenn die Linie S der Asymptote pa- 
rallel und diese Asymptote also eine osculirende ist« 

Wenn die Curve eine osculirende Asymptote hat, so ist ferner das 
Maafs ihrer Annäherung an eine ihrer beiden übrigen Asymptoten dem 
Maafse ihrer Annäherung an die andere derselben gleich. Denn es ist nadi 
der Gleichung (6) Ap = A, und also Ap^ = A«» wenn c = a, das hcifst, wenn die Linie 
S der Asymptote R parallel und diese Asymptote also eine osculirende ist. Hieraus folgt 
zugleich, dafs es in diesem Falle eine solche Hyperbel gibt', welche die beiden Asympto- 
ten P und Q auch zu den ihrigen hat und, zugleich auf beiden .diesen Asymptoten, die 
Curve dritter Ordnung dreipunctig osculirt. • 

176« Um das absolute Maafs der Annäherung der Curv'en dritter Ordnung an 
jede ihrer drei Asymptoten zu bestimmen, wollen wir von der Voraussetzung ausgehen, 
dafs p, q, r und s solche Functionen bedeuten, welche kürzeste Abstände von den bezfigli- 
eben geraden Linie darstellen. Wir wollen femer die drei, den Asymptoten P, Q und R 
in dem von denselben gebildeten Dreiecke beztiglich gegenfiberliegenden Winkel durch a, 
ß und Y, und die Winkel an den Durchschnitten derselben drei Asymptoten mit der Linie 
S durch a\ ß und y bezeichnen. (Diese drei letzten Winkel brauchen wir von ihren Ne» 
ben winkeln hier nicht zu unterscheiden.) Alsdann ist das Maais der Annäherobg der durch 



§. 2. Geometrische Deutung der verschiedenen Fälle etc« 141 

die Gleichong (1) dargestellten Hjperbel an ihre Asymptoten, oder, was dasselbe keils^ 
das von dem Winkel dieser Asymptote durch eine beliebige Tangente der Hyperbel ab« 

geschnittene Dreieck gleich dem Aasdrucke: : — • Wenn femer: 

r ^ ?(p+aq+b), s ^ <y(p+cq+d), 

der Voninssetznng nach, so wie p und q, Perpendikel auf die bezüglichen geraden Linien, 
darstellen sollen, so erhalten wir sogleich: 

und ako an die Stelle der ursprilnglichen Gleichung I. die folgende: 

Pq(P + aq+b)+^??^(p + cq + d) = 0. (9) 

#tJf cv 

Nach der Gleichung (4) ist hiemach: 

^ ^ '^ sma 
und endlich also: 

A, = -2^. /^y . (10) 

Durch blofse Buchstaben -Yertauschung finden wir, zur Bestimmung des Maafses der Annä- 
herung der Curve an ihre beiden andern Asymptoten P und R, die nachstehenden Glei- 
chungen: 

/^ rs —2fi. . , Ar=— 2f*.-T ^. (11) 

Wenn statt des Coefficienten fi irgend ein Punct der Curve I. gegeben ist, so kön- 
nen wir auch durch die Vermittelung dieses Punctes die vorstehenden Ausdrücke construi- 
ren. Ziehen wir zu diesem Ende durch den gegebenen Punct M eine gerade Linie, welche 
etwa der Asymptote Q parallel ist, und bezeichnen ihre Durchschnitte mit den beiden an- 
dern Asymptoten P und R und der Linie S durch P,, R, und S^, so kommt, wenn wir 
für fi seinen Ausdrack aus I. subslituiren und die Functionen p, q, r und s auf den ge- 
gebenen Punct beziehen: 

A, = -2q. P-^'*;»^ :^-2q.^g^. . (12) 

177. Wir wollen die Untersuchungen noch weiter ausdehnen, imd uns die Aufgabe 
stellen, diejenige Hyperbel zu bestimmen, welche mit der Curve dritter Ordnung auf jeder 
ihrer Asymptoten in unendlicher Entfernung einen Contact der höchßten Ordnung bat, oder, 
mit andern Worten, diejenige Hyperbel zu bestimmen, welche den Lauf der beiden an 
Jeder Asymptote sich immer weiter hinziehenden unendlichen Zweige der Curve genauer 
darstellt als jede andere. Es gibt noch unendlich viele Hyperbeln, welche mit einer ge- 



*) (^h) bedeutet nemlich, nach der ersten der beiden identischen Gleicbongen des Textes, des vom Poncte 
O, dem Darchschnitte der beiden Aeymptot^n Q nnd R, fSr welchen r ss and q sa (^ anf die Asym- 
ptote P gefällte Peqiendlkel. Bezeichnen wir ferner das vom Poncte Q,, dem Darchschnitte der beiden 
Asymptoten P nnd Q, für welchen p ss nnd q ==: 0, snf die Asymptote R gefUIte Perpendikel darcb 
ri, so gibt dieselbe Gleichung: ' r| ^ — ^b, 

md mitbm ist: 



Ti itnn 



b nny* 

woraus der Werth f&r o darch Bachstaben -Vertanschong sich anmittelbar ergibt 
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gebenen- Corre auf einer gegebenen Asjaptole in unendlicher Entfernung einen vier- 
pnnctigen Contact haben, und ich habe schon in meinen «yanalytiscb-geoinelriachen Enl- 
Yricklungen" *) gezeigt, dafs alle solche Hyperbeln einen gemeinschaftlichen 
Mittelpunct besitzen. So me sich aber durch iilnf Puncte nie mehr als eine einzige 
Hjperbel legen läfst, so gibt es audi nur eine einzige Hjperbel, welche mit der gegebe- 
nen Curve einen ffinfpuncligen Contact hat, tob dem wir hier ▼oraoMetzcn, dafs er 
in unendlicher EntfemuDg Statt findet. Dieser Contact kann nur in dem Falle , daCs die 
bezügliche Asymptote eine osculirende ist, in einen sechspunctigen sich verwandeln. In 
dem Falle einer osculirenden Asymptote aber artet die fragliche Hyperbel, schon fDr einm 
dreipunctigen Contact, in ein System von zwei geraden Linien ans. Diese beiden gera- 
den Linien sind parallel für einen vierpunctigen Contact, und wenn sie (in. die Asynqitote) 
zusammenfallen, geht der vierpunctige Contact unmittelbar in einen sechspunctigen (Über. 
Wir können also in dem Nachstehenden die osculirenden Asymptoten nnberiflirt lassen. 
178. Für die Gleichung irgend einer Hyperbel, welche ipit der durch die Gleichung: 

pqr+/is = 0, I. 

dargestellten Curve dritter Ordnung die gerade Linie Q zur gemeinschaftlidien Asymptote 
bat, erbalten wir folgende Form: 

qt-^^ = 0, - (1) 

in der t irgend eine neue lineare und ganze Function, und X irgend eine neue Constante 
bedeutet. Wenn wir q zwischen den beiden vorstehenden Gleichungen eliminiren, so er- 
gibt sich: 

Apr— /ist = a (2) 

Diese Gleichung stellt eine solche Curve zweiter Ordnung dar, welche durch diejenigen 
vier Durchschnittspuncte der Curve dritter Ordnung L und der Hyperbel (1) geht, welche, 
im Allgemeinen, nicht unendlich weit liegen. Um auszudrücken, dafs die beiden letztge- 
nannten Curven L und (1) auf der beiden gemeinsamen Asymptote Q einen dreipuncti- 
gen Contact haben, brauchen wir also blofs die Bedingung hinzustellen, dafs auch die 
Curve (2) eine Hyperbel sei, und eine Asymptote habe, welche mit der Asymptote Q 
parallel ist; damit einer der oben erwähnten vier Durchschnittspuncte nach der Richtung 
dieser Asymptote unendlith weit liege, und also auf derselben mit x den beiden unendlich weit 
entfernten Durcbschnittspuncten der gegebenen Curve dritter Ordnung und der Hyperbel 
(1) sich vereinige. Um endlieh .auszudrücken, dafs der Contact eben dieser beiden Cur- 
ven in unendlicher Enffernung ein vierpunctiger sei, reicht es hin, auszudrücken, dafs 
die gerade Linie Q auch eine gemeinsame Asymptote der beiden Curven (1) und (2) sei. 
In dem ersten dieser beiden Fälle müssen wir hiernach nach der Bedingung fragil, unter 
welcher die Gleichung (2) folgende Form: 

(q+x)w+i/ = 0, (3) 

und in dem zweiten, pach derjenigen, unter welcher dieselbe Gleichung die Form: 

qw+v=:0^ (4) 

annimmt, wobei wir durch w irgend eine neue lineare Function und durch x und n irgend 
zwei unbestimmte Constanten darstellen. Ohne dafs, um hierbin zu gelangen, eine abso- 
lute Functionen -Bestimmung erforderlich wäre, ist es hinreichend, dafs wir festsetzen, wie 
von irgend zwei beliebigen der, in den Gleichungen L und (2) vorkommenden» Functio- 
nen, die übrigen abhängen. Wenn wir, zu diesem Ende, 
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r = p(pHh«q+b), a s <pHhcq+d), t B cCp-t-gq-Hh), 

cmd der Kürze halber» 

setzen, so Terwandelt bicIi die Glekhiuig (2) in die folgende: 

Ap(p4-aq+b)— iMi(p+cq+d)(p-f-gq+h). (5) 

Soll diese Gleichung die Form (3) annehmen können» so mufs ans derselben p' ver<- 
sdiwüideni wonach 

i = iUi; (6) 

soU dieselbe (Meichang die Form (4) annehmen können, so mttssen anfserdem auch noch 
alle diejenigen Glieder ausfallen, welche p in der ersten Potenz und nicht zugleich q ent- 
halten. Dieb gibt uns neben der Torstehenden Bedingungs- Gleichung und mit Berücksich* 
tigong derselben auch noch die folgende: 

b = d+h. - (7) 

Die Deutung der Gleichung (6) fQhrt zu den Resultaten der vorstehenden Nummern zu- 
rflck. Die letzte Gleichung zeigt zunächst, was wir in der Torigen Nummer schon Yoraüs- 
geschickt haben, dafs solche Hyperbeln, welche die Curve I. auf der Asymptote Q in un- 
endlicher Entfernmig vierpunctig osculiren, alle denselben Mittelpunct haben. Denn die 
Lage dieses Mittelpunctes, des Durchschnittes der Asymptote Q mit der geraden Linie T' 
deren Gleidiung: 

p-*-gq+b = o, 

ist bestiüunt, wenn wir den Werth von h kennen, und dieser Werth ist durch die Glei- 
chung (7) gegeben. Ist in der 3. Figur Q, der zu construirende, auf der Asymptote Q 
liegende' Mittelpunct, und sind O,^ O und Qi diejenigen drei Puncte, in welchen idieselba 
Asymptote von den Asymptoten P, R und der Linie S geschnitten wird, so heitst die 
Gleichung (7), dab 

0,Q3 == — OQ» oder OQ, = -O^Qx. 
Bezeichnen ym femer die gemeinschaftlichen Blittelpuncte aller solcher Hyperbeln, 
welche die Curve L, statt auf der Asymptote Q, auf jeder der beiden andern -Asymptoten 
auf gleiche "Weise Tierpunctig osculiren, durch P, und R,, so erhalten wir bei der Sym- 
metrie der Curve, in Beziehung auf ihre Asymptoten, udratttelbar auch: 

OjPa = — O^Pj , oder O^Pa = — O^Pi , 

ORa == — OiRi, » OiRa ==s — ORi. 
))a die drei Puncte Pi,,Qi und R| in gerader Linie liegen, so ist nadi der Theorie der 
Transversalen 

OfPi > OQi > 0|Ri ^ , 
0,Qi . OR, . 0,P, = - ^• 

Diesen Ausdruck können wir nach den sechs vorhergehenden Gleichungen sogleich in den 
folgenden umformen: 

0«P» ■ O.Q3 > OR« _ . 

OiQa. ORa.OPa " *' 

und dieser sagt aus, dafe auch die drei Puncte Pa , Qa und Ra auf einer und derselben ge- 
raden Linie liegoi. Diese gerade Liiye hSngt auf keine Weise von der Constanten {i ab, 
sondern, nachdem die dri^i Asymptoten P, Q und R gegeben sind, einzig und allein von 
der Linie S, zu welcher sie Überdiets in einer, durch diese Asymptoten vermittelten, durch- 
aus gegenseitigen, geometrischen Beziehung stdht* 
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Die gemeinsamen drei Mittelpuncte derjenigen drei Qruppen von Hy- 
perbeln, welche mit einer gegebenen Cnrye dritter Ordnung auf den drei 
Asymptoten in unendlicher Entfernung einen vierpunctigen Contact ha- 
ben, liegen auf diesen Asymptoten in gerader Linie^ und diese gerade Li- 
nie bleibt dieselbe für alle andere Curven dritter Ordnung, welche die- 
selben Asymptoten als die gegebenen haben, und diese in denselben 
Pnncten schneiden. 

Zugleich ersehen wir aus dem vorstehenden Satze, dafs, wenn die Linie S insb^ison- 
dere durch den Durchschnitt zweier der drei Asymptoten geht, die drei in Rede stehenden 
Mittelpuncte auf der dritten Asymptote liegen, und zwar so, dafs, wenn etwa die Linie S 
durch den Punct O, den Durchschnitt der beiden Asymptoten Q und B, geht, der gemein- 
same Mittelpunct aller Hyperbeln, welche die Curve dritter Ordnung auf der Asymptote 
Q vierpuDctig osculiren, in O^, und der gemeinsame Mittelpunct aller Hjrperbeln, deren 
▼ierpunctigcr Contact mit der Curve auf der Asymptote R Statt findet, in 0| fWt. Also, 
auch in diesem Falle nur, kann es eine solche Hyperbel geben, welche zugleich zwei 
Asymptoten der Curve dritter Ordnung zu den ihrigen und auf einer derselben mit der 
Curve einen vierpunctigeii Contact bat. Und zwar gibt es alsdann immer zwei solcher 
Hyperbeln; der vierpunctige Contact kann auf jeder derjenigen beiden Asymptoten der 
Curve, durch deren Durchschnitt die Linie S geht. Statt finden, und die dritte Asymptote 
der Curve ist beide Male die zweite der Hyperbel. 

179. Alle die unendlich vielen Hyperbeln, welche die Curve L auf der Asymptote 
Q in unendlicher Entfernung vierpunctig osculiren, haben, auCser dieser Asymptote, die 
.sie mit der Curve gemein haben, noch eine zweite Asymptote T, für welche wir irgend 
eine gerade Linie, die durch den in der vorigen Nummer bestimmten Punct Q, geht, be- 
liebig annehmen können. Denn die Richtung derselben kann jede beliebige sein, weil die 
Constante g, von welcher dieselbe abhängt, bei der in Rede stehenden Art und Ordnung 
des Contactes, durchaus keiner Bedingung unterworfen ist. Aber es gibt eine einzige und 
vollkommen bestimmte Lage der Asymptote T, für welche die Osculation in unendlicher 
Entfernung bis zu einer fünfpunctigen ansteigt. Doch- diese Lage der Asymptote T hängt 
nicht, wie die Lage des Mittelpunctes Q^; blofs von den drei Asymptoten P, Q und R 
und der Linie S, sondern zugleich auch von dem Werthe der Constanten, ft ab. 

Wenn eine gegebene Curve dritter Ordqung mit der Hyperbel (1) auf . ihrer Asym- 
ptote Q in unendlicher Entfernung einen fünfpupctigen Contact haben soll, so mufs 
diese Hyperbel mit der Hyperbel (2) auf derselben Asymptote einen dreipunctigen Con- 
tact haben. Die Gleichungen dieser beiden Hyperbeln können wir, nach dem Vorste- 
henden und mit Berücksichtigung der beiden Bedingungs- Gleichungen (6) und (7), auf 
folgende Weise schreiben: ' 

^qfp+gq+h}+A = 0, 

q{(a — c — g)p— cgq— (ch+gd)J— dh = 0, 

wodurch in Evidenz tritt, daCs diese Hyperbeln die Linie Q zur gemeinschaftlichen Asym- 
ptote haben. Eliminiren wir den Factor q, der in den beiden ersten Gliedern der beiden 
vorstehenden Gleichungen vorkommt, so ergibt sich: 

Tdh|p+gq+h}+i{(a — c— tg)B— cgq— (ch+gd)} = 0. 

Diese Gleichung, welche auf den ersten Grad sich reducirt hat, stellt diejenige gerade Li- 
nie dar, welche durch die beiden, im Allgemeinen, nicht in unendlicher Entfernung liegen- 
den Durchschnitts -Puncte der Curve und der fraglichen Hyperbeln gehen. Um also aus- 

zu- 
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ndrncken, dafs diese sich aaf ihrer gemeinschafUichen Asymptote Q dreipuDctig oscalil'eDy 
ist es hinreichend, die Bedingung hinzustellen, dals jene gerade Linie dieser Asymptote 
parallel sei. Für diese Bedingung ergibt sich auf der Stelle: 

Tdh+A(a — d— g) = 0, 
oder, wenn wir für h und k die oben gefundenen Werthe substituiren, 

d(b — d)+^(a— c — g) = 0. 

Wenn wir insbesondere wiederum wie in der 176. Nummer den vier linearen Functio- 
nen p, q, r und s in der Gleichung I. die Bedeutung kürzester Abstände Ton den be- 
züglichen geraden Linien geben, so stellt ( — g) den Quotienten der Sinus derjenigen bei- 
den 'Winkel dar, welche die zu bestimmende Asymptote T mit den beiden Asymptoten P 
und Q bildet, und wir erhalten, indem wir für a und q ihre Werthe einsetzen: 

nnct ^ 

l&k Wir wollen uns nun zu dem zweiten Falle wenden, dafs zwei der drei 
Functionen in dem ersten Gliede der allgemeinen Gleichung: 

pqr+^ = 0, I. 

imaginär sind und, dem entsprechend: 

q = i+YfV^y T = t— wV— 1, 

setzen. Alsdann können wir in der vorstehenden allgemeinen Gleichung, statt der beiden 
imaginären Functionen q und r, die beiden reellen, ganzen und linearen Functionen t und 
w, und an deren Stelle wiederum, zum Behuf einer gröfsem Allgemeinheit, zwei neue 
solche Functionen u und r einführen, welche mit den beiden zuletzt genannten durch die 
nachstehenden Gleichungen, in denen a eine willkühr liehe Constante bedeutet, verbunden 
sind: t = u+av, w s=: v — cm. 

Alsdann erhalten wir: 

qr = (H-a^)(u^+v^), 

wonach die ursprüngliche Gleichung I., indem wir zugleich, der Kürze halber, 

setzen, in die folgende übergeht: 

p(u«+v*)+^'s = 0, (1) 

Der Durchschnitt der beiden Asymptoten Q und R bleibt auch dann ein reeller Punct, 

wenn diese Asymptoten selbst imaginär werden. In diesem Falle können wir denselben 

durch folgende Gleichung: 

qr =E (l + «*)(u'»+v*) = 0, 

darstellen, durch dieselbe Gleichung, welche, in dem ersten allgemeinen Falle, das Sy- 
stem der beiden Asymptoten ausdrückt; und unter diesem Gesichtspuncte aufgefafst, ersetzt 
er vollständig l)ei der geometrischen Bestimmung der Curven dritter Ordnung jene beiden 
reellen Asymptoten des frühern Falles. So wie zwei solche Asymptoten als eine Gränze 
für Hyperbeln gelten können, so ist dieser Punct alsdann als eine Ellipse anzusehen, deren 
Dimensionen immer abgenommen, während ihre Durchi][iesser, bis zum Verschwinden, dieselbe 
Lage und dasselbe Yerhältnifs zu einander beibehalten haben, als diejenige Ellipse hat, 
welche, bei einer willkührlichen Annahme der Constanten y^ durch folgende Gleichungen: 

qr = y', oder u*+v* = y*, 
dargestellt wird, und von der wir, mit analytischer Consequenz, wie von der entsprecheii- 
den Hyperbel in dem Falle dreier reellen Asymptoten, sagen können, dafs sie mit der 

19 
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Curre dritter Ordnung, in onendlicher Entfemimg, einen (inaginireB) doppeltes Contaet 
habe. Um lästiger Umschreibungen tiberhoben xa sein, wollen wir den, nnter diesem 6e- 
sichtspuncte betrachteten, reellen Durchschoittspnnct der beiden imaginären Asymptoten den 
Asjmptotenpunct der Curve dritter Ordnung nennen. Hiemach können wir also 
auch von den beiden Axen und den zugeordneten Durchmessern des Asjmptotenpunctes 
sprechen. Und zwar stellen die beiden Gleichungen 

u = 0, V = 0, 

wenn wir für a nach einander alle möglichen Werthe annehmen, alle möglichen Paare 
solcher zugeordneten Durchmesser dar. Um ein besonderes dieser Paare auszuzeichnoi, 
müssen wir eine nähere Functionen -Bestimmung machen. Wir wollen einer solchen Be- 
stimmung, da wo sie überhaupt nothwendig ist, in der Folge vorzugsweise die identische 
Bedingungs - Gleichung: 

p+q+r = /9, 
zu Grunde legen. Diese Gleichung gibt für den vorliegenden Fall (43): 

p-/? = -(q+r) = -2(u+av) = —2t, 
woraus ersichtlich ist, dafs die durch die Gleichung: 

t'=0, 
dargestellte gerade Linie der reellen Asymptote P parallel ist. Diese gerade Linie ist aber 
einer derjenigen beiden zugeordneten Durchmesser des Asymptotenpunctes, welche der An- 
nahme a s= (oder a = od) entsprechen. 

Die in dieser Nummer vorgenommene Umformung der Gleichung L findet ähnlidier 
Weise auch für den Fall Statt, dafs die beiden Functionen q und r reell sind (29). Wir 
gelangen alsdann zu der nachstehenden Gleichung: 

p(u^ — v*)+^ ^=0, 
welche an die Stelle der Gleichung ( 1. ) tritt. 

181. Der Satz, welcher die geometrische Deutung der Form der allgemtinen Glei- 
chung I. für den Fall dreier reeller Asymptoten ist, dafs nemlich eine Curve dritter Ord- 
nung ihre Asymptoten in solchen drei Puncten schneidet, die alle drei auf der geraden Li- 
nie S liegen, besteht natürlich auch für den vorliegenden zweiten Fall, nur mit dem Un- 
terschiede, dafs hier zwei der drei Durchscbnittspuncte der Linie S mit der Curve imagi- 
när sind. Diese Linie selbst bleibt hingegen überall da, wo diese beiden imaginären Durch- 
scbnittspuncte nicht unmittelbar und abgesondert in Betracht kommen, in derselben cha- 
racteristischen Beziehung zur Curve. Wir können dieselbe in jedem der beiden allgemei- 
'nen Fälle durch zwei reelle Puncte geometrisch bestimmen; einerseits durch ihren Durch- 
schnittspunct mit der einen, immer reell bleibenden, Asymptote der Curve, und, andrer- 
seits, durch die immer reelle Mitte ihrer beiden imaginären Durchscbnittspuncte mit der 
Curve, oder, was dasselbe heifst, mit den beiden imaginären Asymptoten derselben. Diese 
beiden imaginären Durchscbnittspuncte können wir ihrerseits durch die Linie S und eine 
derselben nicht begegnenden Curve zweiter Ordnung geometrisch bestimmen. Doch ich 
berühre hier diesen Gegenstand nicht weiter, weil wir, bei Gelegenheit der Constniction 
der Curven dritter Ordnung, auf denselben zurückkommen werden. 

182. In, dem zweiten allgemeinen Falle, der uns jetzt beschäftigt, ergeben sich Unter- 
scheidungen, welche denen des ersten Falles ganz analog sind. Die Linie S ist entweder 
eine ganz beliebige, oder sie ist der einzigen reellen Asymptote parallel, oder end- 
lich sie liegt unendlich weit. In dem ersten dieser drei Fälle ist die Asymptote P 
eine gewöhnliche, und nach der oben in Anwendung gebrachten Methode können wir leicht 
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das Maafs der Annähemog der Curve an dieselbe bestimmeD. In dem zweiten dieser 
drei Fälle parücolarisirt sich die Fonn der Gleichung (1), indem sie in die nachstehende 
fibergeht: 

p(a»+y«)+^(p+x) = 0, (2) 

wobei X irgend eine Constante bedeutet. Die Asymptote P ist alsdann eine osculirende. 
Dem dritten Falle endlich entspricht die noch mehr particularisirte Form: 

p(o»+v«)+^ = 0, (3) 

in der eine Constante an die Stelle der linearen Function s getreten ist. 

183. Ein Blick auf die Gleichung (1) zeigt , dafs, damit die Constante fi immer das« 
selbe Zeichen behalte, beim Uebergange von irgend einem Puncte der bezüglichen Curre 
zu irgend einem andern Werthe der Functionen p und s entweder beide ihr Zeichen be- 
halten, oder beide zugleich ihr Zeichen Sndern müssen. Die Curve kann sich hiemach 
blofs in einem einzigen der beiden Paare von Scheitelwinkeln, welche im Durchschnitte der 
beiden geraden Linien P und S gebildet werden, erstrecken. Es ziehen sich also auch die 
beiden unendlichen Zweige derselben auf den beiden Seiten nach entgegengesetzter Rich- 
tung an der Asymptote hin. 

In dem Falle, dafs die Linie S der Asymptote P parallel ist, mufs, damit fi sein Zei- 
chen nicht ändere, der Werth von p entweder immer innerhalb der Gränzen Null und 
(— x) bleiben, oder immer aufserhalb derselben Gränzen liegen. Die Curve ' erstreckt sich 
also entweder ganz zwischen den beiden Parallelen P und S, oder ganz außerhalb der« 
selben, so dafs sich- die Curve nothwendig also auch beide Male der Asymptote P nach 
entgegengesetzter Richtung auf einerlei Seite nähert. 

In dem Falle, dafs die Linie S unendlich weit Hegt, befindet sie sich ganz auf einer 
und derselben Seite ihrer einzigen, reellen und osculirenden, Asymptote. 

184. Die durch die allgemeine Gleichung I. dargestellten Curven dritter Ordnung 
theilen sich also nach dem Vorhergehenden in zwei grofse Abtheilungen; in der einen sind 
die Asymptoten alle drei reell, in der andern sind zwei derselben imaginär. In jeder der- 
selben gibt es eine untergeordnete Abtheilnng, in der eine der drei Asymptoten eine os- 
culirende ist, und die Curve deshalb blofs von acht Constanten abhängt; und in )eder 
dieser untergeordneten Abtheilungen gibt es wiederum eine neue Abstufung, dafs nemlidi 
die Linie S unendlich weit liegt, wonach die Curve nur noch von sieben Constanten ab» 
hängt. Die sechs, paarweise coordinirten, Fälle, welche sich hiemach ergeben, können wir 
durch folgende Gleichungen darstellen: 

p(u»=py»v»)+/is = 0, 

p(u^rpyV)+^p+x) = 0, 

p(u»=f:y*v«)4-|U = 0, 
wobei sich die pbem Vorzeichen auf die erste, die untern auf die zweite Haupt -Abthei- 
lung beziehen. 

185. Zwischen den beiden Haupt -Classen von Curven dritter Ordnung, mit denen 
wir uns bisher in diesem Paragraphen beschäftigt haben, bilden diejenigen Curven den 
Uebergang, welche durch die Gleichung: 

p(q*+^P)+f*8 = 0, II. 

dargestellt werden. VVir haben schon in einer frühern Nummer bemerkt, daCi hier die 
allgemeine Gleichung die Form: 

pqr+^ = 0, I. 

oder: 

19» 
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(9)+aV/+b)(9)-|-a'v;4-b')(y-*-aV+b'')-»-Ky+cV+d) = 0, 
deshalb nicht mehr annehmen kann, weil, bei der Constanten -Bestimmung, in zwei Facto- 
ren des ersten Gliedes dieser Form, diejenigen beiden Constanten (b' und b"), welche tod 
den beiden veränderlichen Gröfsen 9) und i// unabhängig sind, unendlich werden; das heiCs^ 
wenn wir geometrisch deuten, zwei Asymptoten Q und R sind, indem sie eine bestimmte 
durch a' und a" «engezeigte Richtung beibehalten haben, unendlich weit gerückt. Wir kön- 
nen in diesem Falle, um den Lauf der bezüglichen immer weiter sich erstreckenden Zweige 
annäherungsweise darzustellen, an die Stelle der beiden Asymptoten eine Parabel setzen, 
die eine Uebergangs-Cufve von Hyperbeln zu Ellipsen bt, und von der man, in dieser Be- 
ziehung, sagen kann, dafs ihre Asymptoten, auf gleiche Weise, wie die oben bezeichneten, 
den Uebergang vom Reellen zum Imaginären bildend, unendlich weit entfernt liegen, aber, 
obwohl unendlich weit entfernt, doch als den Durchmessern der Parabel parallel angese- 
hen werden müssen. 

186. Und die Gleichung IL zu befriedigen, können wir, nach einander, jede der fol- 
genden beiden Gleichungen 

P = 0, (1) 

q^+ip = 0, (2) 

bestehen lassen, und erhalten alsdann beide Male aus der Gleichung der Curve: 

8 = 0. (3) 

Die durch die Gleichung (1) dargestellte gerade Linie schneidet die Curve IL also nur 
in einem einzigen Poncte; die beiden andern Durchnittspuncte liegen unendlich weit. Die 
durch die Gleichung (2) dargestellte Curve ist eine Parabel, welche von der geraden Li- 
nie P in ihrem Durchschnitte mit der geraden Linie Q (derjenigen geraden Linie, deren 
Gleichung: q r= 0) berührt wird, und diese letztgenannte gerade Linie zu einem ihrer 
Durchmesser hat. Während, im Allgemeinen, eine Curve dritter Ordnung von einer Pa- 
rabel in sechs Puncten geschnitten wird, reducirt Ach in dem vorliegenden Falle die An- 
zahl der Durcbschnittspuncte der Curve IL und der Parabel (2) auf zwei. Jede solche 
Reduction findet aber nur in Folge davon Statt, dafs eine gewisse Anzahl von Durcb- 
schniltspuncten, hier also vier, unendlich weit gerückt sind. Man erhält auf diese Weise 
im Ganzen nur drei Durchschnittspuncte des Systems der geraden Linie (1) und der Pa- 
rabel (2) mit der Curve dritter Ordnung II. und diese drei Poncte, von denen die beiden 
letzten auch imaginär sein kOnnen, liegen auf der, durch die Gleichung (3) dargestellten, 
Linie S. 

Die gerade Linie P ist, wie in dem früher discutirten Falle der Gleichung L, eine 
Asymptote der Curve dritter Ordnung. Die durch die Gleichung (2) dargestellte Parabel 
ist als eine krummlinige Asymptote der Curve anzusehen. Es tritt uns auch hier- 
bei eine vollständige Analogie mit dem eben erwähnten allgemeinen Falle entgegen, dafs 
die Curve drei geradlinige Asymptoten hat. Wir kOnnen nemlich an die Stelle irgend 
zweier derselben eine solche Hyperbel setzen, zu welcher sie, wie zu der Curve dritter 
Ordnung, in der Beziehung von Asymptoten stehen. Alsdann spielt diese Hyperbel die 
Rolle einer hyperbolischen Asymptote, weil sie mit der Curve dritter Ordnung in 
unendlicher Entfernung einen doppelten Contact hat, und an derselben vier unendliche 
Zweige dieser letztem sich immer weiter hin erstrecken, wobei die Ordnung der AnnShe> 
rang dieselbe ist, als die Ordnung der Annäherung der Curve dritter Ordnung, oder auch 
der firaglichen Hyperbel selbst, an ihre beiden gemeinsamen Asymptoten. Der doppelte 
Contact in unendlicher Entfernung besteht auch dann, wenn, in dem Falle der Gleidiung 
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II. y an die Stelle der Hyperbel eine Parabel tritt; nur verlieren die beiden geradlinigen 
Asymptoten der erstem ihre geometrische Bedeutung bei der Bestimmung dieses Contactes. 
Sie rücken immer weiter und sind in der Gränzlage als zusammenfallend zu betrachten; 
ihre Richtung nähert sich, indem sie immer weiter rücken, einer bestimmten 'Gränze, der 
Richtung der Durchmesser der Parabel. So wie femer aber der eine Theil der hyperbo- 
lischen Asymptote nur dadurch in eine Parabel sich umwandelt, dafs der andere Theil 
derselben, indem er immer weiter rückt, verschwindet, so verliert die Curve dritter Ord- 
nung I., indem sie in eine Curve von der besondern Art, der die Gleichung II. entspricht, 
sich umwandelt, gleichfalls zwei ihrer unendlichen Zweige. Auch die beiden ihr noch 
bleibenden unendlichen Zweige verschwinden, und die Curve dritter Ordnung erhält wie» 
deram drei geradlinige Asymptoten, von denen aber zwei imaginär sind, wenn die Para- 
rabel in eine, diese Curve in Unendlicher Entfernung doppelt berührende, Ellipse übergeht. 
Der doppelte Contact auf der parabolischen Asymptote stellt sich ^ uns hiernach zugleich 
als eine vierpunctige Osculation dar, durch welche hindurch der reelle doppelte Contact 
in einen imaginären übergeht. 

Wir können also mit vollem Rechte sagen, dafs die durch die Gleichung II. darge- 
stellten Curven dritter Ordnung eine geradlinige Asymptote P und aufserdem eine 
parabolische Asymptote (2) haben. Doch, so wie zwei Paare unendlicher Zweige 
einer Curve dritter Ordnung von der allgemeinen Art unendlich viele hyperbolische Asym- 
ptoten haben, so hat auch eine und dieselbe Curve IL nicht blofs eine, sondern un- 
endlich viele parabolische Asymptoten. Ueker diesen Punct wollen wir in einige 
ausführlichere Erörterungen eingehen* 

187. Wenn wir an die Stelle der Gleichung II. die nachstehende von allgemeinerer 
Form setzen: p(q*+A'r)+^V = 0, (4) 

so steht zu der, durch diese Gleichung dargestellten, Curve dritter Ordnung diejenige Pa- 



rabel, deren Gleichung:. 



q'+A'r = 0, 



(5) 



ist, ganz in derselben Beziehung, als zu der Curve II. die Parabel (2). Die Curve (4) 
ist nemlich durch die parabolische Asymptote (5), durch die geradlinige Asymptote P, die 
Linie S' und den CoefQcicnten (J vollkommen bestimmt. Die Parabel (5) ihrerseits ist, 
nach der Form ihrer Gleichung, durch die beiden geraden Linien Q und R, von welcher 
die erste ein Durchmesser derselben upd die zweite die Tangente im Scheitel dieses Durch- 
messers ist, und den Coefficienten X bestimmt; diese Bestimmung kann aber auf unend- 
lichfache Art Statt finden, und zwar so, dafs die Tangente R jede beliebige Richtung ha- 
ben und insbesondere auch der, als gegeben betrachteten, Asymptote *P parallel angenom- 
men werden kann. Hiermit in Uebereinstimmung,. enthält die Gleichung (5) eine Con- 
stante mehr, als zur Bestimmung der bezüglichen Parabel nöthig ist; die überflüssige Con- 
stante verschwindet aber, wenn wir, der obigen geometrischen Beschränkung gemäCs, die 
Gleichung (5) auf nachstehende Weise particularisiren: 

q'+A(p+a) = 0. (6) 

Wir können also auch die Gleichung der Curven dritter Ordnung (4), unbeschadet der 
Allgemeinheit, unter der folgenden Form schreiben: 

p{q*+A(p+«)}+A*V=:D, (7) 

so dafs also^ bei schicklicher Constanten-Bestimmung, die Gleichungen (4) und (7) dieselbe 
Corve dritter Ordnung und die Gleichung (5) und (6) dieselbe Parabel darstellen. 

188. Der Gleichung (7) können wir, durch Einführung einer neuen, ganz willkfihrli- 
chen Constanten ci^ folgende Form geben: 



150 Dritter Abschn. Die Gnrven dritter Ordnung. 

P{q^+A(p+^)} +f*V+A(a-tf')p = 0, (8) 

und, wenn wir, der Kürze wegen, 

setzen, ergibt sich: 

p{q^+A(p+«)}+f*i«i = 0: 
eine Gleichung für dieselbe Curve dritter Ordnung und ganz von derselben Form* Aber 
an die Stelle der durch die Gleichungen (6) oder (5) dargestellten Parabel ist eine andere 
getreten, diejenige, deren Gleichung: 

q' + A(p + «') = 0, (10) 

ist. Da a* eine ganz willkührlich angenommene Constante bedeutet, können wir, nach ein- 
ander, durch die letzte Gleichung unendlich viele verschiedene Parabeln darstellen, welche 
alle zu der Curve dritter Ordnung genau in derselben Beziehung stehen. Und eben aus 
diesem Grunde reducirt sich die Anzahl der Constanten in der Gleichung (7) noch um 
Eins. Wir können nemlich a' von vorne herein bestimmen, das heifst, unter den unend- 
lich vielen parabolischen Asymptoten eine besondere hervorheben. Setzen wir a' = 0, so 
wählen wir diejenige, welche die geradlinige AsymptoteP der Curve dritter Ordnung be- 
rührt, und gelangen, indem wir 

^V+Aop = (Iß 

setzen, zu der Gleichung: 

pC<l^+^p)+i^ = 0, IL 

in der die Zahl der Constanten auf die nothwendige herabgesunken ist. 

189. Die Gleichung (10), die bei einer beliebigen Annahme der Constanten a\ nach 
einander, alle möglichen parabolischen Asymptoten der Curve (7) darstellt, zeigt, daCs man, 
wenn eine derselben gegeben ist, sogleich alle erhält, indem man die gegebene, parallel 
mit sich selbst, nach der Richtung ihrer Durchmesser, verschiebt; denn, alle diese parabo- 
lischen Asymptoten haben, nach der eben angeführten Gleichung, dieselbe gerade Linie zn 
ihrer Axe und gleichen Parameter. Zugleich erhalten wir hierdurch den vollständigsten 
Aufschlufs darüber, dafs es unendlich viele solcher parabolischen Asymptoten derselben 
Curve geben mufs. Denn irgend zwei Parabeln, mit gemeiqschaftlicher Axe und gleichem 
Parameter, nähern sich einander immer mehr; in der Art, dafs zwei Bogen derselben, die 
unendlich weit entfernt liegen, und die wir uns etwa zwischen zwei Coordinaten der Axe 
befindlich denken mögen, als einander unendlich nahe und zugleich der Axe parallel zu 
betrachten sind; wenn also eine Curve einer solchen Parabel sich immer mehr nähert, 
indem sie sich immer weiter an derselben hinzieht, nähert sie sich zugleich unendlich 
vielen immer mehr. Wenn wir uns einen gemeinschaftlichen Durchmesser dieser Para- 
bel, parallel mit sich selbst, fortgerückt denken, so behalten zwar die beiden Durchschnitte 
desselben mit irgend zwei der Parabeln immer dieselbe und einer dieser beiden Durdi- 
schnittspuncte und der bezügliche Durchschnittspunct mit der sich annähernden Curve, im 
Allgemeinen, immer eine endliche Entfernung, wie weit wir auch vorwärts gehen mögen; 
aber sobald man, statt des Durchmessers, eine gerade Linie, die jum irgend einen endli- 
chen Winkel gegen denselben geneigt ist, parallel mit sich selbst, fortbewegt, so nähert 
sich jene Entfernung immer mehr der Gränze Null. 

190. Indem die parabolische Asymptote (10) parallel mit sich selbst fortrückt, dreht 
sich die Linie S| um einen festen Punct der geradlinigen Asymptote P, und kann, im All- 
gemeinen, )ede beliebige Richtung annehmen. Es zeigt dietis unmittelbar ein Blick auf die 
Gleichung (9). Wir können also auch a* insbesondere so bestimmen, dafs die Linie S| 
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ein Durchmesser der paraboliscfaeo Asymptote wird. Alsdann vereinigt sich mit den vier 
unendlich weit entfernt liegenden Durchschnittspuncten der Curve dritter Ordnung und die- 
ser Asymptote, noch ein fünfter, so dafs die beiden Curven in endlicher Entfernung sich 
nur noch in einem einzigen Puncte schneiden. Um der obigen Bestimmung nachzukommen, 
wollen wir für a' einen solchen Werth ( — x) annehmen^ durch den die Gleichung: 

^V+ i(a + x)p z= |Mo(q + er) , 
in der ^o ^^^ ^ unbestimmte Constanten bedeuten, eine identische werde. Alsdann nimmt 
die Gleichung der Curve nachstehende Form an: 

p{q^+A(p — x}+;io(q+^) = 0, 
oder auch, indem wir (p+x) statt p schreiben, und die Marke bei der Constanten /Iq fort- 
lassen, die folgende: 

(p+x)|q*+ApJ+;i(q + <T) = 0. H.a. 

Diese Gleichung enthält, wie die Gleichung IL, blofs die nothwendige Anzahl von Con- 
stanten, und gestattet also, so wenig wie diese, wenn sie alle möglichen Curven dritter 
Ordnung und der fraglichen Art darstellen soll, eine neue Particularisation« Wir wollen 
diese letzte Gleichung II. a. vorzugsweise vor der Gleichung II. den spätem Entwfcklungen 
zu Grunde legen, Iveil in ihr die Beziehung der bezüglichen Curve zu derjenigen ihrer pa- 
rabolischen Asymptoten, welche allein, unter den unendlich vielen, mit ihr in unendlicher 
Entfernung einen innigem (statt eines vierpnnctigen einen fOnfpunctigen) Contact hat, in 
Evidenz tritt. Die Gleichung dieser parabolischen Asymptote ist hierbei: 

q»+Ap = 0, 
und die Gleichung der geradlinigen: 

p+x = 0. 

191. Die identische Gleichung (9) zeigt zwar, dafs, im Allgemeinen, bei einer schick- 
lichen Annahme der willkührlichen Coustanten a\ die Linie S^ der Linie Q, das heifst den 
Durchmessern der parabolischen Asymptote parallel werde, sie zeigt aber zugleich auch, 
dafs diefs in dem einzigen besondem Falle, dafs: 

s' = v(p+ß), 
nicht geschehen könne. Alsdann behält die Function Si ebenfalls, für jede beliebige An- 
nahme von a\ dieselbe Form als s\ in der v und ß zwei unbestimmte Constanten bedeu- 
ten. Während in diesem Ausnahmsfalle also die parabolische Asymptote nach der Rich- 
tung ihrer Durchmesser fortrückt, bleibt die Linie Si parallel mit sich selbst und der ge- 
radlinigen Asymptote P. 

Es entspricht dem fraglichen Falle die Gleichung: 

p{q»+A'r}+/i'(p+/9) = 0, 

die sich zunächst in folgende umwandelt: 

p{q'+A(p+«)}+^'(p-*-Ä = o, (11) 

und dann insbesondere auch, wenn wir die parabolische Asymptote parallel mit sich selbst 
so lange fortrücken, bis sie die geradlinige Asymptote P beiührt, die nachstehende Form 
annimmt: p{q'+^p}+A*'(P+/*) = 0. (12) 

Wir können aber auch die parabolische Asymptote, und zwar auf einzige Weise und 
bloCs um eine endliche Strecke, so fortrücken, dafs die Linie S (deren Gleichung p+/?=0) 
unendlich weit sich entfernt. Führen wir nemlich auf gleiche Weise, wie früher, eine 
willkfäirliche Constante a! in die Gleichung (11) ein, und setzen: 

A*'(p+/?)+^a— OP = (m'+^'(« — «'»P+Z*'/* = f*iP+/*» 
so %At diese Gleichung in die folgende über: 
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pfq'+^(p+«')}+A«iP+^ = 0. 

und diese endlich, wenn wir o' so bestimmen, dafs 

jtii = f*'+A(cr-a') = 0, 
und dann ol = ( — x) nehmen und (p+x) statt p schreiben, in die nachstehende: 

(p+*){q*+^p}+^ = 0. (13) 

Wenn aber die Linie S , welche die drei Durchschnittspuncte der Carve dritter Ord- 
nung und des Systems ihrer geradlinigen und parabolischen Asymptote enthält, insbeson- 
dere der erstgenannten Asymptote parallel ist, so ist diese eine osculirende, und bleibt 
es auch daun, wenn die Linie S immer weiter fortrückt. Indem alsdann aber auch dieje- 
nigen beiden der obigen drei Durchschnittspuncte, welche auf der parabolischen Asymptote 
liegen, unendlich weit sich entfernen, vereinigen sie sich mit den vier schon unendlich weit 
liegenden Durcbschnittspuncten dieser Asymptote und der Curve dritter Ordnung. Diese 
wird Ton jener auf einer unendlich weit entfernte^ geraden Linie sechspunctig osculirt 
und aufserdem also in keinem Puncte mehr von derselben geschnitten. 

192. Wir können auch hier wiederum nach denjenigen Relationen fragen, welche den, 
in den beiden letzten Nummern entwickelten, in dem allgemeinen Falle der Curve dritter 
Ordnung und mit drei geradlinigen Asymptoten entsprechen. Irgend zwei dieser drei Asym- 
ptoten müssen wir hierbei nothwendig als zusammengehörig betrachten, weil immer nur zwei 
d^selben zugleich unendlich weit fortrücken und immer nur zwei zugleich imaginär werden. 

Wir haben früher nachgewiesen, dafs es, unter den unendlich vielen hyperbolischen 
Asymptoten, an denen zwei Paare unendlicher Zweige einer Curve sich hinziehen, immer 
eine gibt, welche zwei dieser Zweige, die dieselbe geradlinige Asymptote haben, in un- 
endlicher Entfernung dreipunclig osculirt. Wenn eine parabolische Asymptote an die Stelle 
der hyperbolischen tritt, so fallen die beiden Asymptoten der letztern in unendlicher Ent- 
fernung zusammen, und mit ihnen also auch der auf einer derselben liegende Osculations- 
und der auf der andern liegende blofse Berühriingspunct, und bilden, in diesem Sinne, 
eine fünfpunctige Osculation. Die Ordnung der Annäherung der Curve an die beiden 
Zweige der fünfpunctig osculirenden parabolischen Asymptote ist dieselbe; die den Durch- 
messern derselben parallele Linie S schneidet weder den einen noch den andern dieser 
beiden Zweige vorzugsweise. Während aber, bei dem Fortrücken der parabolischen Asym- 
ptote, die Linie S durch diese Richtung hindurchgeht, schneidet sie vorher den einen und 
nachher den andern Zweig: vorher nähert sich also die Curve^ dem einen Zweige mehr 
und nachher mehr dem andern; indem sie, um mich so auszudrücken, das Bestreben hat, 
mit demselben eine dreipunctige Osculation zu bilden, die erst in unendlicher Entfer- 
nung Statt findet, wo sich dann aber zugleich auch, wie oben schon bemerkt worden ist, 
mit dem Osculationspuncte der Berührungspunct auf dem jedesmaligen andern Zweige 
vereint. 

Es gibt femer, im Allgemeinen, keine Hyperbel, welche mit einer Curve dritter Ord- 
nung zugleich auf zwei ihrer Asymptoten einen dreipunctigen Cöntact hat, sondern dieb 
findet nur bei einer besondem Art dieser Curven, nemlich bei solchen nur Statt, deren 
dritte Asymptote eine osculirende ist (170). Hiermit vollkommen in Uebereinstimmnng ha- 
ben nur solche Curven mit parabolischen Asymptoten, unter diesen eine sechspunctig 
qsculirende, deren geradlinige Asymptote ebenfalls eine osculirende ist. Bei einem schick- 
lichen Verschieben der parabolischen Asymptote, entfernt sich alsdann nemlich einer ihrer 
Durchschnittspuncte mit der immer parallel mit sich selbst bleibenden Linie S, und also 
auch mit der Curve dritter Ordnung, auf jedem ihrer Zweige immer weiter; die Curre 

hat 
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hat aladaim das Bestreben, auf jedem Zweige eine dreipunctige Osculation za bilden, die 
aber erst dann Statt findet, wenn zugleich beide Oscnlationspnncte auf einer unendlich* weit 
entfernten gei'aden Linie sich vereinigen. 

193. .Um die Lage der durch die Gleichung: 

p(q*+Ar)+/*s = 0, 
dargestellten Curven dritter.Ordnung in Beziehung auf ihre Asymptoten aMrkennen, brau- 
chen wir wiedenmi nur zu berücksichtigen, dafs ^ einen constanten Coemcienten bedeu- 
tet, und also, in Beziehung auf alle möglichen ' Puilcte einer und derselben Curve, der 
Werth des Ausdrucks:' 

immer dasselbe Zeichen erhalten muCs. Das Zeichen der Werthe für die drei Functionen, 
p, s und (q^+Ar) findert sich sd)er jedesmal dann, wenn derjenige Punct, auf welchen 
diese Functionen bezogen werden, bezüglich die Asjrmptote P, die Linie S und die der 
letzten Function .entsprechende, parabolische Asymptote überschreitet. Es kann sich also 
die Curve nicht zugleich in solchen zwei, von diesen drei Oertern gebildeten FlächenrSu- 
men erstrecken, welche von der Art sind, dafs man, um von einem derselben zu dem an- 
dern zu gelangen, einmal odej dreimal die obigen drei Oerter iiberschreiten mufs. 
"Wenn die Parabel von jeder der beiden geraden Linien in reellen Puncten geschnitten 
wird, so betragt die Anzahl der Flächenräume, die alsdann entstehen, neun, und die 
Curve erstreckt sich entweder- nur in fünf derselben oder nur in den vier übrigen. Be- 
trachten wir insbesondere zwei solche Puncte, welche auf den beiden parabolischen Zweigen 
weit genug entfernt liegen, so begegnet eine gerade Linie, die von dem einen dieser beiden 
Puncte nach dem andern gezogen wird, offeAar keiner der beiden geraden Linien, und 
begegnet also auch der Parabel entweder gar nicht oder in zwei Puncten. Hieraus folgt, 
dafs sich die Curve dritter Ordnung, an den beiden Zweigen ihrer parabolischen Asym- 
ptote, entweder beide Male auf der innern oder bieide Male auf deräufsern Seite 
hinzieht. Diese Bestimmung besteht auch dann, wenn nur eine der beiden geraden Linien 
P upd S, oder wenn keine derselben der Parabel wirklich begegnet, und demnach di^ 
Zahl der Fläcbenräume sich auf sieben oder fünf reducirt. Es tritt eine Aenderungnur 
dann ein, wenn die Linie S ein Durchmesser der Parabel wird. Dann schneidet 
nemlich diejenige gerade Linie, welche, wie oben, irgend zwei Puncte, ^lie auf den beiden 
parabolischen Zweigen der Curve weit genug entfernt liegen, verbindet, die Linie S, nicht 
aber die Asymptote P, und mufs also der Parabel nothwendig in einem einzigen Puncte 
begegnen; hieraus sehen wir, dafs alsdann ein unendlicher Zweig der Curve sich an der 
ftufsern und ein andrer an der innern Seite der Parabel hinziehen. Wenn die Linie S un- 
endlich weit liegt, so tritt, in Beziehung auf die Lage der parabolischen Zweige <l er 
Curve gegen ihre Asymptote, wiederum der allgemeine Fall ein. 

Eine Curve mit parabolischen Asymptoten nähert sich einer beliebigen denselben, im 
Allgemeinen, entweder beide Male auf der innern oder beide Male auf der SuGsem Seite 
derselben. Verrückt man diese parabolische Asymptote parallel mit sich selbst, so nähert 
sie sich der Curve immer mehr bis zu einer Gränze, bei welcher ein Zweig dieser Asym- 
ptote auf die entgegengesetzte Seite der Curve hinübertritt. Uelier diese Gränze hinaus 
rückt auch der zweite Zweig deir Parabel auf die entgegengesetzte Seite der Curve, und 
es ziehen sich also nun die beiden parabolischen Zweige der Parabel beide Maie an. der 

20 
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ftaCserp oder ioiieni Seite ihrer Aejniptote bin, je nachdem iie fifibert omg^dirt» beide 
Blale en der imieni oder fto&era Seite sieh binzogea* 

Eine Ausnahme von der allgemeinen Regel findet bei der in den) Obigen beetiviBttfn 
Unterabtheilung von Cunren der in Rede steh^den Art Statt. £• treten aMann, bei der- 
eben bezeichneten GrSnze, die Zweige dei^ parabolischen Asjmptote^ die, alsdann eine sech»- 
pimctig oscoliu[^e wird, beide zugleich auf die andere Seite der Corre binOber. 

194. Es neubt uns fetzt nur noch übrig, in Beziehung auf die Ordnung der AnnAe- 
mng der fraglichen Curven an ihre parabolischen Asjruiptoten, in einige analytische Erör- 
terungen einzugehen. Der Ausdruck: 

bedeutet, wenn wir denselben auf irgend einen beliebigen Punct beziehen, doi Abetud 
dieses Punctes von der durch die Gleichung: 

q*+ir = 0, 
dargestellten Parabel, genommen auf einem Durchmesser dieser letztem und mnltipiicirt mit 
einem constanten Coefficienten. Die allgemeinste Gleichung der Curven dritter Ordnung 
mit parabolisdien Asymptoten gibt aber för alle Puncte der Curve 

1^5 f*8 ,r+cq-|-d 

indem wir p und $ als Functionen von q und r betrachten. Wenn wir die Werthe von 
q und r immer gröber annehmen, so mufs, wenn der erste Theil der Yorstehenden Glä- 

chung einen endlichen "Werth behalten soll, das Yerhältnils -3 sich der (känze Null nS- 

* r 

bern. Fflr diese GrSnze erhalten wir also^m Allgemein^, 

q*-f-Ar :=/$'. 

Die Curve dritter Ordnung nfihert sich also ihrer Asymptote, wenn wir diese AnnSherong 

nach der Richtung der Durchmesser der letztem bestimmen, im Allgemeines, nor bis n 

einer bestimmten endlichen Gränze. Ob die beiden Constanten c und a Null sind oder 

nicht, hat hierbei durchaus keinen EinfluCs, und aus diesem Grunde sind, in Beziehung auf 

den Grad der fraglichen Annäherung, die beiden Gleichungen (4) und (7) von dersdben 

Allgemeinheit 

Legen wir aber unseren Betrachtungen die Gleichung II, a. zu Grunde, so kommt fiOr 

immer weiter auf den beiden parabolischen Zweigen sich entfernende Puncte: 

^ ^ p+x p q ' 

und wenn endlich an die Stelle der letztgenannten Gleichung die Gleichung (13) tritt, so 
ergibt sich: 

= q'+Xp = -- S- = -^ = ^ = 0. 

Beceichnen wir ferner deoienigen Zuwachs, den q, fiir einen gegdienen "Wtxük von r, 
bei dem Uebergange von der parabolischen Asjmptote der Cnrre za dieser Conre sdbsl; 
ethSlt, durch /?, so daüs also, in dem allgemeinsten Falle: 

q»+ir s= 0, 

so ergibt sich, wenn wir ß* vernachlässigen: 



§. 2. Geometrische Deutung der verschiedenen Fälle etc. 155 

/?— 1 ^ 

2q p 
ß verschwindet also für sich imiDer weiter aaf den paraboHschen Zweigen der Carre ent- 
fernende Poncte. Für die Gränze eriialten wir in den drei oben discutirten Fällen: 

''=^=»' ''=^=». /'=^='>- 

Hiemach gelangen wir zu einer deutlichen Uebersicht der verschiedenen Ordnungen 
der Annäherung der parabolischen Zweige einer Curve dritter Ordnung an ihre Asympto* 
ten. Diese Ordnung steigt in demselben Maafse, wenn wir nach einander die Annäherung 
an eine gewöhnliche, an eine fünfpunctig und an eine sechspunctig osculirende parabolische 
Asymptote betrachten. Wollen wir diese Annäherungen mit derjenigen einer Curve an 
eine geradlinige Asymptote vergleichen, so müssen wir erwägen, dafs, wenn wir auf einem 
Zweige einer Parabel unendlich weit gehen, p = od wird, und umgekehrt; dafs femer aber 

q^ von derselben Ordnung ist als p und folglich erst --^ ein unendlich Kleines der ersten 

Ordnung ist. Hieraus ist ersichtlich, dafs die Annäherung ein«- Curve an eine fünfpunctig 
osculirende Parabel erst von derselben Ordnung ist als die Annäherung an eine gewöhn- 
liche geradlinige Asymptote, und dafs, wenn wir die Annäherung an die Parabel insbe- 
sondere nach der Richtung ihrer Durchmesser bestimmen, bei gleicher Ordnung der An- 
näherung, diese Parabel sogar eine sechspunctig osculirende sein muCs. Eine Curve drit- 
ter Ordnung kann sich einer parabolischen Asymptote, unter keiner Voraussetzung, in dem- 
selben Grade annähem, als einer osculirenden geradlinigen qder einer dreipunctig oscnI|ren* 
den hyperbolischen. Hier nemlich ist die Annäherung von der zweiten Ordnung, während, 
wenn wir diese Ordnung für den. Fall einer sechspunctig osculirenden parabolischen Asym« 
ptote durch eine Zahl ausdrücken wollen, wir für diese \\ erhalten. Denken wir uns 
eine Curve, deren zwei Zweigen -Paare an einer hyperbolischen Asymptote sich hinziehen, 
in eine andere mit zwei parabolischen (je nach der Art der hyperbolischen Annäherung 
osculirenden oder nicht osculirenden) Zweigen umgestaltet, so reducirt sich die Summe 
der Ordnungs- Exponenten der doppelten Annäherang um Eins. 

Es bedarf wohl hiemach kaum einer besondem Erwähnung, dafs, wenn von ebner 
fünf- und sechspunctigen parabolischen Osculation die Rede ist, wir dadurch keineswe- 
ges die Ordnung der Annäherung, sondem nur die Anzahl der in unendlicher Entfemung 
zusammenfallenden Puncte bezeichnen wollen, und dafs dieses Zusammenfallen von Puncten 
im Unendlichen wiederum nur ein geometrischer Ausdruck ist, welcher, der Analogie nach, 
einer analytischen Gränz-Betrachtun^ angepalst ist. - 

195. Das Haupt -Resultat, zu dem wir in den letzten Nummern gelangt sind, ist hier- 
nach, dafs die Curven dritter Ordnung mit parabolischen Asymptoten, in Beziehung auf 
diese, eine zwiefache Unterscheidung zulassen. In dem ersten und allgemeinen Falle be- 
findet sich unter den unendlich vielen parabolischen Asymptoten eine fünfpunctig os- 
culirende, in dem zweiten und untergeordneten Falle ist diese nicht eine bloCs fünf-, 
sondem sechspunctig osculirende. Die allgemeine Gleichung, die dem ersten Falle 
entspricht, ist: . • 

p{q'+Ar)+^ =,0, 

und die den zweiten Falle entsprechende: 

p{q*+Ar)-f-^p-|.x) =0. 
Aber diese Gleichungen enthalten eine überzählige Anzahl von Censtanten, so dab wir^ 

20» 
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bei einer nenen Constanten -BestimmuDg, nicht nothwendig eine neue Curre erhalten. Die 
folgenden beiden Gleichungen: 

(p+«){q^+^p}+Kq+^) =7 Of 

in welchen die Anzahl der Constanten auf die nothwendige, bezflglich auf acht und 
sieben, reducirt ist, bieten zugleich den Vorzug dar, dab die in dem ersten Falle fQnf- 
und im zweiten Falle s^chspunctig osculirende parabolische Asymptote in Evidenz tritt 

196. Wir wollen uns nun zu dem dritten Falle wenden, in welchem die Gleichung 
der* Curven dritter Ordnung auf unendlichmalige Weise die Form I. annehmen kann. 
Diefs setzt voraus, dafs diese Form sich folgender Gestalt particularisirt: 

• pq(q+y)-*-i^8 = Ö» (1) 

und dann läfst sich dieselbe, nach dem erslen Paragraphen, auch in die nachstehende um- 
wandeln: p(q+x)(q — x)-f-^q + <T) = 0. III. 
Die Function p bleibt bei diesen Umwandliingen identisch dieselbe, die bezüglich^ gerade 
Linie P ist eine unwandelbare, und, wie man sogleich sieht, eine Asymptote der Curve* 
Die Gleichung (1) gibf: 

P(q+7')' 
Die beiden Theile dieser Gleichung müssen, wenn die gerade Linie Q ebenfalls eine Asym- 
ptote der Curve sein soll, beide zugleich auf Null sich rednciren. DieCs geschieht aber 
nur dann, wenn s, das im Allgemeinen jede beliebige ganze und lineare Function von p 
und q sein kann, von p unabhängig wird, das heifst, wenn: 

s ^ q+<r, 
und also, da a irgend. eine Constante bedeutet, die beiden geraden Linien S und Q pa- 
rallel sind. Legen wir also die Form III. zu Grunde, so tritt uns aus derselben sogleich 
entgegen, dafs die Gleichungen: 

p = 0, q+x = 0, q— X = 0, 

die drei Asymptoten der Curve darstellen, und dafs zwei dieser drei Asymptoten 
parallel sind. Die Annnäherung an jede dieser beiden parallelen Asymptoten ist, vrie 
die Annäherung an die dritte Asymptote, von der ersten Ordnung; man hat nemlich: 

0=q±x=-ff^=dbf<i=i5) = 0. ■ (2) 

. p(q=F^) 2xp 

^ 197. Wenn es Oberhaupt irgend eine gerade Linie (S) gibt, welche einer gegebenen 
Curve dritter Ordnung in drei Puncten begegnet, durch die sich solche drei andere gerade 
Linien (P, Q und R) legen lassen, welche au&erdem der Curve in keinem Puncte mehr 
begegnen, xreil alle sonstigen Durchschnittspuncte unendlich weit liegen, so knüpft sidi an 
diese Bedingung jedesmal die Möglichkeit an, dafs die Gleichung der fraglichen Curve drit- 
ter Ordnung die Form I. annehmen kann. Für den vorliegenden Fall gibt es nnendUdi 
viele solcher Systeme von vier geraden Linien, und also kann auch die Gleichung der 
Curve auf unendlichmalige Weise die eben angezeigte Form annehmen. Denn es schnei- 
det die Asymptote P die Curve nur in einem einzigen Puncte; dasselbe thut aber auch, 
was ein Blick auf die Gleichung III. sogleich zeigt, )ede gerade Linie, die parallel mit den 
beiden parallelen Asymptoten ist. Legen wir also durch jenen festen Durchschnittsponct 
der Asymptote P mit der Curve irgend eine beliebige gerade Linie (S), welche die Curve 
noch in irgend zwei Puncten schneidet, und legen dann, durch diese beiden Durchschnitts- 
puncte, zwei gerade Linien (Q und R) parallel mit den beiden parallelens Aymptoten, so 
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erhalten wir ein System vier gerader Linien von der fraglichen Beziehung zur Cnrve. Wir 
können die Linie S um den festen Durchschnittspunct auf der Asymptote P beliebig dre- 
hen; alsdann rücken die beiden letzten jener vier geraden Linien (Q und R) parallel mit 
sich selbst fort, bis sie, wenn die Linie S den beiden parallelen Asymptoten parallel wird, 
mit diesen Asymptoten zusammenfallen. 

198. Ein untergeordneter Fall ist derjenige, wo die gerade Linie: 

q+<T = 0, (3) 

parallel mit sich selbst immer weiter fortgerückt ist. Indem alsdann in der Gleichung IIL 
an die Stelle des letzten Gliedes eine blofse Constante tritt, particularisirt sich dieselbe auf 
folgende Weise: p(q+*)(q — ^)+^ = 0. (4) 

Durch die in Rede stehende Umformung Terwandelt sich die Asymptote P in eine osculi- 
rende. Aber es bleibt hierbei die Ordnung der Annäherung der Curve an ihre beiden 
Übrigen, einander parallelen, Asymptoten unverändert dieselbe. Die gerade Linie 
(3), welche an die Stelle der Linie S getreten ist, schneidet die Curve nur in unendlich 
weit entfernten Puncten auf den beiden ihr parallelen Asymptoten, so dafs, mit diesen 
Durchschnittspuncteu, auch dann keine neuen sich vereinigen, wenn die genannte gerade 
Linie unendlich weit rückt. Die Ordnung der Annäherung steigt hier eben so wenig, als 
bei dem Contacte auf einer öscuBrenden Asymptote, wenn die ihr parallele Linie S un-- 
.endlich weit rückt. Wir finden diese Bemerkungen übrigens unmittelbar bestätigt; denn 
wir erhalten, wenn wir, statt der Gleichung lU., die Gleichung (4) zu Gninde legen, für 
die unendlich weit entfernten Puncte auf dem, an den parallelen Asymptoten sich hinzie- 
henden Zweige der Curve: 

= q±x = ^i— = ±s^ = 0. 

'P(q=F^) 2xp 

199. Die beiden parallelen Asymptoten einer Curve dritter Ordnung können sowohl 
imaginär als reell sein. In dem Falle imaginärer Asymptoten können wir an die Stelle 
der Gleichungen III. und (4) die folgenden' setzen: 

p{q*+*»}-*-Kq+^) = 0, ' (5) 

p{q'-t-^*i+i» = 0- (6) 

Während zwei znsammepgefaörige imaginäre gerade Linien überhaupt in irgend einem 
reellen Puncte sich schneiden, entfernt sich dieser Punct in dem Ftille, dafs jene beiden 
Linien parallel sind, nach bestimmter Richtung unendlich weit*). Indem also eine Curve 
dritter Ordnung von der allgemeinsten Art und mit' imaginären Asymptoten in eine Curve 
der fraglichen besondem Art sich umformt, rückt ihr Asymptotenpuuct immer weiter. 



*) Es seien: m-HnV^ r= 0, m— nV— 1=0, (•) 

die Gieicbmigeii zweier insammengehSrigen imaginiren geraden Linien; alsdann wird der reelle Plincl, 
in' welchem diese Linien sich acbaeiden, dnrch die beiden reellen geraden Linien: 

m = 0, Q 9SS 0, 

bestimmt Wenn dieser Darcbscbnittapnnct unendlich weit liegen toll, so rafiaaen die letztgenannten bei- 
den geraden Linien parallel aein, wonach, indem wir durch c irgend eine Conatante beieichnen, 

m = n-f-c. 
Als Folge bierron gehen die beiden GleichmigeB (^a) in die nacfaatehepden beiden: 

n(l-HV^^)-4-cV^ «5 0, n(l-V^— cVlTi s 0, 

nnd diese wiederum in die folgenden fiber: 

(2n-f-c)-f-d^^ = 0, • (2a-+-c)— cVITi » 0. 

Auf diese Form können wir immer die Gleichungen zweier parallelen ImaginSren geraden Linien bringen. 
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Die Asymptote P ist in dem Falle d^ Gleicinmg (5) eine gew^hnlicke, in dem 
Falle der Gleichung (6) eine OBcnlirende. 

200. Die Gränze zwischen reellen und imapnlren ptfallelen Asymptoten Mdet das 
Zusammenfallen derselben, und ihr entspricht die Gldchung: 

die sich, fOr den untergeordneten Fall, dafs die Asymptote P in eine oseulirende Hbergeht, 
noch folgender Gestalt particularisirt: 

pq^+^ = 0- (8) 

Durch das Zusammenfallen der beiden parallelen Asymptoten erleidet die Qrdbaig der 

Annäherung der Curve an dieselben eine Reduction, die gleichmäfsig bei beiden Torstehen- 

den Fallen Statt findet. Wenn wir nemlich die Gleichung (7) auf folgende Weise schrdben: 

so müssen wir, damit die beiden Theile dieser Gleichung zugleich rerschwinden, zugleich 
q = und p =: oo setzen* Dadurch wird aber erst q^ ein onendiich Kleines der ersten 
Ordnung, wonach die Ordnung der Annäherung der Curve an ihre zusammenfallenden ge- 
rajdlinigen Asymptoten dieselbe ist, als, in dem Falle parabolischer Asymptoten, die Ord- 
nung der Annäherung der Curve an einen Zweig einer beliebigen dieser Asymptoten. 

Zugleich zeigt die letzte Gleichung, dafs für immer kleiner werdenden Werthe von ty 
die entsprechenden, immer gröfser werdenden Werthe von p ein bestimmte» und zwar mit 
(/Ax) das entgegengesetzte Zeichen haben und behalten; dafs aber, umgekehrt, f&r diese 
Werthe von p, die entsprechenden Werthe von q die doppelten Zeichen zulassen. 2iwei 
unendliche Zweige der. Curve ziehen sich also an den zusammenfallenden Asymptoten nach 
derselben Richtung zu beiden Seiten derselben hin, in der Art, dafs sie in unendlicher 
Entfernung gleichsam eine Spitze bilden. 

201. Nach den letzten Nummern wird also der allgemeine Fall, daCs die Cnrveii drit* 
ter Ordnung zwei parallele. Asymptoten haben, durch die Gleichung, 

p{q^=|=t^»}+^q + ff) = 0, 

dargestellt. Das obere Zefchen in diesen Gleichungen bezieht sich auf den Fall reeller, 
das untere auf den Fall imaginärer Asymptoten. Dem Uebergange zwischen beiden ent- 
spricht der besondere Fall, da(s & verschwindet und demnach die 'fraglichen beiden Asym- 
ptoten zusammenfallen. 

Ein untergeordneter Fall ist derjenige, dafo die dritte Asymptote P eine oseali- 
rende ist, upd demselben entspricht die Gleichung: 

WO wiederum die Fälle reeller und imaginärer Asymptoten, in Beziehung auf Allge- 
meinheit, coordinirt sind, der besondere Fall aber, dafs & versehwindet und diese Asym- 
ptoten zusammenfallen, diesen wiederum untergeordnet ist. 

Im Ganzen erhalten wir hier also sechs Fälle, deren zwei von sieben, drei von 
sechs und einer von fünf Constanten abhängt. 

202. Diejenigen Curven, welche. durch die Gleichung: 

p'+Aq»+^ SP 0, (1). 

dargestellt werden, haben weder eine- gerade Linie noch eine Curye zweiter Ordnung zu 
ihrer Asymptote. Wir können blofs, unter diesen Curven selbst, die Curve rcfh der ein- 
fachsten Art auswählen und dieselbe als Asymptote der übrigen betraditen. Diese Curve 
von der einfachsten Art wird durch die Gleichung: 
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p»^.^* = 0, (2) 

dargestellt, und ist die semicubische oder (zunächst für den FalU dafs die beiden ge« 
raden Linien P und Q auf einander senkrecht stehen) die Neil'sche Parabel genannt 
worden. Die Curve (siehe die VI. Kupfertafel LV.) bildet im Durchschnitte der beiden 
Linien P und Q ein« SfNlze, deren beide Zweige sich zu beiden Seiten an die letztge- 
nannte Linie Q anlegen. Jede dieser Linie parallele gerade Linie schneidet dje Gurre nur 
in einem einzigen reellen Puncte, die beiden andern Durchschnittspuncte sind imaginär. Jede 
beliebige der Linie P parallele gerade Linie begegnet der Curve nur in zwei reellen oder 
imaginären Puncten; weil der dritte Durchschnittspunct unendlich weit liegt; der geometri- 
sche Ort fOr die Mitte zwischen den beiden Durchschnittspuncl^p ist die Linie Q. 

Es ist die durch die Gleichung (2) dargestellte semicubische Parabel nicht die ein* 
zige, welche eiqe Asymptote der Curve (1) ist, es gibt äderen unendlich viele. Unter die- 
sen zeichnet sich aber eine 'aus, die mit dieser Curve in unendlicher Entfernung einen 
mehrpunctigen Contact hat. Man erhält alle diese asymptotischen Curven und insbeson- 
« dere auch die eben imsgezeichnete, wenn man eine derselben parallel mit sich selbst so 
verschiebt, dafs ihre Spitze auf der Linie P fortrückt. Statt aber die semicubische Para- 
bel so weit zu verschieben, dafs sie in die fragliche ausgezeichnete Beziehjung zur Curve 
(1) tritt, können wir auch, umgekehrt, diese Curve verrücken, und q um eine ßchickliche 
Constante so wachsen lassen, dafs ihre Gleichung die nachstehende Form annimmt: 

P*+Aq^+Kp+^) = 0, ly. 

von der vnr schon im ersten Paragraphen nachgewiesen haben, dafs sie alle Curven drit- 
ter Ordnung von der in Rede stehenden Art darstellen kann. Die Linie S, welche im All- 
gemeinen die Curve in drei Puncten schneidet, ist in dem vorliegenden Falle, durch das 
blofse Fortrücken der Curve, der Linie P parallel geworden, der dritte Durchschnittspunct 
hat sich mit denjenigen vereinigt, die auf den beiden Zweigen der Asymptote (2) unend- 
lich weit liegen. 

Die Gleichung IV. gestattet, im Allgemeinen, keine neue Reductioa der Constanten 
mehr; wenn wir annehmen, dafs ihr letztes Glied auf eine blofse Constante sich reducirt, 
so stellt die hiemach particularisirte Gleichung: 

p^ + Aq' + ^ = 0, (3) 

eine untergeordnete Abtheilung von Curven der fraglichen Art dar. Bei der Umgestaltung 
der Curven IV. in die Curven (3) ist die, der Linie P parallele, Linie S unendlich weit 
gerückt; es haben sich die beiden noch übrigen. Durchschnittspuncte der Curve mit ihrer 
Asymptote (2) zugleich mit den schon unendlich weit entfernten vereinigt. Soll die 
Gleichung (1) in die Gleichung (3), wie oben in die Gleichung IV. übergehen können, 
so darf die lineare Function s nicht p epthalten; die Linie S ist alsdann also immer der 
Linie Q parallel. 

203. Wenn wir, nach einander, die Curven (I), IV. und (3) mit der semicubischeo 
Parabel (2) zusammenstellen, so bemerken wir ohne Mühe eine steigende Ordnung der 
Annäherung. Zuerst nemlich ist klar, dafs, bei immer wachsenden Werthcn von p und q, 
damit überhaupt die vorstehenden Gleichungen befriedigt werden können, nothwendig p^ 
und q* von derselben Ordnung sein müssen. Bezeichnen wir ferner den Zuwachs, den p 
erleidet, wenn wir, bei einem immer gröfser angenommenen Werthe von q, von der semi- 
cnbischen Parabel zu der Curve (1) übergehen, durch a und setzen überdiefs s ^ p+;^+^» 
so erhalten wir, zugleich mit (2) bestehend, die Gleichung: 

(p + «)'+Aq«+|i<p+yq-f-^-f-^ = 0. 
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Ziehen wir toh derselben die Gleichimg (2) ab and vemachUtesigen constante GrOÜBen 
und a gegen p und q, so konunt: 

a — 3^ . . (4) 

Wir erhalten ako Null für den GrSnzwerth von o, wodurch a paHeHtni die obige Ver- 
nachlässigung von a gerechtfertigt wird. Da' p' erst von derselben OHnung ist, als q^ so 
erhalten wir für die fragliche GrSnze noch eine neue Reduction/ es ist 

a = — ^ = — ^^^ = —JfZ^ = 
3p» 3AV 3A*q+ 

Für den Fall, dafs die Gleichung (1) in die Gleichung lY. übergeht , gibt die Glei- 
chung (4) ' 

3p 3iTq* 
und für den Fall der Gleichung (3) -ergibt sich: 

3p» 3A*q* 

Für di^ Gröfse a erhalten wir also, nach einander, ein imendlich Kleines von der 
Ordnung }, | und |. In Beziehung auf das ungleichmäfsige Ansteigen dieser Ordnung ver- 
dient bemerkt zu werden, dafs beim Uebergange von den Carven (1) zu den Curven IV. 
nur ein Durchschnittspunct, mit der Asymptote (2), beim Uebergange von diesen Curveo 
ab^r zu den Curven (3), zwei Durchschnittspuncte zugleich unendlich weit rücken. 
Die Ordnung von a ist als die Ordnung der Annäherung der bezüglichen Curven in 
unendlicher Entfernung anzusehen. Denn, wenn wir auf der Curve eine unendlich groCse 
Strecke zurücklegen, so wird q ein unendlich Grofses derselben Ordnung (nicht aber p). 
Hiemach können wir die Ordnung .der Annäherung der Curven (1), IV. und (3) an die 
semicubische Parabel mit der Ordnung der Annäherung der früher betrachteten Curven an 
ihre geradlinigen und parabolischen Asymptoten vergleichen. Wir sehen zum Beispiel, 
dafs diese Ordnung, bei einer gewöhnlichen parabolischen Asymptote, gröfser ist als in 
dem Falle der Curven (1) und niedriger, als in dem Falle der Curven IV.; dafs diese 
Ordnung bei einer gewöhnlichen geradlinigen Asymptote höher ist als in dem Falle der 
Curven IV. und geringer, als in dem Falle der Curven (3); und so weiter. 

204. Der Ausdruck (p'+Aq^) ändert nur dann sein Zeichen, wenn derjenige Pund, 
» auf welcheif ei^ bezogen wird, die durch (2) dargestellte semicubische Parabel überschrei- 

tet. Wir müssen hiernach also, um von einem Puncte einer der fraglichen Curven zu 

I einem andern Puncte derselben zu gelangen, weil ^ sein Zeichen nicht ändern kann, noth- 

^wendig, wenn dabei die Curve (2) und die Linie S überhaupt überschritten werden, diese 

! Oerter eine gerade Anzahl von Malen überschreiten. . Erwägen wir ferner, dafs, wenn zwei 

Puncte weit genug auf den beiden Zweigen der semicubischen' Parabel oder den sich ihr 
anschmiegenden Zweigen der Curven (1) fortrücken, jede gerade Linie, die nicht der Li- 
nie P (deren Richtung jene Curven, um so weiter sie sich erstrecken, immer mehr anneh- 

, men) parallel ist, zwischen solchen zwei Puncten hindurchgeht, so ist ersichtlich , dab, 

f im Allgemeinen , die beiden unendlichen Zweige der fraglichen Curven ( 1 ) sich an die se- 

micubische Parabel (2) auf entgegengesetzter Seite derselben hinziehen. Wenn wir diese 
Parabel, um alle ähnlichen Asymptoten der Curven (1) zu erhalten, parallel mit sich selbst 
so verschieben^ dafs ihre Spitze auf der Linie P bleibt, so gelangen wir zu einer Gränz- 
läge dieser Curve, bei welcher ihre immer weiter sich erstreckenden Zweige auf die ent- 



.^^ 
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gegengesetzten Seiten der Zweige der Coree hinfiberrficken. Dieser Gi^nzlage, bei wd- 
dier der Contact ein innigerer wird, entspricht, im Allgemeinen, dafs die Linie S der 
Linie P parallel ist und also die Curve ihrer Asymptote beide Male auf derselben Seite 
dieser letztem sich nähert. 

In dem untergeordneten Falle, welchen wir oben^ ausgezeichnet haben, ändert sich, in 
Beziehung auf die gegenseitige Lage der CurveU gegen ihre Asymptoten, durchaus nichts. 
Beim Verrücken einer dieser letztem bleibt die Linie S immer mit der Linie Q parallel; 
sie geht bei jener Gränzlage durchs Unendliche hindurch, in der Art, dafs sie vorher den 
einen und nachher den andern Zweig der Asymptote schneidet. 

205. In den letzten Nummern haben wir drei neue Arten von Gurren dritter Ord* 
nung erhalten. Die semicubische Parabel: 

welche nur von fünf Constanten abhängt, ist die einfachste dieser Curven und bildet die 
eine dieser drei Arten, die wir deshalb den beiden andern voranstellen, weil sie diesen als 
Asymptote dient. Die allgemeinsten Gleichungen, welche diesen beiden andem Arten 
entsprechen, sind: 

p«+Aq»+/iS = 0, p'+Aq*+Kq+^) = 0, 

und diese lassen sich immer auf folgende Formen bringen, welche nur die noth wendige 
Anzahl von- Constanten, nemlich bezüglich sieben und sechs, enthalten: 

p»-f-Aq^H-Kp+x) = 0, p8^.Aq^^.^ — 0. 

Wir bemerken zugleich, dafs die semicubische Parabel der besondern Annahme, dafs in 
der zweiten der letzten beiden Gleichungen ^ gleich Null ist, entspricht 

.206. Wir wenden uns zu dem neuen Falle, der durch die Form der nachstehenden 
Gleichung: p(p^-l-Aq)+^ = 0, . V. 

characterisirt wird. Aus dieser Form erkennen wir sogleich, dafs die bezügliche Curve 
die durch die Gleichung: p^-|-Aq = 0, (1) 

dargestellte Parabel und die gerade Linie: 

P = 0, (2) 

die ein Durchmesser dieser Parabel ist, zu ihren Asymptoten hat. Die Linie S liegt 
unendlich weit; es schneidet die Curve V. keine der beiden Asymptoten. Die Ebene der 
Curve wird durch diese Asymptoten in vier unendliche Flächenräume getheilt, die Curve 
erstreckt sich nur in zwei derselben. Die unendlichen Zweige derselben nähern sich der 
geradlinigen Asymptote (2) auf deren beiden Seiten nach entgegengesetzter Bichtung, und 
der parabolischen Asymptote (1) einmal auf ihrer innem und das andere Mal auf ihrer 
äufsern Seite. Newton hat diese Curve, die einzige, die dem fünften Falle entspricht, 
Trident genannt. 

Wenn wir die durch (1) dargestellte Parabel nach der Bichtung ihrer Durchmesser, 
parallel mit sich selbst, verschieben, so bleibt sie, in allen ihren Lagen, eine Asymptote 
der .Curve. Geben wir, um irgend eine solche neue Asymptote in der Gleichung der 
Curve y. in Evidenz zu bringen, dieser, durch Einführung einer neuen unbestimmten 
Con&tanten c^ folgende Form: • 

p{p*+A(q+a)} — (Airp— ^) = 0, 
so ist ersichtUch, dafs alsdann die Linie S, deren Gleichung: 

kop — fi = 0, 
statt, wie früher, unendlich weit zu liegen, nun eine der geradlinigen Asymptote P paral- 
lele gerade Linie ist. Als ein Durchmesser der neuen parabolischen Asymptote schneidet 
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sie diese und mithin aach die Curve dritter Ordoungy nur in einem einzigen Pnncte. 
Qberzeugen uns leicht, nach der nun öfter sehon in Anwendung gebrachten ScUalsweise^ 
daÜB zwei Zweige der Ciirve Y« entweder beide Male der neuen parabolischen Asymptote 
auf der innem, oder beide Male auf der ttuCsem Seite derselben sich annähern« Es ist 
also diese Beziehung ganz dieselbe, als in dem allgemeinen Falle parabolischer Asympto- 
ten überhaupt (193). 

Endlich ist klar, daCs die parabolische Asymptote (2), welche diejenige Grinze be- 
zeichnet, bei welcher zwei Zweige der Curre Y. auf die beiden entgegengesetzten Seiten 
der parabolischen Asymptote fiberhaupt hinübertreten — so jedoch, dafs, bei dieser GrSnze 
selbst, ein Zweig schon hinübergetreteo ist — mit der Gurre einen innigem Contact hat 
Was die Ordnung der Annäherung in diesem Falle betrifft» so gU>t die Gleichnng Y.: 

woraus wir sehen (194), dafs diese Ordnung dieselbe ist, als bei der Annäherung para- 
bolischer Curven dritter Ordnung überhaupt an ihre einfach (fOnfpunctig) osoilirenden 
parabolischen Asymptoten. 

Wir können die Gleichung Y« durch Einf&hrung dreier unbesthnmten Coeffidenten 
auch auf folgende Form bringen: 

vorausgesetzt jedoch, dafs zwischen den beiden Constanten x und r die folgende Relation 
besteht: - x+2t = 0. 

Hieraus ist ersichtlich, dafs, wenn wir eine parabolische Asymptote parallel mit sich selbst, 
nach beliebiger Richtung fortrücken, sie der Trident-Cunre, in allen ihren Lagen, nie 
in mehr als in zwei Puncten begegnet. Wir können die gerade Linie S' gapz beliebig an- 
nehmen und dann der Gleichung der fraglichen Gurre immer noch folgende Form geben: 

(p+x)(p'4-Aq)+^V = 0. 
In einer solchen Gleichung tritt aber keine parabolische Asymptote mehr in Evidenz. 

207. Zwischen dem Falle, mit welchem wir uns in der vorigen Nummer beschäftigt 
haben, und dem Falle parabolischer Asymptoten überhaupt, findet eine analoge Beziehung 
Statt, als zwischen dem Falle paralleler Asymptoten, und dem Falle dreier geradliniger 
Asymptoten überhaupt. In dem Falle der vorigen Nummer begegnet die geradlinige Asym- 
ptote der Curve gar nicht, weil alle drei Durchschnittspuncte unendlich weit liegen, ohne 
deshalb eine osculirende zu sein; jede ihr parallele gerade Linie begegnet der Curve nur 
einmal, ohne deshalb eine Asymptote zu seb. Eine Parabel kann die Curve nur in zwei 
Puncten schneiden, weil die vier übrigen Durchschnittspuncte unendlich weit liegen, und 
sie ist deshalb doch keine Asymptote derselben; eine parabolische Asymptote überhaupt 
sdmeidet die Curve nur in einem einzigen Puncte, vreil alle übrigen unendlich weit lie- 
gen, ohne sie deshalb zu osculiren; die osculirende. Asymptote begegnet ihr gar nicht in 
endlicher Entfernung, ohne dafs deshalb die Annfiherung von der höchstmöglidien Oc^ 
nung ist.' Diese Anomalien finden darin ihre Erklärung, dafs geometrische Relationen, 
wenn sie durch Gränz- Betrachtungen ins Unendliche gerückt werden, dadurch ihre Be- 
stimmtheit verlieren können. HSufig entsprechen analytischen Form-Aenderungen in der 
geometrischen Deutung Uebergange,'die, ohne Widersprüche, im Endlichen nicht Statt fin- 
den könnten. 

308. Es bleibt uns jetzt nur noch der letzte Fall zu betrachten übrig dem die nach* 
stehende Glei^iung entspricht; 
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ip^+Xq = 0. VI. 

Aus der einfiicheii Fonn dieser GlekbuBg erkennt man unmittelbar den Lauf lu&d die Na- 
tur der bezüg^chen Corre, welche Newton die cubische Parabel nennt. Es hat die- 
selbe weder eine gerade Linie noch irgend eine Curve zweiter Ordnung zu ihrer Asym- 
ptote. Es kann auch, wenn wir dieCurven dritter Ordnung nicht ausschliefsen» die cubi- 
sche Parabel nur eine zweite cubische Parabel zur Asymptote habend und es kann diese 
zweite kdne andere sein, als die ursprünglicbe selbst, parallel verschoben nach der Rich- 
tung der geraden Linie: p == 0. 

209. Zum Schlüsse dieses Paragraphen wollen wir die verschiedenen Fälle ^ die uns 
in dem Vorstehenden, bei der Discussion der allgemeinen . Gleichung des dritten Grades 
zwischen zwei veränderlichen Groben, entgegengetreten sind, übersichtlich zusammenstel- 
len. In dieser Zusammenstellung bedeuten p, q, r und s reelle lineare und ganze Functio- 
nen mit zwei unbestimmten Coef&cienten. Wir ktanen etwa die beiden letzten derselben 
auch als solche lineare Functionen der beiden ersten betrachten, und demgemäfs zum Bei- 
spiel r ^ p+aq+b und s ^ p+cq-|-d setzen und dann die beiden ersten Functio- 
nen namentlich auch als Parallel- Coordinaten construiren, wodurch, so lange wir die An- 
nahme der beiden Axen keiner Beschränkung unterwerfen, der Allgemeinheit kein Abbruch 
geschieht. Die griechischen Buchstaben bedeuten überall unbestimmte Coefficienten. 

L L Curven mit drei reellen geradlinigen Asymptoten, von neun Constanten abhän- 
gig. Formen der allgemeinen Gleichung: 

pqr-f-^s = 0, 
p(u' — 7^y^)+fiB = 0. 

2. Curven mit drei reellen geradlinigen Asymptoten, unter welchen eine oseulirende 
sich befindet. Die Linie S ist dieser Linie parallel. Anzahl der Constanten: acht. For- 
men der allgemeinen Gleichung: 

pqr+/u(p+x) = 0, 

3. Curven mit drei osculirenden reellen geradlinigen Asymptoten. Die Linie S liegt 
unendlich weit. Anzahl der Constanten: si ab en. Formen der allgemeinen Gleichung: 

pqr+f* = 0, 

4. Curven mit xwei imaginären geradlinigen Asymptoten, die sich in einem reeUen 
Puncte, dem Asymptotenpuncte, schneiden, und mit einer reellen geradlinigen Asymptote. 
Anzahl der Constanten: neun. Allgemeine Gleichung: 

• p(u*-+-y^v^)-|-/is =s 0. 

5. Curven mit zwei imaginären, ip einem ricellen Puncte sich sehneidenden, und mit 
einer osculirenden reellen geradlinigen Asymptote. Die Linie S ist dieser letztem, paral- 
lel. Anzahl der Constanten: acht. Allgemeine Gleichung: 

P(u»+A*)+KP+^) = 0- 

6. Curven mit zwei imaginären j* in einem reeUen Puncte sich schneidenden, und mit 

einer osculirenden reellen geradlinigen Asymptote. Die Linie S liegt 'unendlich weit. An- 
zahl der Constanten: sieben. Allgemeine Gleichung: 

TP(u^+fy'')+fi = 0. 
U. 7. Curven mit einer geradlinigen Asymptote und mit parabolischen Asymptoten^ 
unter welchen dne einfach osculircnde sich befindet. Betrachten wir diese letztere, so wird 
die Linie S ein Durchmesser derselben« Anzahl der Constanten: acht. Allgemeine Gleichung; 
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(p+x) {q'+ip} 4-Kq+<^) = 0- 

8. Carven mit einer osculirenden geradlinigen Asymptote und mit parabolischen Asym- 
ptoten, unter weichen eine nach höchster Ordnung osculirende sich befindet. Die Linie 
S ist überhaupt der geradlinigen Asymptote parallel, insbesondere aber liegt sie, wenn wir 
die osculirende parabolische Asymptote betrachten, unendlich weit. Anzahl der Constan- 
ten: sieben. Allgemeine Gleichung: 

(p+x){q«+Ap}+^ = 0. 

III. 9. 'Curven mit drei reellen geradlinigen Asymptoten, unter welchen zwei parallel 
sind. Mit diesen letztern ist noch die Linie S parallel. Anzahl der Constanten: sieben. 
Allgemeine Gleichung: p(q^ — t9'*)H-^(q+<r) = 0. 

10. Curven mit drei reelFen geradlinigen Asymptoten, unter welchen zwei parallel 

sind und die dritte eine osculirende ist. Die Linie S liegt unendlich weit. Anzahl der 

Constanten: sechs. Allgemeine Gleichung: 

f(^^ — 0^^)+fi = 0. 

11. Curven mit einer reellen und zwei imaginären, einander parallelen, geradlinigen 
Asymptoten. Der Asymptotenpunct liegt nach der (reellen) Richtung der beiden imaginS- 
ren Asymptoten, mit denen auch die Linie S parallel bt, unendlich weit. Anzahl der 
Constanten: sieben. Allgemeine Gleichung: 

12. Curven mit einer osculirenden reellen geradlinigen Asymptote und zwei imaginS- 
ren einander parallelen. Der Asymptotenpunct liegt nach der Richtung dieser letztem un- 
endlich weit. Die Linie S liegt unendlich weit. Anzahl der Constanten: sechs. Allge- 
meine Gleichung: p(q*+'9")+iW = 0. 

13. Curven mit drei geradlinigen Asymptoten, von welchen zwei in eine einzige ge- 
rade Linie zusammenfallen. Die Linie S ist dieser geraden Linie parallel« Anzahl der 
Constanten: sechs. Allgemeine Gleichung: 

pq'+Kq+<y) = 0. 

14. Curven mit drei geradlinigen Asymptoten, von welchen zwei in eine einzige ge- 
rade Linie zusammenfallen und die dritte eine osculirende ist. Die Linie S liegt unend- 
lich weit. Anzahl der Constanten: fünf. Allgemeine Gleichung: 

pq«+^t == 0. 

IV. 15. Die semicubische Parabel, die von fünf Constanten abhängt, und deren 
Gleichung: p'+Aq' = 0. 

16« Curven, welche semicubische Parabeln zu Asymptoten haben, unter welchen eine 
einfach osculirende sich befindet. Betrachten wir diese letztere, so ist die bezügliche Linie 
S eine derjenigen Chorden der Parabel, welche von der Tangente in ihrer Spitze halbirt 
werden. Anzahl der Constanten: sieben. Allgemeine Gleichung: 

p'+Aq«+^(p+x) = 0. 

17. Curven, welche semicubische Parabeln zu Asymptoten haben, unter welchen sich 
eine nach höchster Ordnung osculirende befindet. Die Linie S ist, im Allgemeinen, der 
Tangente in der Spitze der parabolischen Asymptote parallel, und liegt, wenn wir für diese 
die osculirende nehmen, unendlich weit. Anzahl -der Constanten: sechs. Allgemeine 
Gleichung: p»+;iq«^^ = o. 

y. 18. Die Trident-Curve mit einer geradlinigen Asymptote und solchen paraboli- 
schen Asymptoten, die jene zu einem ihrer Durchmesser haben. Unter den parabolischen 
Asymptoten befindet sich eine einfach osculirende. Im Allgemeinen bt die Linlö S eben- 
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falls ein DurchmeBser der parabolischen Asymptote, liegt aber, wenn wir für die^e die os- 
culirende nehmen, unendlich weit. Anzahl der Constanten: sechs. Allgemeine Gleichung: 

p(p»+iq)+^ = 0. ♦) 

VI. 19. Die cubische Parabel, die von fünf Constanten abhängt, und deren Glei- 
chung: p'-+-Aq = 0. 

210. Die neunzehn yerschiedenen Fälle, welche wir in der vorigen Nummer zu- 
sammengestellt haben, reduciren sich, wenn wir einerseits die beiden Fälle 5. und 6. und 
andrerseits die drei Fälle 15., 16. und 17. in einen einzigen zusammenziehen, auf die 
sechszehn Ton EuLer, im 9. Kapitel des zweiten Bandes seiner „Einleitung in die Ana- 
lysis des Unendlichen", aufgestellten Arten von Curven dritter Ordnung. Das Euler'sche 
EintdVilungs-t^rincip scheint keinesweges so absolut bestimmt, als am angeführten Orte 
§. 236. behauptet wird; mir scheint, um meine eigene Meinung auszusprechen, dafs von 
einem Eintheilungs- Principe da eigentlich keine Rede sein könne, wo es nur zwei coor- 
dinirte Fälle gibt, welche beide in der allgemeinen Gleichung I. enthalten sind, dafs nem* 
lieh die Asymptoten der Curven dritter Ordnung entweder alle drei reell oder zwei der- 
selben imaginär sind, und wo alle übrigen Fälle bloCs allmälig sich abstufende Unterarten 
oder Abarten von Curven dritter Ordnung bezeichnen. Die geradlinigen Asymptoten wer- 
den in untergeordneten Fällen durch krummlinige vertreten; soll man, wie Euler es thut, 
nur bei jenen nicht, aber bei diesen eine verschiedene Ordnung der Annäherung unter- 
scheiden? Wenn wir blofs die Curven der dritten Ordnung mit parabolischen Asym- 
ptoten betrachten, so erhalten wir indefs keine neue Art vqq Curren, gleichviel, ob wir 
auch auf die letzte Unterscheidung Rücksicht nehmen oder nicht. Soll man diese Unter- 
scheidung der Ordnung der Annäherung auch dann noch machen, wenn nur eine einfa- 
chere Curve der dritten Ordnung selbst als Asymptote sich darstellt? Die Beantwortung 
dieser Frage ist willkührlich, und es ist ohne Bedeutung, ob wir die drei Fälle 15., 16. 
und 17. in einen einzigen zusammenziehen oder nicht. 

Wichtiger scheint mir zu sein, dafs wir nicht die beiden Fälle 5. und 6. mit einander 
verschmelzen, und dafs wir, überhaupt, als Grundsatz aufstellen, kein Eintheilungs-Princip 
der Curven der dritten oder einer hohem Ordnung aus blofs geometrischen Betrachtungs- 
weisen herzunehmen, und nach diesen, in der analytischen Darstellung, die verschiedenen 
möglichen Formen, welche die bezügliche allgemeine Gleichung" der Curven annehmen 
kann, zu unterscheiden; sondern die Eintheilung der Curven lediglich und von vorne her- 
ein auf die Verschiedenheit der möglichen Formen ihrer Gleichung zu basiren. Mag im- 
merhin der Lauf derjenigen Curven, welche jenen beiden Fällen entsprechen, grofse Ue- 
bereinstimmung haben, weil, wenn ich mich so ausdrücken darf, das Unterscheidende ins 
Imaginäre hinfibergertickt ist.' Es findet dieselbe Uebereinstimmung aber s^uch Statt, wenn 
wir zum Beispiel die Curven des^ 12« Falles^ welche zwei parallele imaginäre Asymptoten 
haben, mit besondem Arten der eben erwähnten beiden Fälle zusammenstelle. Und man 
vrird doch nicht behaupten, dafs der Begriff paralleler imaginärep Asymp.toten ein 
geometrischer sei, und dafs man, durch unmittelbare geometrische Anschauung, unter ima- 



*) Ettler gibt irrth&mlick in seiner Iniroducih II f eap. X. §. 259, filr die möglichst einfache Gleichung 
dieser Art ¥on Canren die folgende: ' 

n'+atn-l-bH-d = 0, 
Ludern er dnrch n nnd t beliebige schiefwinklige Coordinaten bezeichnet Es enthält diese Gleichung 
eine Constante zn viel, wir können unbeschadet der Allgemeinheil b gleich Nnll setzen. Wenn diels 
nickt der Fall wire, mll&te diese Art Ton Curen noäiwendig eine besondere Unterabtheiloii^ eInschDelsen. 
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ginären, das beiist nicht existirenden, geraden Linien, parallele unterscheiden könne. Der 
Aosdnick paralleler imaginärer Asymptoten, den anch Eni er gebrandit, ist blofc die geo- 
metrische Bezeichnung eines analytischen Faclnrns: dien so könnten wir sagen, daÜB im & 
Falle die beiden imaginären Asymptoten osculirende sind. Vor Allem müs- 
sen wir die analytische Consequenz festhalten; bei den Gurren- der höheren Ordnung kann 
von keiner geometrischen die Rede sein: schon der allgemeine Begriff solcher 
Cnryen ist der Geometrie fremd. 



Allgr^meine yeonietrtäebe Coneitnietloii der Carren dritter 

Ordnung^. 

211. Wir können die allgemeine Gleichung der Cunren dritter Ordnung: 

pqr+^8 s= 0, L 

durch Einführung einer willkührlichen Constanten $ auf folgende Form bringen: 

p(qr+|)+(jMS — Sp) = 0, 
und dann di^elbe befriedigen, indem wir zugleich . * 

qr+g =0, (1) 

^a_|p = 0, (2) 

setzen. Es liegen also alle Durchschnittspuncte der beiden durch die letzten Gldchnngai^ 
bbi jeder beliebigen Annahme von |, dargestellten geometrischen Oerter auf der durch I. 
dargestellten Corven dritter Ordnung. Zugleich ist klar, dafs der erste dieser beiden Oer- 
ter, wenn wir unendlich weit entfernt liegende Durchschnittspuncte ausschlieCsen, die Corve 
I. in keinem andern Poncte auCserdem noch schneidet. Die Gleichung (1) stellt eine Cunre 
zweiter Ordnung dar, welche diejenigen beiden Asymptoten der zu oonstruirenden Curre 
I., deren Gleichungen die folgenden sind: 

q = 0, ,r = 0, 

zu ihrer eigenen hat. Wir wollen zuvörderst annehmen, dafs diese Asymptoten reell 
seien. Alsdann ist diese Curve eine Hyperbel, eine hyperbolische Asymptote, dor sicfa 
vier Zweige der zu construirenden Curve immer mehr nfthetn. Die Gleichung (2) wird 
befriedigt, wenn wir zugleich 

p == und s = 0, 
setzen, und stellt also eine solche gerade Linie dar, die durch den Dttrchschnittspunet der 
dritten Asymptote der Curve I. und der Linie S geht. Diese gerade Linie achneidet die 
Hyperbel (1), im Allgemeinen, in zwei Puncte; diese beiden Puncte liegen zugleich auf 
der Curve I. 

Die Curve L ist vollkommen bestimmt; wenn ihre drei Asymptoten P, Q und R, die 
Linie S und der constante Coefficient /i, oder auch, statt dieses Coefficienten, irgend ein 
Punct der Curve, gegeben sind. Eben so ist die Hyperbel (1) vollkommen bestimmt; 
wenn ihre beiden Asymptoten Q und R und fiberdiefs der Coefficient |, oder, statt die- 
ses CoefBdenten, irgend ein Punct derselben, gegeben sind. Nehmen wir insbesondere an, 
dais irgend ein Punct der Curve I , den wir durch M bezeidbnen wollen, gegeben sei, und 
dafs durch eben diesen Punct auch die Hyperbel (l) gehe, so ist diese eine vollkommen 
bestimmte, und schneidet, au£ser in dem Puncte M, die Curve L nur noch in einem ^inzi- 



§. 3. Allgemeine geometrische Gonstruction der Gufven etc. 167 

gen Puncte. Dieser zweite Dorchschnittspiinct liegt ebenfalls auf der geraden Linie (2^ 
die ihrerseits dadurch yoUkommen bestimmt ist, dafs sie durch den gegebenen Punct M 
nnd den Durchschnittspnnct der Asymptote P nnd der Linie S, die wir ebenfalls beide 
als gegeben betrachten, hindurchgeht Um einen neuen Punct der zu construirenden Curve 
dritter Ordnung za erhalten, brauchen wir also blofs den zweiten Durchschnittspnnct der 
so bestimmten Linie (2) mit der Hyperbel (1) zu construiren: eine Gonstruction, die sich 
auf die leichteste Weise ergibt 

Es seien (Fig. 5.) PP, QQ und RR die drei Asymptoten der zu construirenden CurveFlg. 5. 
I., und S, S' und S" diejenigen drei Puncte, in welchen diese Asymptoten bezüglich von ' 
der Linie S geschnitten werden. M sei ein gegebener Punct der Curve. Diesen Punct 
wollen wir mit dem Puncte S durch eine gerade Linie verbinden, welche den beiden Asym* 
ptoten QQ und RR bezüglich in den- Puncten K und L begegnen, und dann auf dieser ^ 
geradoi Linie einen neuen Punct M| so bestimmen, dafs 

M,L = KM. 
Alsdann ist Mi ein Punct dw Curve I. Denn, nach einem allbekannten Satze, liegt die- 
ser Punct auf derjenigen Hyperbel, welche QQ und RR zu ihren Asymptoten hat, und 
flberdiefs durch den gegebenen Punct M geht. 

Da wir in der vorstehenden Gonstruction die Asymptote PP, nach einander, mit jeder 
der beiden andern Asymptoten QQ und RR vertauschen können, so erhalten wir zunächst 
noch zwei neue Puncte der zu construirenden Curve L (die Puncte Mj' und M/'), und 
hiemach ganz auf gleiche Weise, im Allgemeinen, beliebig viele neue Puncte dersel- 
ben. Diese, aus dei" Form der Gleichung I. unmittelbar hervortretende, allgemeine Con* 
stractibn der Curve dritter Ordnung ist der Gonstruction einer Hyperbel, welche zwei ge- 
gebene gerade Linien zu ihren Asymptoten hat und durch einen gegebenen Punct gehen 
soll,' ganz ähnlich: es ist diese Cönstruction selbst, nur mit dem Unterschiede, dafs jeder 
neue Gonstructionspunct auf einer neuen solchen Hyperbel liegt. 

Die vorstehende Gonstruction findet auch dann ihre volle Anwendung, wenn die Linie 
S einer der drei Asymptoten, etwa PP, parallel ist Akdann liegt der Punct S unendlich 
iteit, so dafs jede durch denselben gehende gerade Linie mit jener Asymptote ebenfaDs 
parallel ist DieCs finden wir durch die Gleichung (2) bestätigt, welche für den frag- 
lichen Fall die Form: p+coiM< = 0, 
annimmt. 

Es besteht dieselbe Gonstruction auch noch in demjenigen Falle, dafs die Linie S un- 
endlich weit liegt. Alsdann treten an die Stelle der durch die drei Puncte S,,S' und S" 
gehenden drei geraden Linien, drei gerade Linien, welche den drei Asymptoten parallel sind. 

212. Wenn zwei Asymptoten der zu construirenden Curve dritter Ordnung* parallel 
sind (Fall HL), so ist durch Gränz-Bötrachtungen von vorne herein ersichtlich, dafs auch 
dann noch die obige Gonstruction besteht, und zugleich folgt, dafs, wenn QQ und RR 
die beiden parallelen Asymptoten sind, jede gerade Linie, welche durch den Punct S geht, 
die Curve in solchen zwei Püncten (M und Mi etwa) schneidet, welche beide innerhalb 
oder beide aufserhalb der beiden parallelen Asymptoten liegen und gleich weit von den- 
selben abstehen. Jedoch erhalten wir hier unmittelbar nur einen einzigen neuen Punot 
der zu construirenden Curve. 

Wir können in dem vorliegenden Falle der allgemeinen Gleichung auf unendlichma- 
lige Art folgende Form geÜen: 

pqr+jMS =s 0, 
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die hier sich folgendergestalt particalarisfaren läfst: 

P(q+x)(q— x)+/is = 0; (3) 

und können also auch die fragliche Constmction, welche einzig von dieser Form abhängt» 
nnendlich oft in Anwendung bringen. Die Linie S kann hierbei jede beliebige gerade 
Linie sein, welche durch den Durchschnitt der Curve mit der nicht parallelen Asymptote 
P geht. . Für diejenigen beiden geraden Linien, welche wir in dem Vorstehenden QQ und 
RR genannt haben , und welche nun durch die beiden Gleichungen: 

q4-x = 0, q — X = 0, (4) 

dargestellt werden, ergeben sich alsdann diejenigen beiden, welche durch die beiden tibri- 
gen Durchschnittspuncte der Linie S mit der Curve gehen und mit den beiden parallelen 
(reellen, imaginären öder zusammenfallenden) Asymptoten derselben parallel, aber nicht 
mehr diese Asymptoten selbst sind. 

Die Gleichung der Curve (3) wird befriedigt, wenn wir, ähnlich wie frtiher, indem £ 
eine unbestimmte Constante bezeichnet, zugleich 

(q+^)(q-^)+l = 0, (5) 

^s-lp = 0, (6) 

setzen. Die erste dieser beiden Gleichungen stellt ein System voü solchen zwei geraden 
Linien dar, die den beiden geraden Linien (4) parallel sind, und gleich diesen und den 
beiden parallelen Asymptoten, von der durch die Gleichung: q = 0, dargestellten gera- 
den Linie zu beiden Seiten derselben gleich weit abstehen. Das System dieser beiden 
Linien tritt hier an die Stelle der in dem allgemeinen Falle durch die Gleichung (1) dar- 
gestellten Hyperbel. Die Gleichung (6) stellt eine selche gerade Linie dar, welche aurch 
den Durchschnittspunct der Curve dritter Ordnung mit der nicht parallelen Asymptote der- 
selben geht. Der geometrische Ort für die Mitte zwischen den beiden Durchschnittspunc- 
ten irgend einer solchen geraden Linie und der der Curvje dritter Ordnung ist also, in 
Uebereinstimmung mit den Anfangs -Bemerkungen dieser Nummer, die gerade Linie: qrtsO. 

In dem fraglichen Falle hängt die Constmction der Curven dritter Ordnung nur von 
sieben Constauten ab. Dieser Coustanten- Anzahl entsprechend, können wir irgendeine 
hierher gehörige Curve dadurch bestimmen, dafs wir ihre Asymptote P und ihren Durch- 
schnitt mit derselben, femer diejenige, in allen Fällen reelle, gerade Linie: q s=: 0, welche 
den parallelen (reellen oder imaginären) Asymptoten der Curve parallel ist, und in der 
Mitte zwischen beiden hindurchgeht, und endlich irgend zwei Puncte der Curve, als ge- 
geben betrachten. Alsdann erhalten wir, nach dem Vorstehenden, sogleich zwei neue Puncte 
der Curye, die so weit von der gegebenen geraden Linie abstehen, als die beiden letzt- 
genannten Puncte. Und durch je zwei Puncte der Curve, die von dieser geraden Linie 
gleich weit abstehen, können wir derselben zwei gerade Linien parallel ziehen und diese 
als die beiden gegebenen geraden Linien QQ und RR und jene beiden Puncte selbst als 
die Puncte S' und'S", in der allgemeinen Constmction der vorigen Nummer, betrachten. 

213. Es ist offenbar, dafs wir die fragliche Constmction auch in dem \L Falle in 
Anwendung bringen können. Und zwar können wir hierbei jede beliebige gerade Linie, 
welche die bezügliche Curve in drei reellen 'Puncten schneidet, zur Linie S nehmen. Die- 
jenigen drei geraden Linien, welche alsdann an die Stelle der drei Asymptoten PP, QQ 
und RR, in dem allgemeinen Falle treten, gehen durch diese drei Durchschnittspuncte, sie 
sind unter einander parallel und haben eine solche Richtung, dafs keine derselben die 
Curve aufserdcm noch, weder in einem reellen noch imaginären, Puncte, schneidet. Sie 
sind, wenn wir die in Rede stehenden Curven, wie früher, durch die Gleichung: 
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p«+Aq = , VI. 

darstelleOy der durch die GleicbuDg: p = 0, dargestellten geraden Linie, die >nr die Axe 
der Curve nennen wollen, parallel. Ich füge, um die Uebertragung der allgemeinen Gon- 
struction agf den vorliegenden Fall zu veranschaulichen, die 6. Figur, mit Beibehaltung der Flg. 6. 
frühem Bezeichnung, hinzu. 

Wir begegnen hier zugleich einer characteristischen Eigenschaft der, dem YL Fcille 
entsprechenden, cubischen Parabeln. 

Wenn man einen Punct auf dem Umfange^iner cubischen Parabel be- 
liebig annimmt, und eine durch diesen Punct gehende gerade Linie um 
denselben sich drehen läfst, so ist der geometrische Ort für die Mitte zwi- 
schen den beiden übrigen Durchschnittspuncten dieser geraden Linie und 
der Gnrve eine neue gerade Linie. Wenn der beliebig angenommene 
Punct auf der Curve sich fortbewegt, so rückt diese neue gerade Linie, 
parallel mit sich selbst, fort. 

Der erste Theil dieses* Satzes besteht, nach der vorigen Nummer, auch für den Fall 
der Curven. III. mit zwei parallelen Asymptoten, nur mit der Beschränkung, dafs der Punct 
auf dem Umfange der Ciure nothwendig ihr Durchschnitt mit der dritten Asymptote sein 
mnfs. 

214. Wir können eine Curve dritter Ordnung mit zwei imaginären Asymptoten 
durch ihre reelle, dritte Asymptote, ihren Asymptotenpunct, durch die Linie S und irgend 
einen Punct auf ihrem Umfange als gegeben. betrachten (180). In diesem Falle gibt uns 
diejenige Gonstruction, mit der wir uns in der vorigen Nummer beschäftigt haben, unmit- 
telbar, nur einen einzigen neuen Punct; weil alsdann zwei der drei Durdischnittspuncte, 
welche die Linie S verbindet, imaginär sind, und also jede Gonstructian, in der einer der- 
selben einzeln vorkommt, wegfällt. Was die Gonstruction dieses Punctes betrifft, so wird 
die allgemeine Gleichung dieser Gurven: 

p(u»+yV)+^8'= 0, ^ (7) 

befriedigt, wenn, indem $ wiederum eine unbestimmte Gofstante bezeichnet^ die folgenden - 
beiden Gleichungen zugleich bestehen: 

u^+yV+S = 0, (8) 

A«— Ip = 0- (9) 

Die erste dieser beiden Gleichungen stellt eine Ellipse dar, die, wenn der Werth von | immer 
kleiner wird und zuletzt verschwindet, in den Asymptotenpunct' selbst Übergeht, und, je 
nachdem £ einen negativen oder positiven Werth hat, reell oder imaginär ist. Wir kön- 
nen sagen, dafs, so wie die hyperbolische Asymptote (1), im Falle dreier reellen Asym- 
ptoten, mit .der Gtfrve ip unendlicher Entfernung einen reellen doppelten Contact hat, in 
dem vorliegenden Falle die Ellipse (8) mit der Gurve in unendlicher Entfernung einen 
imaginären doppelten Gontact habe. Es läfst sich der unbestimmte Goefficient ^ immer 
so annehmen, dafs diese Ellipse durch den gegebenen Punct der zu construirenden Gurve 
(7) geht. Dann liegt der zweite Durchschnittspunct dieser Gurve mit der Ellipse zugleich 
auf der geraden Linie (9), welche jenen gegebenen Punct mit dem Durchschnitte der gege- 
benen reellen Asymptote und der gegebenen Linie S verbindet. Dieser neue Punct der zu 
construirenden Gurve ergibt sich hiernach sehr leicht. 

Es sei (Fig. 7.) A der Asymptotenpunct, PP die reelle Asymptote und S derjenige Fig. 7. 
Punct, in welchem sie von der Linie S geschnitten wird. Es habe ferner die Gurve ima- 
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die hier sich folgendergestalt particularisiren ISlst: 

und können also auch die fragliche Constraction , welche einzig von dieser Form abhängt, 
unendlich oft in Anwendung bringen. Die Linie S kann hierbei jede beliebige gerade 
Linie sein» welche durch den Durchschnitt der Curve mit der nicht paraUelen Asymptote 
P geht. . Für diejenigen beiden geraden Linien, welche wir in dem Yontehenden QQ und 
RR genannt haben, und welche nun durch die beiden Gleichungen: 

q+x = 0, q — x = 0, (4) 

dargestellt werden, ergeben sich alsdann diejenigen beiden, welche durch die beiden übri- 
gen Durchschnittspuncte der Linie S mit der Curve gehen und mit den beiden parallelen 
(reellen, imaginären öder zusammenfallenden) Asymptoten derselben parallel, aber nicht 
mehr diese Asjmploten selbst sind» 

Die Gleichung der Curve (3) wird befriedigt, wenn wir, ähnlich wie früher, indem £ 
eine unbestimmte Constante bezeichnet, zugleich 

(q+x)(q-x) + | = 0, (5) 

^8-lp = 0, (6) 

setzen. Die erste dieser beiden Gleichungen stellt ein System voü solchen zwei geraden 
Linien dar, die den beiden geraden Linien (4) parallel sind, und gleich diesen und den 
beiden parallelen Asymptoten, von der durch die Gleichung: q = 0, dargestellten gera- 
den Linie zu beiden Seiten derselben gleich weit abstehen. Das System dieser beiden 
Linien tritt hier an die Stelle der in dem allgemeinen Falle durch die Gleichung (1) dar- 
gestellten Hyperbel. Die Gleichung (6) stellt eine solche gerade Linie dar, welche aurch 
den Durchschnittspunct der Curve dritter Ordnung mit der nicht parallelen Asymptote der- 
selben geht. Der geometrische Ort für die Mitte zwischen den beiden Durchschnittspunc- 
ten irgend einer solchen geraden Linie und der der Curvjß dritter Ordnung ist also, in 
Ucbereinstimmung mit den Anfangs -Bemerkungen dieser Nummer, die gerade Linie: qt^aO. 

In dem fraglichen Falle hängt die Construction der Curven dritter Ordnung nur von 
sieben Constauten ab. Dieser Coustanten- Anzahl entsprechend, können wir irgend eine 
hierher gehörige Curve dadurch bestimmen, dafs wir ihre Asymptote P und ihren Durch- 
schnitt mit derselben, femer diejenige, in allen Fällen reelle, gerade Linie: q = 0, welche 
den parallelen (reellen oder imaginären) Asymptoten der Curve parallel ist, und in da 
Mitte zwischen beiden hindurchgeht, und endlich irgend zwei Puncte der Curve, als ge- 
geben betrachten. Alsdann erhalten wir, nach dem Vorstehenden, sogleich zwei neue Puncte 
der Curye, die so weit von der gegebenen geraden Linie abstehen, als die beiden letzt- 
genannten Puncte. Und durch je zwei Puncte der Curve, die von dieser geraden Linie 
gleich weit abstehen, können wir derselben zwei gerade Linien parallel ziehen und diese 
als die beiden gegebenen geraden Linien QQ und RR und jene beiden Puncte selbst als 
die Puncte S' und 'S", in der allgemeinen Construction der vorigen Nummer, betrachten* 

213. Es ist offenbar, daCs wir die fragliche Construction auch in dem VL Falle in 
Anwendung bringen können. Und zwar können wir hierbei jede beliebige gerade Linie, 
welche die bezügliche Curve in drei reellen 'Puncten schneidet, zur Linie S nehmen. Die- 
jenigen drei geraden Linien, welche alsdann an die Stelle der drei Asymptoten PP, QQ 
und RR, in dem allgemeinen Falle treten, gehen durch diese drei Durchschnittspuncte, sie 
sind unter einander parallel und haben eine solche Richtung, dafs keine derselben die 
Curve aufserdcm noch, weder in einem reellen noch imaginären .Puncte, schneidet. Sie 
sind, wenn wir die in Rede stehenden Curven, wie früher, durch die Gleichung: 
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p«+;Lq = 0, VI. 

darstelleDy der durch die Gleicbnng: p = 0, dargestellten geraden Linie, die vfir die Axe 
der Gurre nennen wollen, parallel. Ich füge, um die Uebertragung der allgemeinen Gon- 
struction ayf den vorliegenden Fall zu veranschaulichen, die 6. Figur, mit Beibehaltung der flg. 6. 
frühem Bezeichnung, hinzu. 

Wir begegnen hier zugleich einer characteristischen Eigenschaft der, dem YL Falle 
entsprechenden, cubischen Parabeln. 

Wenn man einen Punct auf dem Umfangen^iner cubischen Parabel be- 
liebig annimmt, und eine durch diesen Punct gehende gerade Linie um 
denselben sich drehen l&fst, so ist der geometrische Ort für die Mitte zwi- 
schen den beiden übrigen Durchschnittspuncten dieser geraden Linie und 
der Gnrve eine neue gerade Linie. Wenn der beliebig angenommene 
Punct auf der Gurve sich fortbewegt, so rückt diese neue gerade Linie, 
parallel mit sich selbst, fort. 

Der erste Theil dieses' Satzes besteht, nach der vorigen Nummer, auch für den Fall 
der Gurven. III. mit zwei parallelen Asymptoten, nur mit der BesehrSnkung, dafs der Punct 
auf dem Umfange der Gurve nothwendig ihr Durchschnitt mit der dritten Asymptote sein 
mufs. 

214. Wir können eine Gurve dritter Ordnung mit zwei imaginären Asymptoten 
dnrch ihre reelle, dritte Asymptote, ihren Asymptotenpunct, durch die Linie S und irgend 
einen Punct auf ihrem Umfange als gegeben. betrachten (180). In diesem Falle gibt uns 
diejenige Gonstruction, mit der vnr uns in der vorigen Nummer beschäftigt haben, unmit- 
telbar, nur einen einzigen neuen Punct; weil alsdann zwei der drei Durdischnittspuncte, 
welche die Linie S verbindet, imaginär sind, und also jede Gonstructian, in der einer der- 
selben einzeln vorkommt, wegfällt. Was die Gonstruction dieses Punctes betrifft, so wird 
die allgemeine Gleichung dieser Gurven: 

p(u«+yV)+^s'=0, ' (7) 

befriedigt, wenn, indem ^ wiederum eine inibestimmte Gotfstante bezeichnet, die folgenden * 
beiden Gleichungen zugleich bestehen: 

u^+yV+S = 0, (8) 

^— Ip = 0. (9) 

Die erste dieser beiden Gleichungen stellt eine Ellipse dar, die, wenn der Werth von £ immer 
kleiner wird und zuletzt verschwindet, in den Asymptotenpunct^ selbst übergeht, und, je 
nachdem £ einen negativen oder positiven Werth hat, reell oder imaginär ist. Wir kön- 
nen sagen, dafs, so wie die hyperbolische Asymptote (1), im Falle dreier reellen Asym- 
ptoten, mit .der Gurve |p unendlicher Entfernung einen reellen doppelten Gontact hat, in 
dem vorliegenden Falle die Ellipse (8) mit der Gurve in unendlicher Entfernung einen 
imaginären doppelten Gontact habe. Es läfst sich der unbestimmte Goefficient ^ immer 
so annehmen, dafs diese Ellipse durch den gegebenen Punct jder zu construirenden Gurve 
(7) geht. Dann liegt der zweite Durchschnittspunct dieser Gurve mit der Ellipse zugleich 
auf der geraden Linie (9), welche jenen gegebenen Punct mit dem Durchschnitte der gege- 
benen reellen Asymptote und der gegebenen Linie S verbindet. Dieser neue Punct der zu 
construirenden Gurve ergibt sich hiemach sehr leicht. 

Es sei (Fig. 7.) A der Asymptotenpunct, PP die reelle Asymptote und S derjenige Fig. 7. 
Punct, in welchem sie von der Linie S geschnitten wird. Es habe femer die Gurve ima- 
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■ 

{inäre Kreis-Asjmpfoten*), so dafs die Gleichung (8) einen Kreis darstellt, dessen Mit- 
telpuoct A ist. Es sei M endlich der gegebene Punct. Zieht man alsdann 6M, und be- 
schreibt um A y als Mittelpanct, einen Kreis, welcher durch M geht, so ist der zweite Punct, 
den dieser Kreis mit jener geraden Linie SM gemein hat, der Punct Mi, der rerlangte 
neue Punct der Curve dritter Ordnung. 

215. Wir können die bisher entwickelte Construction der Curven dritter Ordnung 
aus einem allgemeinern Gcsichtspuncte betrachten, und ihr dadurch eine solche Ausdehnung 
geben, dafs sie in jedem JFalle zur vollständigen Bestimmung der Curve führt. Zu diesem 
Ende wollen wir der allgemeinen Gleichung der Curven dritter Ordnung folgende Form 
geben: pK-f-/e^ = 0, (1) 

indem wir durch K irgend eine Function des zweiten Grades bezeichnen. Da eine solche 
Function fünf konstante enthält, so wird dadurch jn die allgemeine Gleichung der Cur- 
ven dritter Ordnung eine zehnte Con^tante willkührlich eingeführt. Es stimmt die Form 
der letzten Gleichung mit der Form der Gleichung der 211. Nummer überein. Es stellt 
alsdann die Gleichung: K = 0, (2) 

wenn erstens alle Asymptoten der Curve reell sind, irgend eine Hyperbel dar, welcher 
sich vier unendliche Zweige immer mehr annähern; wenn zweitens zwei Asymptoten der 
Curve imaginär sind: eine Ellipse, mit denselben beiden imaginären Asymptoten; wemu 
drittens zwei Asymptoten unendlich weit liegen (IL undV. Fall): eine parabolische 
Asymptote; wenn viertens zwei Asymptoten parallel sind (III. Fall) und im VI. Falle: 
ein System zweier parallelen geraden Linien. In allen diesen Fällen wird die Curve drit- 
ter Ordnung von dem, durch die Gleichung (2) dargestellten, geometrischen Orte zweiter 
Ordnung nur in zwei Puncten geschnitten, weil die vier übrigen, reellen oder imaginären, 
Durchschnittspunct» unendlich weit liegen, und zwar können wir immer voraussetzen, dab 
jener Ort die Curve dritter Ordnung in zwei reellen Puncten schneidet. Es bleibt vor- 
erst nur der lY. Fall hier ausgeschlossen. 

Um die Durchschnittspuncte der Curve (1) mit irgend einer geraden Linie, die wir 
durch die Gleichung:,^ t == , (3) 

darstellen wollen, zu bestimmen, wollen wir p und K als Functionen von s und t be- 
trachten, und hiernach die Gleichung (1), unter Einführung unbestimmter Coefficienteo, 
unter der folgenden Form schreiben: 

(s+^t+i?) {8*+2ast+/?t'+2;^s+2Ä+6}+/[4S = 0, 

und dann t gleich Null setzen. Alsdann kommt: 

(s+i^)(6*+2;'s+e)+/ts = 0. . (4) 



*) Ich nenne „imaginäre Kreis •Asymptoten*' solche imaginSre Asymptoten, ^ ein Kreis hat Die V«^ 
aossetzong solcher Kreis -Asymptoten wollen wir in der Folge da, wo zwei (nicht parallele) imagmire 
Asymptoten bei Cor?en dritter Ordnung vorkommen, allen Constructionen zn Gmnde legen. Wir Ter- 
meiden dadnrch^ dieselben mit Details za überladen, wodurch an, richtig verstandener, ADgemeinheit 
nichts gewonnen wird, nnd erreichen zugleich^ dafs es nns möglich wird, die verschiedenen Fonnen, 
welche die hierher gehörigen Curven dritter Ordnimg annehmen können, zn übersehen. Diese Ueber> 
sichtlichkeit mnls dann nothwcndig verloren gehen, wenn wir bei der Znaammenstellong der einzel- 
nen verschiedenen Arten dieser Curven, die wir in dem Folgeuiden beabsichtigen, bald Cnrv«n mit ima- 
^nSren Kreis -Asymptoten, bald Curven mit solchen imaginären Asymptoten nehmen, wie sie einer El- 
lipse von irgend einem besondem Azen-VerhSltnifs entsprechen. Bei der in Rede stehenden Yorao^ 
Setzung betrachten ^ir z^yar nur einen einzelnen Fall, aber in diesem einzelnen Falle können wir sogleich 
alle Fälle derselben Art übersehen. 
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Die drei Wurzeln dieser Gleichung geben diejenigen Werthe der Function s, welche sich 

auf die drei Durchschnittspuncte der Curve (1) mit der geraden Linie (3) beziehen. 

Wenn ivir auf gleiche Weise die Durchschnittspuncte derselben geraden Linie (3) 

mit dem durch die Gleichung: 

pK = 0, (5) 

dargestellten Systeme einer geraden Linie und (im Allgemeinen) eines Kegelschnittes be- 
stimmen , so finden wir: ^ 

(s+&)(s'+2rs+e) = 0, (6) 

Die Summe der .drei Wurzeln jeder 4^t beiden Gleichungen (4) und (6) ist eine und 
dieselbe, also auch das arithmetische Mittel aus den beidesmaligen drei Wurzeln. Es fal- 
len also auch die Mitten *) der drei Durchschnittspuncte der beliebigen geraden Linie (3) 
mit der Curve dritter Ordnung einerseits, und mit der einen Asymptote dieser Curve und 
(im Allgemeinen) einem Kegelschnitte, der die beiden übrigen Asymptoten zu seinen eige- 
nen hat, andrerseits, in einzigen Punct zusammen. 

216. Zuvörderst 'ergibt sich aus der vorigen Nummer, wenn dre dreh Asymptoten einer 
Curve dritter Ordnung, oder, statt zwei derselben (namentlich auch in dem Falle, dafs 
dieselben imaginär sind und unendlich weit liegen), ein Kegelschnitt, der diese zu sei- 
nen eigenen Asymptoten hat, und aufserdem irgend zwei Puncte einer Curve dritter 
Ordnung gegeben sind, sogleich derjenige dritte Punct derselben, welche auf der, die i^- 
den gegebenen Puncte verbindenden, geraden Linie liegt. Es seien M| und M, die bei- 
den gegebenen Puncte, und diejenige gerade Linie, welche durch dieselben geht, schneide 
die gegebene reelle Asymptote in P| und den gegebenen Kegelschnitt in Kj und K2. Be- 
stimmt man alsdann auf derselben geraden Linie, nach den Gleichungen: 

K|L ^s ^K^K^y LG ^2 jLFi, 

MiN = IM^M,, NM3 = 3NG, 

nach einander die vier Puncte L, G, N und M3, indem wir zugleich auf die, durch die 

letzten Gleichungen angezeigte, gegenseitige Lage der Puncte Rücksicht nehmen, so ist 

det letzte dieser Tier Puncte, nemlich Ma, ein n#uer Punct der Curve dritter Ordnung. 

Ferner folgt unmittelbar aus der vorigen Nummer, dafs, wenn die gerade Linie (3) 
insbesondere durch den Durchschnittspunct der Curvs dritter Ordnung mit der Asymptote 
P geht, die Mitte der beiden Übrigen Durchschnittspuncte dieser Linie und der Curve drit- 
ter Ordnung einerseits, nnd die Mitte der beiden Durchschnittspuncte derselben geraden 
Linie und der Curve (2) andrerseits, zusammenfallen. Diese Bemerkung führt uns zu den 
Constructionen in den ersten Nummern dieses Paragraphen zurück. Aber zugleich ist auch 
klar, dafs, wenn die gerade Linie (3) insbesondere durch einen Durchschnittspunct der 
Curve dritter Ordnung und der Curve (2) geht, die Mitte der beiden noch übrigen Durch- 
schnittspuncte dieser geraden Linie und der Curve dritter Ordnung einerseits, und die Mitte 
zwischen dem zweiten Durchsobnitte derselben geraden Linie mit der Curve (2) und ih- 
rem Durchschnitte mit der reellen Asymptote P andrerseits, in einen ^ud denselben Punct 
zusammenfallen. Was namentlich diese letzte Behauptung betrifft, so können wir dieselbe 
auch unmittelbar aus der obigen analytischen Bezeichnungsweise hernehmen.* Wir brau- 



) Ich werde fiberall nnter „Mitte dreier Pancte^* denjenigen Punct verstehen, In den der Scb^erpnnct 
dreier gleichen Gerichte, die man sich in jenen drei Punclen angebracht denken kann, fallen würde, nnd 
diese Benennung in dem Folgenden anch auf den Fall, dais die drei Pancte nicht in gerader Linie lie- 
gen, anadehnen, nnd sie dann mit dem Anadmcke „Mitte des Ton denselben Pancten gebildften Drd* 
eckt^ als gleiebbedeatend anaeheB. 

22* 
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chen ZQ diesem Ende bloCs, der gemachten Yoranssefzung gemSfs, dafs die Corve (2) durch 
den Durchschnitt der geraden Linie (3) mit der Linie S geht, e gleich Null zu setzen. 
Alsdann stellt sich, als Folge jener Voraussetzung, s als gemeinschaftlicher Factor aller 
Glieder in den beiden Gleichungen (4) und (6) dar, welche hiemach) mit Yemachlässi- 
gting dieses Factors, in die folgenden (ibergehen: 

(s+&){s+2r}+fi = 0, 

woraus das eben Behauptete sogleich hervorgeht. 
Fig. 8. 217. An die vorstehenden Erörterungen schlieCst sich eine allgemeine Conslruction 
der Curven dritter Ordnung an, welche, in Beziehung auf allgemeine Anwendbarkeit, nichts 
zu wünschen mehr übrig läfst. Es sei eine gerade Linie P und irgend ein Ort zweiter 
Ordnung K (in dem Falle der 8. Fig. ein Kreis) gegeben, ferner eine zweite gerade Li- 
nie, welche die erste im Puncte S und diesen Ort in den Puncten S' und S" schneide, und 
endlich aufserdem noch irgend ein Punct M. Zieht man alsdann die gerade Linie SM, 
welche den Ort K in den beiden [Puncten Ki und K^ schneiden, femer S'M und STä^ 
welche die gerade Linie P in den Puncten P' und P'' und den Ort K zum zweiten Male 
in den Puncten K' und K" schneiden, so liegen diejenigen drei Puncte Mi, M^' und Mi", 
welehe man erhält, wenn man auf diesen drei, bezüglich durch die Puncte, S, S' ond S" 
gehenden, geraden Linien: 

K,Mi = MKi, P'Mi' = MK', P^Mi" = MK\ 

nimmt, auf einer Curve dritter Ordnung, welche dadurch bestimmt ist, dals sie die gege- 
bene gerade Linie P zu ihrer Asymptote hat, dafs ihre beiden andern Asymptoten, im All- 
gemeinen, die Asymptoten des gegebenen Ortes K sind, und dafs sie überdiefs durch die 
vier gegebenen Puncte S, S', S" und M geht. Nachdem auf diesem Wege drei neue Puncte 
dieser Curve dritter Ordnung gefunden sind, ergeben sich unmittelbar so viele Puncte der- 
selben M^ u. s. w., als man will. 

218. Nach dem Verfahren in der vorigen Nummer kann man jede Curve dritter Ord- 
nung construiren, mit Ausnahme des einzigen lY. Falles. Wenn der gegebene Ort K dne 
Hyperbel ist, so hat die Curve dritter Ordnung drei reelle Asymptoten; zwei dieser 
Asymptoten werden imaginär, wenn an die Stelle der gegebenen Hyperbel eine Ellipse 
tritt. Ist der Ort K eine Parabel, so hat die Curve,^ im Allgemeinen, dieselbe zur para- 
bolischen Asymptote. Ist derselbe ein System von zwei parallelen geraden Linien, so hat 
die Curve, im AllgcuMinen, zwei parallele (reelle, ftnaginäre oder zusammenfallende) Asym- 
ptoten. Sind die beiden parallelen geraden Linien insbesondere auch der gegebenen ge- 
raden Linie P parallel, so gehört die Curve zu dem YI. Falle. In dem besond«rn Falle 
endlich, dafs der gegebene Ort K eine Parabel und die gegebene gerade Linie P ein 
Durchmesser derselben ist, erhält man eine Curre des Y. Falles; es ist alsdann jene Pa- 
rabel, im Allgemeinen, keine Asymptote der Curve, wird aber eine solche, wenn man sie, 
parallel mit sich selbst^ schicklich fortrückt. 

Was den zuletzt berührten Fall betrifft, so können wir nach der 206. Nummer jede 
beliebige gerade Linie, die eine Curve dieser Art in drei beliebigen Puncten schneidet, ab 
Linie S betrachten, und dann durch einen dieser Puncte eine gerade Linie parallel mit 
ihrer geradlinigen Asymptote und durch die beiden übrigen Durchschnittspuncte eine Para- 
bel legen, die mit der parabolischen Asymptote der Curve gleiche Durchmesser -Richtung 
und gleichen Parameter hat, und hiemach endlich das System jener geraden Linie und die- 
ser Parabel durch die Gleichung (5) darstellen. Wenn man ako durch den ersten Durch- 
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schnittspanct auf der Linie S, für den wir jeden beliebigen Panct der Curve annehmen 
können, eine gerade Linie legt, so fallen, wie sich auch diese gerade Linie um jenen 
Durchscbnittspunct drehen mag, die Mitte ihrer beiden übrigen Durchschnittspuncte mit der 
Gurre dritter Ordnung einerseits, und die Mitte ihrer beiden Durchschnittspuncte mit der 
•Parabel andrerseits, immer in demselben Puncte zusammen. I)er geometrische Ort für die 
Mitten der jedesmaligen beiden Durchschnittspuncte einer geraden Linie, welche um einen 
festen Punct sich dreht, mit einer gegebenen Parabel ist aber bekanntlich eine neue Para- 
bel, welche, bei gleicher Durchmesser- Richtung, einen halb so groüsen Parameter hat, als 
die gegebene. Hiernach erhallen wir folgende characteristische Eigenschaft der dem Y. 
Falle angehörigcn Curven dritter Ordnung. 

Wenn man um irgend einen gegebenen Punct einer Trident- Curve 
eine gerade Linie sich drehen läfst, so beschreibt die Mitte ihrer beiden 
übrigen Durchschnittspuncte mit dieser Curve eine Parabel, deren Para- 
meter halb 80 grofs ist als der Parameter der parabolischen Asymptoten, 
und deren Durchmesser dieselbe Richtung haben als die Durchmesser die- 
ser. 'Wenn der gegebene Punct auf dem Umfange der Trident-Curire fort- 
rückt, so bewegt sich diese Parabel parallel mit sich selbst fort. 

Der erste Theil dieses Satzes gilt für den Fall der Curven IL, mit parabolischen 
Asymptoten überhaupt, nur dann, wenn wir insbesondere annehmen, dafs der gegebne 
Punct der Durchscbnittspunct einer solchen Curve mit ihrer geradlinig'en Asymptote sei. 

. 219. Die Curven des IV. Falles sind bisher von der Discussion dieses Paragraphen 
ausgeschlossen geblieben. Die Construction derselben ergibt sich, durch die Yermittelung 
der semicubischen Parabel, gerade auf dieselbe Weise, als, in dem Vorstehenden, die Con- 
struction der übrigen Curven dritter Ordnung durch die Vermittelung dreier geraden Linien 
oder des Systemes einer geraden Linie und eines Kegelschnittes sich ergeben hat. Die 
Schlufsweise der 215. Nummer findet, nach den hierdurch angezeigten Modificationen, un- 
. mittelbar *ihre Anwendung. Es fallen die beiden Mitten der drei Durchschnittspuncte 
einer beliebigen geraden Linie mit einer solchen Curve 'IV. einerseits und mit einer semi- 
cubischen Parabel, die eine Asymptote derselben ist, andrerseits, in demselben Puncte zu- 
sammen. Wenn die beliebige gerade Linie insbesondere durch einen Durchscbnittspunct 
der beiden Curven geht, so fallen also auch die Mitten der beiden noch übrigen Durch- 
schnittspuncte der geraden Linie mit jeder der beiden Curven zusammen. Es scheint mir 
überflüssig hier in irgend ein Detail der Construction einzugehen. Wir wenden uns da- 
her sogleich zu der allgemeinen Gleichung der Curven dritter Ordnung zurück, um aus 
derselben eine neue allgemeine Construction derselben herzuleiten. 

220. Wir können der, früher schon zu Grunde gelegten Gleichung: 

pK+^ = 0, (1) 

durch Einführung einer neuen willkührlichen Constanten auch folgende Form geben: 

p(K+gs)-'s(^p-^) == 0, 
und sie dann befriedigen, indem wir 

K+|s = 0, (2) 

und zugleich entweder 8 = 0, oder: 

|p-^ = 0, (3) 

setzen. Es liegen also die Durchschnitte der durch die Gleichung (2) dargestellten Curve 
und der Curve dritter Ordnung (1) auf der geraden Linie S und der geraden Linie (3); 
die Anzahl derselben beträgt also blofs vier; zwei liegen unendlich weit. Die Gleichung: 



174 Dritter Abschn. Die Gnrven dritter Ordnung. 

K = 0, (4) 

stellt einen Kegelschnitt dar, der zwei Asymptoten der Curve (1) zu seinen eigenen hat, 
and durch dessen beide Durchschnittspuncte mit dieser Curve die Linie S gebt. Die Glei- 
chung (2) stellt also einen zweiten Kegelschnitt dar, der durch die beiden eben bezeich- 
neten Durchschnittspuncte geht, weil diese Gleichung befriedigt wird, wenn wir zugleich: 

K == und s s 0, 
setzen. Dieser zweite Kegelschnitt hat ferner, weil s eine blofs lineare Function bedeu- 
tet, zwei solche gerade Linien zu Asymptoten, die den Asymptoten des ersten Kegelschnit- 
tes, dasheifst, zwei Asymptoten der Curve dritter Ordnung (1) parallel sind, oder er ist, 
mit andern Worten, dem ersten Kegelschnitte ähnlich und ähnlich liegend. Jeder solcher 
Kegelschnitt also, welcher, bei irgend einer Annahme von ^, durch die Gleichung (2) dar- 
gestellt wird, schneidet die Curve dritter Ordnung, aufser in den beiden auf der Linie S 
liegenden Pnncten, nur noch in zwei Puncten, und diese liegen auf der geraden Linie (3), 
also auf einer solchen geraden Linie, die der Asymptote P parallel ist. Hierdurch ist eine 
Reihe einzelner Constructionen gegeben, die ich mehr andeuten als ausführen will. 

221. Wir wollen zuerst die Voraussetzung machen, dafs die Asymptoten der zu 
construirendcn Asymptote dritter Ordnung alle drei reell seien. Dann stellt die Glei* 
chung (4) eine Hyperbel dar, die zwei dieser Asymptoten zu den ihrigen hat, oder, ins- 
besondere auch, diese Asymptoten selbst. Die Discussion beider Fälle ist ganz analog; 
wir wollen uns begnügen, den letztern näher zU' betrachten, wo die Gleichung (1), indem 
wir qr an die Stelle von K schreiben, wiederum die Form: 

pqr-f-fts = 0, 
Fig 9. annimmt. Es seien (Fig. 9.) PP, QQ und RR in drei Asymptoten und S, S' imd S" die- 
jenigen Puncte, in welchen dieselben von der Linie S geschnitten werden. Es sei aufser- 
dem M irgend ein gegebener Punct der zu construirendcn Curve. Wenn wir, bei dieser 
Annahme, eine Hyperbel (2) beschreiben, deren Asymptoten die beiden gegebenen gera- 
den Linien QQ und RR parallel sind, und welche ttberdicfs durch die drei gegebenen 
' Puncte S', S" und M geht, so schneidet dieselbe die Curve dritter Ordnung aufserdem nur 
noch in einem einzigen Puncte, und dieser liegt zugleich auf der geraden Linie (3), wel- 
che dadurch bestimmt wird, dafs sie durch den gegebenen Punct M geht und mit PP pa- 
rallel ist. Um diesen neuen Punct der zu construirenden Curve zu finden,, brauchen wir 
die Hyperbel (2) selbst nicht zu beschreiben. Unter andern, zeigt der Pascalsche Satz 
vom eingeschriebenen Sechsecke, dadurch modifidrt, dafs zwei Winkelpuncte desselben un- 
endlich weit liegen (nach der Richtung von QQ und RR, die vier andern Winkelpuncte 
sind S', S", M, und der zu construirende neue Punct Mi), die nachstehende Construction 
an. Man lege durch die beiden gegebenen Puncte S" und M eine gerade Linie, von wel- 
cher QQ in q geschnitten werde, ziehe durch Q eine gerade Linie parallel mit PP, von 
welcher RR in r geschnitten werde, ziehe ferner Sr und durch M eine neue gerade Linie 
mit PP parallel: die beiden zuletzt gezogenen geraden Linien schneiden ^ich alsdann in 
dem gesuchten Puncte M|. Wenn man die drei gegebenen Asymptoten in anderer Ord- 
nung zusammenstellt, so erhält man zwei neue Puncte (M^^ ist in der 9. Figur ein solcher 
Punct) und dann so viele Puncte man will. 
Fig. 10. Wenn zwei Asymptoten der zu construirenden Curve imaginär sind , so erhaltea vnr, 

unmittelbar, nur einen einzigen neuen Punct. Die allgemeine Construction dieses Punctes 
hängt alsdann davon ab, den Dnrchschnittspunct Mi einer Ellipse, welche durch die Glei- 
chung (2) dargestellt wird, und dadurch bestimmt ist, dafs sie einer gegebenen (4) ähnlich 
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and fibnIicUiegend ist und überdiefs durch drei gegebene Pumcte S\ S" und KT .geht, mit 
einer geraden Linie (MMi) zu bestimmen, welche durch einen dieser Puncte (M) mit der 
reellen Asymptote PP parallel gezogeh wird. Die beigefügte Construclion .(^>g- 10.) be- 
zieht sich auf die Annahme imaginärer Kreis- Asymptoten; wo alsdann die Gleichung (4) 
irgend einen Kreis darstellt, welcher um den Asymptotenpunct A, als Mittelpunct, beschrie> 
ben ist, und die Gleichung (2) einen neuen Kreis, welcher mit diesem die Linie S zur 
gemeinschaftlichen Cborde hat und auCserdem durch den gegebenen Pnnct M'geht. 

Wenn zwei der drei Asymptoten der Gurre dritter Ordnung (1) parallel sind, so 
stellt die Gleichuiig (4) ein System Ton irgend zwei geraden Linien, die mit den paralle- 
len Asymptoten parallel sind, und die Gleichung (2) eine Parabel dar, welche diese bei- 
den geraden Linien zu Durchmessern hat und von denselben auf der Linie S geschnitten 
wird. Jede auf diese Weise bestinlmte Parabel schneidet die zu construirende Gurve (1) 
aufserdem ' noch in zwei Puncten, die auf einer solchen geraden Linie liegen, die der drit- 
ten Asymptote der Gurre, parallel ist. Ist einer dieser beiden Puncte gegeben, so erhält' 
man leicht den andern. 

In dem Falle parabolischer Gurven dritter Ordnung stellt die Gleichung (4) irgend 
rine solche Asymptote dar und die Gleichung (2) irgend eine neue Parabel, deren Durch- 
messer dieselbe Richtung haben. Diese neue Parabel schneidet die Asymptote auf der 
Linie S, und hat aufserdem mit der zu construirenden Gurve (1) nur noch zwei Puncte 
gemein, Yind diese liegen auf der geraden Linie (3), welche der geradlinigen Asymptote P 
parallePist. Wenn einer dieser Durchschnitte gegeben ist, ergibt sich der andere, wie in 
den früheren Fällen. Bei einer besondem Annahme des «nbestimmten Goefficienten £ 
atellt die Gleichung (4) ein System zweier Durchmesser der parabolischen Asymptote dslr. 
Legt man also durch den Durchschnitt einer der fraglichen Gurven dritter Ordnung mit 
ihrer geradlinigen Asymptote eine beliebige gerade Linie (S), welche dieselbe aufserdem 
noch in zwei Puncten schneidet , un,d legt dann femer durch diese beiden Durchschnitts- 
puncte zwei neue gerade Linien, welche die Richtung der Durchmesser der parabolischen 
Asymptote haben, so wird die Gurve von diesen beiden geraden Linien in solchen zwei 
neuen Puncten geschnitten, die auf einer der geradlinigen Asymptote derselben parallelen 
geraden Linie liegen. Hiemach nähern sich die beiden Fälle IL und III. einander an. Ein 
Satz, der dem vorstellenden analog ist, findet, wie man sogleich einsieht, auch dann Statt, 
wenn eine hyperbolische Asymptote die parabolische vertritt. 

222. Wenn, wie in der vorigen Nummer, die Asymptote P, die Gurve (2), die Linie Fig. 10. 
S (auf welcher die drei Durchschnittspuncte der zu construirend^i Gurve mit jener Asym- 
ptote und dieser Gurve liegen) und irgend ein Punct M der zu construirenden Gurve gege- 
ben sind, so kdnnen wir die Gonstruction eines neuen Punstes M|, der auf einer durch 

M gehenden, mit d«r Asymptote P parallelen geraden Linie liegt (indeih wir uns etwa auf 
die 10. Figur begeben), auch aus der nachstehenden metrischen Relation hernehmen: 

Ms • MiS = Ks • K|S , 
die bekannterweise . immer Statt findet, wenn irgend zwei ähnliche und ähnlichliegende 
Kegelschnitte und deren gemeinschaftliche Ghorde von einer beliebigen Transversalen be- 
züglich in den Puncten K und K|, M und M|, und T geschnitten werden. 

223. Wenn die Linie S insbesondere die Gurve (4) nur in einem einzigen Puncte 
schneidet,, und diese Gurve also eine oseulirende oder paraboUscbe Asymptote ist, so er- 
hält die Gleichung (1) bezüglich eine fou folgenden beiden Formen; 
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Alsdann können wir der Gleichung (2) bezüglich die folgenden beiden Formen geben: 

q(r+|)+? = 0, (q+yy^]i(p + g) = 0; 

woraus ersichtlich ist, dafs die letztgenannte Gleichung (2), einmal, eine Hyperbel darstelle 
welche mit der osculirenden Hyperbel (4) eine Asjm{)tote gemein hat, das andere Mal 
eine Parabel, welche mit der osculirenden Parabel (4) gleichen Parameter hat. Alle übri- 
gen Beziehungen bleiben dieselben, als in dem allgemeinen Falle. 

Sobald die Linie S unendlidi weit liegt, gehen die in Rede stehenden Constructions- ' 
weisen, weil alsdann die lineare Function s auf eine blofse Constante sich redudrt, in 
diejenige über, welche wh- aus den analytischen £nt Wickelungen der ersten Nummer die- 
ses Paragraphen hergeleitet haben. 

224. Alle die einzelnen Constructionen, zu welchen wir in diesem Paragraphen ge- 
kommen sind, können wir unter einem allgemeinen Gesichtspuncte zusammenfassen. Ua* 
berall nemlich haben wir nur auf einer solchen geraden Linie, welche durch zwei gege- 
bene Puncte der zu construirenden Curve geht, den dritten Punct, in welchem dieselbe 
die Curve schneidet, bestimmt. Entweder waren die beiden gegebenen Puncte ganz belie- 
big (215), oder einer derselben stand in einer besondern Beziehung zur Curve (211), 
oder war endlich dadurch bestimmt, dafs er, nach gegebener Richtung, unendlich weit lag 
(220). Die Bestimmung der drei Durchschnittspuncte einer gegebenen geraden Linie mit 
einer Curve dritter Ordnung überhaupt, gleichviel durch welche Bestimmungsstücke diese 
Curve geometrisch gegeben sein mag, hängt nothwendig von der Auflösung einer Glei- 
chung des dritten Grades ab. Diese Gleichung, redudrt sich auf den zweiten Grad, w^on 
einer der drei Durchschnittspuncte gegeben ist; sie wird linear, wenn zwei derselben ge- 
geben sind. Wenn eine gerade Linie nur durch einen gegebenen Punct der zu construi- 
renden Curve geht, so können wir jedesmal dann, wenn sie die Curve aufserdem nur noch 
in einem einzigen Puncte schneidet, weil der dritte Durchschnittspunct unendlich weit liegt, 
diesen zweiten Durchschnittspunct auf lineare Weise finden. Hierauf beziehai sich die 
Constructionen der letzten Nummern, wo die gerade Linie einer geradlinigen Asymptote 
parallel ^ar. Zugleich aler ist ersichtlich, dafs wir nothwendig auch noch in den folgen- 
den beiden besondem Fällen zu linearen Constructionen gelangen müssen; dann nemfich, 
wenn wir auf einer geraden Linie, die durch einen gegebenen Punct einer Curve dritter Ord- 
nung geht, einen neuen Punct dieser Curve suchen und diese gerade Linie entweder einer- 
seits (Fall II.) ein Durchmesser ihrer parabolischen Asymptoten ist, oder andrerseits 
(Fall IV.) diejenige Richtung hat, nach welcher die semicubischen Parabeln, welche die 
Curve zu Asymptoten hat, nur in zwei Puncten g.eschnit{en werden. Diese beiden Con- 
structionen sind den bisher behandelten noch beizufügen. 

Was die erste dieser Constructionen betrifft, so wollen wir hier denjenigen Fall her- 
vorheben, dafs die osculirende parabolische Asymptote gegeben ist, und demnach die fol- 
gende ^ Gleichung wiederum zu Grunde legen: 

so dafs die' Gleichung: (p+^)(<I^+>tp) = 0, 

das System dieser osculirenden parabolischen und der geradlinigen Asymptote darstellt. 
Setzen wir in die vorstehenden beiden Gleichungen für q irgend einen constanten Werth / 
ein, so erhalten wir zur Bestimmung der entsprechenden Werthe von p zwei Gleichungen 
des zweiten Grades. Die Summe der beiden Wurzeln ist offenbar in diesen beiden Glei- 
chungen dieselbe. Also wird die Curve dritter Ordnung einerseits, und das System ihrer 
Asymptoten andrerseits von der geraden Linie: 

q = r 
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<l-r. (1) 

nur in zwei Pancten geschnitteDy und es fallen die beiden Mitten der beiden Paare von 
Darchschnittspuncten zosammen. Hiernach , erhalten wir, wenn einer der beiden Durch- 
schnittsponcte dieser geraden Linie und der Curve II, 7. gegeben ist, sogleich den andern. 
Wir können diese Construction mit den Constructionen der 221. Nummer aus demselben 
Gesichtspuncte betrachten; in so fem nemlich die Linie S und die gerade Linie (1) beide 
Durchmesser der parabolischen Asymptote, sind, schneiden, sie sich auf derselben in un- 
endlicher Entfernung. £s findet die eben entwickelte Cpnstruction auch dann ihre An- 
wendung, wenn die parabolische Asymptote eine osculirende höherer Ordnung ist.' 

Was die zweite der oben erwähnten Constructionen betrifft, so wollen wir ihr die 
folgende Gleichung zu Grunde legen: 

Jedem Werthe von p entsprechen, nach dieser Gleichung, zwei gleiche und entgegengesetzte 
Werthe von q. Die gerade Linie 

q = 0, 

oder die Doppel «Tangente in der Spitze der osculirenden semicubi- parabolischen Asym- 
ptote der Curve IV., ist also der geometrische Ort für die Mitte der beiden Durchschnitts- 
pUncte dieser Curve und einer beliebigen geraden Linie, die mit der Linie P parallel ist. 
Ist einer solcher zwei Durchschnittspuncte gegdben, so erhält man dcn^ andern also un- 
mittelbar. 
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225. Wir wollen in den folgenden Kümmern zuerst blofs solche Curven dritter Ord- 
nung, welche drei geradlinige Asymptoten haben, betrachten, und fiberdieCs auch 
noch voraussetzen, dafs diese geradlinigen Asymptoten alle drei reell seien. Die Resul- 
talCy zu welchen wir fQr diesen allgemeinen Fall gelangen werden, können wir alsdann 
onmittelbar auf den zweiten allgemeinen Fall, daCs zwei Asymptoten imaginär sind, tiber- 
tragen, und zuletzt auch diejenigen Modificationen, welche diese allgemeinen Resultate in 
den untergeordneten Fällen erleiden, leicht übersehen und zusammenstellen. 

Bei der in der 211. Nummer entwickelten Construction einer Curve dritter Ordnung 
haben wir vorausgesetzt, dafs die drei Asymptoten P, Q und R, die Linie S und irgend 
ein Pnnct der Qurve M gegeben seien. Wir wollen in dem Folgenden nun, indem wir 
die drei Asymptoten und die Linie S als ein für alle Mal gegebene betrachten, besondere An- 
nahmen über die Lage des Punctes M machen, und untersuchen, wie mit einer veränder» 
ten Lage dieses Punctes die Curve ihre Form verändert. Es kann diese Lage üb\erhaapt 
jede beliebige sein; mit der Beschränkung indefs, dafs, wenn die Curve dritter Ordnung 
nicht in ein System von drei geraden Linien ausarten soll, der Punct M auf keiner der 
gegebenen Asymptoten, und auch nicht auf der Linie S, in welchem Falle zwei der drei 
geraden Linien unendlich weit rücken, angenommen werden darf. 

226. Wenn der Punct M insbesondere in die Mitte desjenigen Segmentes fällt, das, 
auf der geraden Linie SM, welche diesen Punct mit dem Puncte S auf der Asymptote P 
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▼erbindet, von den beiden andern Asymptoten Q nnd R interceptirt wird, so filllt d» 
Constructionspunct M' (ich behalte hier die Bezeichnung der- 211. Nummer nnd der 5. IV 
gnr bei) mit dem gegebenen Puncte M zusammen. Die gerade Linie SM ist alsdann eine 
Tangente der zu construirenden Curve dritter Ordnung und auf dieser Tangente M der 
Berfibrungspunct. Von jeder andern Cunre dritter Ordnung, welche dieselben drei Asym- 
ptoten und dieselbe gerade Linie S hat, wird die eben genannte gerade Linie, aofser in 
dem Puncte S, noch in solchen zwei Puncten geschnitten, deren Mitte in den Ponct S 
fällt, oder, mit andern Worten, im Poncte M wird eine, tiberdieCB durch den Punct S ge- 
hende Chorde jeder solchen Curve halbirt. Wir wollen hier zunächst den geometrischen 
Ort für die Mitten aller solcher durch den Punct S gehenden Chorden suchen, oder, was 
dasselbe heifst,- denjenigen geometrischen Ort bestimmen, auf welchem wir den Punct M 
annehmen müssen, damit SM eine Tangente derjenigen Curve dritter Ordnung sei, welche 
der jedesmaligen Annahme des Punctes M entspricht. 

Es seien, wie früher, 

p = 0, q = 0, r = 0, 

die Gleichungen der drei gegebenen Asymptoten. Es seien femer q^^ nnd t^ diejenigen 
bestfanmten Werlhe, welche die linearen Functionen q und r erbalten, wenn sie auf den 
Punct S, den Durchschnittspnnct der Linie S mit der Asymptote P, bezogen, werden. Als- 
dann können wir, indem wir durch x einen unbestimmten Goeßicienten bezeichnen, jede 
beliebige gerade Linie, welche durch diesen Punct S geht, durch die nachstehende Glei- 
chung darstellen: q — q® = x(r— r®). (1) 
Wir erhalten hiernach denjenigen Werth der Function q, welcher sich auf die Mitte des 
▼on den Asymptoten Q und R auf der geraden Linie (1) interceptirten Segmentes bezieht, 
wenn wir in der vorstehenden Gldcbnng r gleich Null setzen, und dann dea resultiren- 
den Werth von q halb nehmen. Also ergibt sich für diese Mitte: 

2q = q^ — xr«. (2) 

Wenn wir zwischen den beiden Gleichungen (1) und (2) den unbestimmten Coeffiden- 
ten X eliminiren,.so erhalten wir die Gleichung dos verlangten geometrischen Ortes. Man 
findet auf diese Weise: 

2qr — r^'q— q^r = 0. (3) 

Der -fragliche Ort ist also eine Hyperbel, welche durch den Durchschnittspunct der Asym- 
ptoten Q und R nnd durch den Punct S geht. Ihr Mittelpunct ist die Mitte zwisdien 
diesen beiden Puncten, und ihre Asymptoten sind den beiden eben genannten Asymptoten 
Q und R parallel. 

Die Mitten derjenigen Segmente, welche auf allen solchen geraden Linien, die einer- 
seits durch den Punct S' und andrerseits durch den Punct S" gehen, einerseits" von den 
Asymptoten P und R, und andrerseits von den Asymptoten P und Q interceptirt werden, 
also die Mitten aller Chorden irgend einer der in Rede stehenden Curven dritter Ord- 
nung welche dieser Curve zum dritten Male einerseits in S' und andrerseits in S'' begeg- 
nen: liegen auf zwei neuen Hyperbeln, welche auf ganz analoge Weise geometrisch gege- 
ben sind. Wenn wir die beiden Puncte S und S" auf ähnliche Weise, als eben den Punct 
S, analytisch bestimmen, imd dem gemäb diese drei Puncte auf folgende Art bezeidinen: 

• q = q; ) S, P = P' i S', P = P; ! S'. 

r = r" J r = r J ' q = q" ) ' 

80 finden wir für die Glei^ongen der beiden neuen Hyperbeln ^rch blofse Buchstaben- 

. VertaüscfauBg die folgenden bdden: 
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2pr~r'p— p'r = 0, (4) 

Zpq-q^p — p"q=0. (5) 

227. Die drei Hyperbeln (3), (4) und (5), deren Gleichuugen wir in der vorigen 
Nommer entwickelt haben, schneiden sich in denselben Puncten. Die Anzahl die- 
ser DarchschniCtsponcte reducirt sich indefs auf drei, weil eine Asymptote jeder dieser drei 
Hyperbeln einer Asymptote jeder der beiden andern parallel ist. Uin diese Behauptung 
zu beweisen, müssen wir nothwendig in Betracht ziehen, dafs die drei Puncte S, S' und 
S" in gerader Linie liegen, und also auch, wenn wir analytisch verfahren, die entsprechen- 
den Relationen, welche zwischen den Functionen- Werthon q^, r*^, p', r', p" und q" Statt 
finden, berücksichtigen. 

Wir künnen die Linie S beliebig durch jede der nachstehenden drei Gleichungen 

ausdrücken: 

qOp+p'q = p'qo, 

r«p-hp"r = pV, 

rq-i*q r = q r. 
Die Form der ersten dieser drei Gleichungen drückt aus, dafs die bezügliche gerade Linie 
durch die beiden Puncte S und S* geht; denn diese Gleichung wird, befriedigt, wenn wir 
einmal p = und zugleich q = q®, das andere Mal q = und zugleich p = p' setzen. 
Weil dieselbe gerade Linie zugleich aber auch durch den Punct S' geht und für diesen 
Punct p = p" und q = q^, so mu£s eben^ diese Gleichung auch dann befriedigt werden, 
wenn wir in derselben den beiden Functionen p und q die besondern Werthe p" und q" 
beilegen. Auf ähnliche Weise werden die beiden übrigen Gleichungen befriedigt, wenn 
wir in der einen derselben p' und q' für p und q und in der andern q® und r® für q und 
r substituiren. Auf diese Weise ergeben sich die folgenden drei Bedingüngs-Gleichungen, 
von welchen jede eine algebraische Folge der beiden übrigen ist: 

q p +pq = pq% 

r»p+pr = pr% (6) 

rV+qV = qV, 
und von denen wir die beiden letzten auch auf folgende Weise schreiben können: 

(ro-r')p" = rV, ,., 

(r'_r«)q" = rV. ^'^ 

Mach diesen vorläufigen Erörterungen wollen wir uns zu den drei Gleichungen der 

drei fraglichen Hyperbeln selbst zurückwenden: 

2qr — r^q — q«r = 0, ^ (3) 

2pr — r'p— p'r =z= 0, (4) 

2pq-.q"p-p"r = 0, (5) 

und zwischen den beiden ersten dieser Gleichungen die Function r eliminiren. Alsdann 

kommt: 

2pq--r:^*p--^ö^-q = 0, 

eine Gleichung, welche als Folge der Bedingung» -Gleichungen (7) mit der Gleichung (5) 
identisch ist. Es schneiden sich also die durch die Gleichungen (3), (4) und (5) darge- 
stellten Hyperbeln alle drei in denselben Puncten*). 



*) Wir dfirfen mdefs hierbei nicht fibersehen, dafs es sich nur am solche DnrcbsdiiKittspancte handelt,' die 
nicht unendlich weit liegen. Denn keiAesweges sind die drei rierten Dnrcbscliniltspancte je zweier der 
drei fraglichen Hyperbeln als in onendlicher Entfemnog zosammenfallend za betrachten, nnd nor, weil solche 
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228. Wir haben also in der vorigen Nummer den directen Beweis geführt, dab, 
wenn irgend eine Curve dritter Ordnung, welche «drei reelle Asymptoten hat, and also 
durch folgende Gleichung: pqr+/is = L 
dargestellt werden kann, gegeben ist, es im Allgemeinen drei solche Poncte gibt, von 
welchen jeder die Eigenschaft iiesitzt, dafs drei Chorden der Curve — welche ihr zum 
dritten Male auf den drei Asymptoten in den drei Punclen S, S und S" begegnen — in 
diesem Puncte sich gegenseitig halbiren. Für alle Curven dritter Ordnung, welche diesel* 
ben drei Asymptoten haben und diese in denselben drei Puncten schneiden, sind diese 
drei Puncte dieselbeti. ' Wir wollen sie die Mittelpuncte jeder solchen Curve dritter 
Ordnung nennen und in dem Folgenden überall durch O, O' und O" bezeichnen. Eine 
Curve dritter Ordnung hat im Allgemeinen drei Mittelpuncte, deren Lage bloCs von ihren 
drei Asymptoten und der Linie S abhängt. 

Indem wir zusammenfassen, erhalten wir den nachstehenden Satz: 
Wenn irgend ein Dreieck und auf den drei Seiten desselben, P, Q and 
R, drei Puncte S, S' und S'', welche in gerader Linie liegen, gegeben sind, so 
kann man durch diese drei Puncte, im Allgemeinen, auf dreimalige Weise, 
drei gerade- Linien so legen, dafs diejenigen Segmente derselben, welche 
bezüglich zwischen den Seiten-Paaren Q und R, P und R, P und Q liegen, 
si«h gegenseitig in gemeinsamen Durchschnitte halbiren. Jeder solcher 
Punct ist ein Mittelpunct aller Curven dritter Ordnung, welche die drei 
Seiten des gegebenen Dreiecks zu ihren Asymptoten haben, und diese 
Asymptoten in den drei gegebenen Puncten S, S' und S" schneiden. 

Den ersten Theil des vorstehenden Satzes können wir auch als eine Uebertragung des 
Resultates, dafs eine Curve dritter Ordnung im Allgemeinen drei Mittelpuncte hat, auf den- 
jenigen Gränzfall, dafs die Curve in das System ihrer drei Asymptoten übergeht, ansehen. 
Dann aber findet dasselbe unzählige Mal seine Anwendung« Den analytischen Zusammen* 
hang hiervon können wir leicht nachweisen. Da wir nemlich, wenn ein System von drei 
geraden Linien durch die Gleichung L dargestellt werden soll, fi gleich Null setzen müs- 
sen, so fällt, eben durch diese Voraussetzung, die Function s ganz weg. Diese lineare 
Function kann also auf keine Weise in Betracht kommen, oder, was dasselbe heiCst, es 
bleibt Alles unverändert, wie wir auch die Linie S annehmen mögen. 

229. Wenn wir insbesondere die Voraussetzung machen, dafs der Punct M, den wir 
zur Bestimmung einer Curve dritter Ordnung als gegeben betrachten, in einen der drei ge- 
meinschaftlichen Durchschnittspuncte der drei Hyperbeln (3), (4) und (5) falle, so ist 
die fragliche Curve dritter Ordnung von einer besondem.Art: sie hat in M einen Dop- 
pelpunct.' 

Aus der Natur der Gleichungen zwischen zwei veränderlichen Gröfsen geht unmittel- 
bar hervor, dafs es überhaupt Curven gibt, welche Puncte von einer solchen Beschaffen- 
heit haben, dafs jede beliebige, durch einen dieser Poncte gehende, gerade Linie eine 
Tangente der Curve ist, und dafs ein solcher Punct, ein Doppelpunct, jedesmal dann vor- 
handen ist, wenn auch nur irgend zwei durch denselben Punct einer Curve gehende gerade 
Linien zwei Tangenten der Cürve in diesem Puncte sind. Wir bezeichnen hierbei als Tan- 



Dnrchscliiiittspiincte, dadarch, dats die bezfiglichen Fonctionenwerthe nnencilich >verden, unserer analjä- 
•chen Daratellangsweise eatgeheo, ist, von den Gleichungen der drei Hyperbeln , 'eine die algebrai- 
sche Folge aus den beiden andern. ~ ., ^ 
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gente, ohne Bescbr&nkoDg , jede solche gerade Linie, von deren Durchschntttspuncfeii mit 
der Curve zwei zusammenfallen. Wenn wir nemlich durch die beiden Gleichungen: 

17 = 0, 1 = 0, (S) 

irgend zwei gerade Linien darstellen, und irgend eine Curve durch den Durchschnittspunct 
dieser Linien gehen soll, and zwei ihrer Durchschniltspuncte mit jeder derselben in diesem 
Pnncte zusammenfallen sollen, so mufs ihre Gleichung nolhwendig folgende Form haben: 

©+Ai?*+B7?|-4-C|^ = 0, 
indem wir, der Kürze halber, in alle diejenigen Glieder zusammenfassen, welche tj und 
$ in einer hohem Potenz als der zweiten enthalten. Stellen wir neben die vorstehende 
Gleichung die folgende: 17= k^, (9) 

welche, bei gehöriger Bestimmung von k, alle möglichen geraden Linien darstellt, die durch 
den Durchschnitt der beiden Linien (8) gehen, so ist sogleich ersichtlich, dafs auf jeder 
solchen geraden Linie zwei Durchschnitte mit der Curve zusammenfallen. . Zugleich wollen 
.wir hier schon nicht unbemerkt vorübergehen lassen, dafs, im Allgcmeinep, auf jeder von 
zwei der geraden Linien (9), deren Richtung durch die Wurzeln der quadratisdien Glei- 
chung: AÄ*+BA+C = 0,. , 
bestimmt werdeUj^drei Dnrchschnittspuncte mit der Curve in einen einzigen Pnnct zusam- 
.menfallen. 

Fassen wir, nach diesen allgemeinen Bemerkungen, wiederum blofs nur die Curven 
dritter Ordnung ins Auge, so ist offenbar, dafs der Punet M, wenn er eine solche Lage 
hat, wie wir zu Anfang dieser Nummer vorausgesetzt haben, wirklich ein Doppelpunct der 
bezüglichen Curve ist, imd dafs diefs überdiefs schon dadurch bedingt wird, dafs er zu- 
gleich auf irgend zwei der drei Hyperbeln (3), (4) und (5) liegt (226). Wir sehen 
zugleich, dafs in diesen Betrachtungen der indirecte Beweis des Salzes der 227. Nummer, 
dafs die eben genannten drei Hyperbeln in denselben Puncten sich schneiden, enthal- 
ten ist. 

Wenn die drei Asymptoten einer Curve dritter Ordhttng und die Linie S gegeben 
sind, so kann, wenn die Curve (überhaupt einen Doppelpunct hat, dieser Doppelpunct nur 
eine dreifache Lage haben. Es fällt derselbe mit einem ihrer drei Mittelpuncte zu- 
sammen. 

230« Die Bestimmung der Mittelpuncte einer Curve dritter Ordnung, wenn ihre drei 
Asymptoten und die Linie S gegeben sind, fordert, im Allgemeinen, Constructionen, wel- 
che fiber die Elemente der Geometrie hinausgehen. Hingegen ist die Construction der Li- 
nie S, wenn die drei Asymptoten und ein Mittelpunct gegeben sind, eine blofs lineare, ui^d 
die Construction der beiden Übrigen Mittelpuncte entspricht alsdann der Auflösung einer 
Gleichling des zweiten Grades. Die allgemeine Construction der Mittelpuncte grtindet sich 
auf den Satz der 228» Nuiumer, die fragliche Construction der Linie S können wir auf 
folgenden Satz grönden, der die partielle Umkehrung des eben angezogenen ist. 

Wenn irgend ein Dreieck und irgebd ein Punct, O', gegeben sind, und 
man legt durch diesen Punct drei solche gerade Linien, auf welchenvon 
den, paarweise zusammeng^estellten, Seiten des Dreiecks, Q und R, P und 
R, P undQ, drei Segmente bestimmt werden, deren Mitten in diesem Puncte 
zusammenfallen, so schneiden diese drei gerad^en Linien die Seiten des 
Dreiecks zum dritten Male in solchen drei Puncten, die in gerader Linie 
liegen. Alle Curven*dritter Ordnung, welche die drei Seiten des Dreiecks 
zu ihren Asymptoten und den gegebenen Punct zu einem ihrer Mittelpuncte 
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haben, schneiden diese Asymptoten in den drei eben bestimmten, in gcra* 
der Linie liegenden Puncten. 

"Wir wollen diesen SaU auf analytischem Wege direct beweisen, und hiermit zugleich, 
wenn die drei Asymptoten und ein Mittelponct einer Gurre dritter Ordnung gegeben sind, 
die Gleichung der Linie S entwickein. 

Ohne alle Entwicklung, erhalten wir die Gleichungen der drei fraglichen geraden Li- 
nien, welche durch den gegebenen Puuct, O, gehen, unmittelbar aus den Gleichungen (3), 
(4) und (5), wenn wir einerseits, statt der drei yerSnderlichen Functionen p, q und r, 
diejenigen besondern Wcrthe derselben, welche sich auf den gegebenen Punct beziehen, 
und die wir durch pi, q^ und r^ unterscheiden wollen, einsetzen, und andrerseits die con- 
stanten WerChe dieser Functionen, welche in den genannten Gleichungen vorkommen, p' 
und p^, q^ und q'\ r^ und r' als veränderlich betrachten und an ihrer Stelle wiederum p, 
q und r schreiben. Man erhält auf diese Weise die folgenden drei Gleichungen: 

Tiq+qir— 2qiri =s 0, 

r.p+pir— 2p.r, =0, (10) 

qiP + Piq — 2p,qi = 0. 
Die erste dieser drei Gleichungen zum Beispiel stellt alsdann diejenige gerade Linie dar, 
welche durcli den gegebenen Punct, O, geht, für welchen man hat: 

P = Pi > q = qi » r = Ti » 

.und welche übcrdiefs von den beiden gegebenen geraden Linien Q und R so geschnitten 

wird, dafs die Mitte des interceptirten Segmentes mit dem Puncte O zusammenfällt. Hier- 
nach ist nur noch nachzuweisen, dafs die erste der vorstehenden drei Gleichungen (10) 
sich mit der Gleichung p = 0, die zweite derselben mit der Gleichung q = und die 
dritte mit der Gleichung r = algebraisch so verbinden lassen, dafs die drei resultiren- 
den Gleichungen identisch dieselben sind. Man tiberzeugt sich sogleich, daCs diets wirk- 
lich geschehen kann. Denn, wenn man die erste der Gleichungen (10) mit pi, die zweite 
mit qi, die dritte mit r| multiplicirt, dann von der ersten Gleichung qirip, von der 
zweiten Pir^q und von der dritten Piqir abzieht, so ergibt sich, übereinstimmend, jedesmal: 

qiriP+PiM+Piqii' — 2piqir4 = 0. (11) 

Diese Gleichung ist also keine andere, als die Gleichung der Linie S, wenn P, Q und R 
die Asymptoten und der Punct O ein Mittelpunct der Curve ist. 
Fig. 11. 231. Die geometrische Construction der Linie S ergibt sich, unter den Voraussetzun- 

gen der vorigen Nummer, eben so leicht. Es sei (Fig. 11.) ABC das von den drei Asym- 
ptoten P, Q und R gebildete Dreieck, und O der gegebene Punct. Man ziehe durch C 
und O die gerade Linie Gl und nehme auf derselben lO gleich OC; man lege ferner 
durch 1 parallel mit der Asymptote P (der Dreiecksseite BC) eine gerade Linie, welche 
die Asymptoten Q und R bezüglich in den Puncten D und £ schneide, und verbinde end- 
lich diese beiden Durchschnittspuucte mit dem Puncte O durch zwei, gerade Linien DO 
und £0. Von der ersten dieser beiden geraden Linien wird die Asymptote R in dem 
Puncte S'' und von der zweiten die Asymptote Q in dem Puncte S' geschnitten. Durch 
S'' und S' geht die zu construirende gerade Linie S. 

232. Wenn eine Curve dritter Ordnung einen Doppelpunct hat und, aufser diesem' 
Doppelpuncte, auch noch die drei Asymptoten der Curve gegeben sind, so können wir, 
indem wir denselben als einen Mittelpunct der Curve betrachten, nach der vorigen Num- 
mer unmittelbar die Linie S bestimmen, und dann, nach den Methoden des vorigen Pa- 
ragraphen, die Curve selbst construiren. 
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Wir können aber auch, bei denselben Vorattssetzangen , nach dem Satze der 215. 
Nammer, anmittelbar auf jeder durch den gegebenen Doppelpunct, O/ gehenden geraden 
Linie, denjenigen einzigen Punct bestimmen, in welchem diese gerade Linie aufscrdem noch 
der Cunre begegnet. Nennen wir nemlich die Mitte der drei Durch^cbnittspuncte einer 
solchen geraden Linie mit den drei gegebenen Asymptoten, N, und den gesuchten, auf die« 
ser Linie liegenden, neuen Punct der Curte Mi, so ist, nach dem angeführten Satze: 

NMi 5= 20N. 

233. Wir wollen in den nachfolgenden Nummern zu nShern Unter sucbungen tibe 
die Mittelpuncte der Cunren dritter Ordnung übergehen. Zu diesem Ende wird es nöthig, 
dtis drei ganzen und linearen Functionen p, q und r, deneO' wir bisher ihre ganze Allge- 
meinheit gelassen haben, näher zu bestimmen. Wir könnten,, um diefs zu erreichen, von 
der geometrischen Construction derselben ausgehen, und etwa die Voraussetzung machen, 
daCs diese drei Functionen die drei kürzesten Abstände des Punctes, auf den sie bezogen 
werden, von den drei gegebenen Asymptoten, bedeuten. Die analytische Darstellung ge- 
winnt aber ungemein an Eleganz, wenn wir statt von einer solchen geometrischen Bestim- 
mung aeszugehen, eine identische Gleichung zwischen den drei linearen Functionen zu Grunde 
legen. Wir wollen für diese Gleichung, wie in der 189, Nummer, die folgende nehmen: 

p+q+r = /?, (I) 

eine Gleichung, welche symmetrisch ist in Beziehung anf die drei Functionen p, q und r, 
wAbrend ihrerseits die Curve dritter Ordnung zu ihren drei Asymptftei^ P, Q und R in 
einer gleichmSfsigeiMppd ausschliefslichen Beziehung steht. Es bedeutet alsdann /?, wenn 
die drei Asymptoten gegeben sind, auf gleiche Weise, den Werth der Function p, wel- 
cher dem Durchschnittspuncte der beiden Asymptoten Q und R, den Werth von q^ 
der dem Durchschnittspunte der Asymptoten P und R, so wje endlich den Werth von r, 
der dem Durchschnittspuncte der Asymptoten P und Q entspricht; wodurch, wenn ß ge- 
geben ist, die geometrische Construction der drei linearen Functionen durch die Yermitte- 
long der drei Asymptoten bestimmt wird. Für d'^j^^nigen Puncte, welche innerhalb des 
von den drei Asymptoten gebildeten Dreiecks liegen, erhallen diese Functionen (wir setzen 
voraus, dafs ß positiv sei) positive Werthe. 

Weil die. dre» Puncte S, S' und S'' bezüglich auf den drei Asymptoten P, Q und R 
liegen, erhalten wir nach der identischen Gleichung (1) die folgenden drei Bedingungß- 
Glochungen zwischen den dreimal zwei Constanten unserer frühern Bezeidinung: 

q'+r'rr:^, p'+r' = /?, p"+q" = /?. (2) 

Um femer auszudrücken, dafa die drei Puncte S, S und S'' in gerader Linie liegen, ohne 
diase Linie selbst näher zu bestimmen, haben ^vir in der "227. Nummer zwischen densel- 
ben sechs Constanten die drei Bedingungs- Gleichungen (6), von denen zwei, die dritte 
bedingen, erhalten. Es redociren sich diese drei Bedingungs -Gleichungen, wenn wir die 
vorstehenden drei berücksichtigen, auf eine einzige. Für diese können wir jede derselben 
und auch jede belid[>ige andere nehmen, welche aus ihnen folgt, und namentlich auch die 
nachstehende: qVp'-t-rVq" == 0, (3) 

welche, ihrer Symmetrie wegen, sich auszeidmet, und die man erhält, wenn man zwisbhen 
den beiden Gleichungen (7) den Ausdruck (r^^^r') eliminirt. 

Nach diesen vorläufigen Erörterungen wenden wir uns zum Gcgeustaqde unserer Un- 
tersuchung zurück. 

■ 234. Wir wollen zuerst bei der Discussiou über die Mittelpuncte der Curven drit* 
ter Ordnung die particulären Fälle hervorheben. 
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Jede der drei zur Bestimmung der Mittelpuncte dienenden Gl^ichongen : 

2qr — r*»q — q^r =0, 

2pr-r'p— pV = 0, (4) 

2pq-q"p-p"q = 0, 
kann sich nur in einem einzigen Falle auf den ersten Grad reduciren, nemiich dann wxr^ 
wenn die Constanten derselben beide unendlich werden, das heifst, dann nur, wenn die 
Linie S einer der drei Asymptoten der Curve dritter Ordnung parallel ist. 
Alsdann tritt an die Stelle der bezüglichen Hyperbel eine gerade Linie, oder, wenn wir 
Gränz- Betrachtungen festhalten wollen, das System dieser geraden Linie und einer andern, 
unendlich weit enlferuten, vollkommen unbestimmten, deren Spur ganz aus der analytischen 
Bezeichnung Tcrschwindet. In diesem Falle hat also die Curve dritter Ordnung nur zwei 
Mittelpuncte, weil der dritte unendlich weit liegt. 

Wir wollen annehmen, es sei die Linie S der Asymptote P parallel, und also die 
Gleichung der Curve: - 

pqr+^(p+x) SIS 0. * 1,2. 

Alsdann ist p' == p", folglich nach den Gleichungen (2) auch (f =: r'. Ferner sind als- 
dann q^ und r^ unendlich, aber zugleich ergibt sich aus der Bedingungs-Gleicbung (3): 

Wenn wir hiernach die Gleichung (4) durch q® dividiren, verwandelt sich dieselbe in die 
nachstehende: q == r. 4|^ (^) 

Diese Gleichung stellt, \vas unmittelbar aus ihrer Form hervorgeht, eine solche gerade Li- 
nie dar, die dusch den Durchschnitt der beiden Asymptoten Q und R geht. Zur volU 
ständigen Bestimmung dieser geraden Linie ist aufserdem nur noch erforderlich, dafs wir 
irgend einen Punct demselben kennen. Nehmen wir für diesen ihren Durchschnitt mit der 
Asymptote P , für welchen p = , so kommt, wenn wir zugleich die identische Gleichung 
(1) berücksichtigen^ fbr denselben q = r = |/?; woraus wir sehen, dafs die fragliche ge- 
^rade Linie das ^uf der Asymptote P von den beiden andern Asymptoten Q und R inter- 
ceptirte Segment halbirt. 

Wir finden dieses Resultat durch eine einfache geometrische Betraditung bestätigt, in- 
dem wir erwägen, dafs die erste der Gleichungen (4) überhaupt den geometrischen Ort 
für die Mitten derjenigen Segmente, die, auf solchen geraden Linien, die durch den Punct 
S gehen, von den beiden Asymptoten Q und R iuterceptirt werd^, darstellt, und dafs 
solche gerade Linien in dem vorliegenden Falle der . Asymptote P parallel werden. 

In der dritten der Gleichungen (4) können wir bezüglich statt q" und p" die beiden 
Constanten der zw.eiten dieser Gleichungen r' und p' einsetzen. Wenn wir alsdann diese 
vbeiden Gleichungen: * 

2pr-r'p-.pV = 0, .. 

2pq^r'p-p'q = 0, ^""^ 

von einander abziehen und die "resultirende Gleichung durch (2p — p') dividiren, so 
erhalten wir die Gleichung (5). Es schneiden sich also die durch die vorstehenden bei- 
den Gleichungen dargestellten Hyperbeln auf der geraden Linie (5). Sie haben au£ser- 
dem die gerade Linie: 2p = p', 

wekhe der osculirenden Asymptote der ^urve dritter Ordnung parallel ist, und in der 
Mitte zwischen dieser Asymptote P und dem Durchschnitt der beiden andern Q und R 
hindurchgeht, gemeinschaftlich zu einer ihrer Asymptoten. 

236. 
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235. Es bleibt uns j^tzt nur noch Übrig , aus der Zusammenstellung der Gleichung 
(5) mit einer der beiden Gleichungen (6) die beiden Mittelpuncte der Curve dritter Ord- 
nung selbst zu bestimmen und -vor Allem diejenigen Fälle zu unterscheiden, wo diese Mil- 
telpuncte reell oder imaginär sind. Die Gleichung (5) gibt, mit Berticksichtigung der iden- 
tischen Gleichung (1): r = J(/? — p), 
und nach der zweiten der drei Bedingungs- Gleichungen (2) ist: 

r- = /?-p'. 
Sobstitairea Trir diese Ausdrficke für r and r' in die erste der Gleichungen (6), so kommt: 

2p»~3p'p+/5p' = 0. (7) 

Diese Gleichung hat diejenigen Werthe der Function p, welche sich auf die beiden (rag- 
lichen Miltelpuncte beziehen, zu ihren beiden Wurzeln. Es hängen diese Werthe einer- 
seits also Ton der Annahme der Constanten ß und andrerseits von der Constanten, p', oder, 
was dasselbe heifst, von der Lage der Linie S, die, bei unsem Voraussetzungen, durch 
die Gleichung p = p' 

dargestellt wird, -ab. Die Annahme von ß hat bei dieser Mittelpunct- Bestimmung nur in 
sofern Einflufs, als dadurch die Construction der Werthe der Function p angezeigt und 
bedingt wird, so dafs also, -aus der Discussion der Gleichung (7), unmittelbar die ge- 
genseitige Abhängigkeit zwischen der Lage der Liiiie S und der Lage und der Natur dej 
beiden Mittelpuncte hervortreten wird. Bei dieser Discussion, welche für die Unterschei- 
dung der verschiedenen Gestalten der hierher gehörigen Curven von Wichtigkeit ist, wol- 
len wir, um uns kürzer ausdrücken zu können, von dem Asymptoten -Dreiecke ausgehen 
und die Asymptote P als die Basis, die beiden Asymptoten Q und R als die beiden 
Schenkel, und den Durchschnitt der letztgenannten beiden Asymptoten als den Scheitel die- 
ses Dreiecks bezeichnen. Wenn die Function p kürzeste Abstände der bezüglichen Puncte 
von der Basis bedeuten soll, so müssen wir ß^ der Höhe des Dreiecks gleich nehmen; 
für Puncte, die oberhalb der Basis liegen, sind die Werthe dieser Function positiv, für 
unterhalb derselben liegende Puncte negativ. ^ « 

Die Discussion der Gleichung (7), für deren Wurzeln wir die nachstehenden Aus« 

drücke erhalten: p = fp'[i±v(l — |-/)]» (8) 

führt uns zu sechs verschiedenen. Fällen , die wir in dem Nachstehenden hervorheben 
wollen. 

1.' Für p' = 0, das heifst, wenn die Linie S mit der Asymptote P zusammenfällt, 
und wir also, statt der Curve, das System dreier geraden Linien erhalten, ergibt ikh 
p^ = 0: es fallen die beiden Mittelpuncte auf der Linie S, und, wenn wir Gr^nz-Be- 
trachtungea festhalten, in der Mitte der Basis zusammen. Diese Lage der Linie S bezeich- 
net eine Gränze für die Realität der beiden Mittelpuncte. Für jeden beliebigen* ifegativeB 
Werth von p' erhält man für p zwei reelle Werthe, und zwar ist der eine dieser Werthe 
immer positiv, der andere immer negativ. Der positive Werth von p wächst zugleich mit 
dem (negativen) Werthe von pV aber langsam; er nähert sich für' immer gröfser werdende 
Werthe von p' der Gränze: \ß. • Diese letzte Behauptung ergibt sich unmittelbar, wenn^ wir 
in der Gleichung (7) p' unendlich grofs nehmen, und wir finden dieselbe auch dann be- 
stätigt » wenn vrir den zweiten Theil der Gleichung (8), indem wir das negative Zeichen 

nehmen, in eine Reihe, die nach steigenden Potenzen von ^ fortschreitet, entwickeln, 

wonach man erhält: 
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und dann p' = oo fietzt. Der negative Werth von p wächst zugleicb mit p' fdber |ede 

endliche Crrmze hinaus, und zwar so, dafs der Quotient — ,, indom er immer mehr ab- 

P 
nimmt, sich der GrSnze f nähert. Wenn also die Linie S, von jener Lage aus, in der sie 

mit der Basis zusammenfällt, sich, indem sie immer mit sich selbst parallel bleibt, un- 
terhalb der Basis .immer weiter von derselben entfernt, so bleiben die beiden AIiltel> 
puncte immer reell. Der eine derselben fällt innerhalb des Asymptoten -Dreiecks ond 
rückt von der Mitte der Basis hinauf bis in den Schwerpunct des Dreiecks, wahrend der 
andere auf der entgegengesetzten Seite der Linie S bleibt, und zwar so, dafs der Quo- 
tient des Abstandes dieses Mittelpunctes von der Basis durch den Abstand der Linie S 
von der Basis, indem er der Gränze | sich nähert, immer mehr abnimmt. 

2. Wenn p' durchs Unendliche hindurchgehend sein Zeichen ändert, mithin positiv 
wird, und dann allmälig bis p' = /9 abnimmt, so .bleiben die Werthe von p reell, aber 
werden alsdann beide positiv. Der kleinere dieser Werthe nimmt zu, ^nd zwar von 
p i;= 1/9 bis p = ^ßf der grOfsere nimmt ab von p = gp bis p = /9. Der Quotient 

-f nimmt ebenfalls ab, von f bis 1. Statt dieses Quotienten wollen wir hier den folgen- 
den betrachten: 

P-/? _ 3p'-H/(9p''^8/gi>')-4/9 

p'-/?- i(p--ß) ' ■ 

Dteser Quotient wächst, wenn p' abnimmt, bei der Gränze p' = /9 erscheint er nnter der 
unbestimmten Form §, dann findet man aber, nach bekannter Methode, dafs der wahre 
Werth desselben gleich 2 ist* Wenn die Linie S also, nachdem sie durchs Unendliche 
hindurchgegangen ist, auf der andern Seite der Basis wiedererscheint, so dafs sie also die 
Schenkel des Asymptoten »Dreiecks, in ihren Verlängerungen Über den Scheitel hinaus, 
schneidet, und alsdann sich diesem ^Scheitel immer mehr nähert, so bleiben die Mittelpuncte 
immer noch beide reell. Der eine derselben rOckt innerhalb des Dreiecks, vom Schwer- 
punete desselben aus, bis zur Hälfte der Hohe hinauf; der andere, weiter entfernte, nähert 
sich der Basis immer mehr, bleibt aber, bis zur angezeigten Gränze, immer auf der entge- 
gengesetzten Seite der Linie S. Der Quotient des Abstandes dieses' Mittelpunctes von 
dem Scheiter des Dreiecks durch den Abstand der Linie S von diesem Scheitel wächst 
von der Gränze § bis zur Gränze 2. 

^. Wenn p' == /?, so^ erhält man für p die beiden Werthe ^ß und ß. Wenn also 
die Linie S durch den Scheitel des Asymptoten -Dreiecks geht, so liegt ein Mittelpunct in 
der Mitte* der Höhe des Dreiecks, und der andere fällt auf der Linie S, mit dem Scheitel 
des Dreiecks, dem Durchschnitte der beiden Asymptoten Q und R zusammen* 

4. Wenn der Werth von p von ß bis f /? abnimmt, so bleiben die beiden Werthe 
von r intmer noch reell und positiv, der kleinere wächst von Iß bis |/9, der gröfsere nimmt 
ab von ß bis jß. Wenn also die Linie S, von ihrer Lage dvrcb'den Scheitel ausgehend, 
immer parallel mit sich selbst und der Basis bleibend, dieser sich allmälig bis auf § der 
Höhe des Dreiecks nähert, so fallen beide Mittelpuncte beständig zwischen der Linie 5 
und der Basis. Sie nähern sich einander immer mehr an, indem der eine von der Mitte 
der Höhe des Dreiecks bis zu § derselben ansteigt, der andere aber, von dem Scheitel des 
Dreiecks aus, bis zu demselben Puncte herunterrückt. 
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5, Wenn p' = f/9, so sind die beiden Werthe von p einander gleich und jeder 
gleich 1/9. Wenn die Linie S also nm § der Höhe des Asymptoten -Dreiecks von der 
Basis desselben entfernt ist, so fallen die beiden MKtelpuncte ia f der Höhe des Dreiecks 
zusammen. 

6. Wenn p' kleiner als f/9, aber immer positiv ist, so werden die beiden Werthe 
von p imaginär. Wenn also die Linie S die Schenkel des Asymptoten -Dreiecks in einer 
Entfernung von- der Basis, welche weniger als § der Höhe des Dreiecks beträgt, schneidet, 
so gibt es keine reellen MlKelpuncte. 

236. In der vorigen Nummer haben wir denjenigen Fall, .dafs die Linie S unendlich 
weit liegt, und die bezügliche Curve also drei osculirende Asymptoten hat, und 
durch nachstehende Gleichung: 

• pqr+itt = , I, 3. 

dargestellt werden, beiläufig schon als einen Gränzfall berfihrt. In diesem Falle reduciren 
sich, wdl alsdann dbr' = rpp' = od, auch die beiden Gleichungen (6) auf den ersten 
'6md, und hiemach treten an die Stelle der Gleichungen (4) die folgenden: 

q = r, 

P = r, 

p = q- 

Von diesen drei Gleichungen wird jede durch die beiden übrigen bedingt. Es schneiden 
sich die bezüglichen drei geraden Linien in einem und demselben Puncte, für welchen: 

p = q = r = 1/?. 
Eine' Curve dritter Ordnung mit drei osculirenden Asymptoten hat also, weil zwei Mittel- 
puncte derselben unendlich weit liegen, im engern Sinne nur einen einzigen Mittelponct, 
und dieser fällt in die Mitte (den Schwerpunct) des von den drei Asymptoten gebildeten 
Dreiecks. 

237. Die in den drei letzten Nummern betrachteten Fälle sind die einzigen, in wel- 
eben die Anzahl der Mittelpudcte sich reducirt. Aufserdem aber gibt es noch zwei beson- 
dere Fälle, wo die Bestimmung der Mittelpunctc, die, im Allgemein«), auf die Auflösung 
einer Gleichung des dritten Grades sich gründet, blofs soldie Constructionen fordert, vre^ 
che flber die Elemente der Geometrie nicht hinausgehen. Diese beiden Fälle sind dieje- 
nigen, in welchen ein Mittelpunct sich unmittelbar ergibt, und dadurch die Bestimmung 
der beiden andern nur noch von einer Gleichung des zweiten Grades abhängt. In dem 
einen dieser Fälle, die wir beide nach einander betrachten wollen, geht die Linie S 
durch den Durchschnittspunct zweier der drei Asymptoten; in dem andern 
schneiden sieh die drei Asymptoten in demselben Punote. 

238. Wenn' wir voraussetzen, dafs die Linie S durch den Durchschnitt der beiden 
Asymptoten Q imd R gebt , so ist i 

p'=rp"«^, r'=:0, q" = 0, 

wonach die Gleichungen (4) in die folgenden übergehen: 

2qr — r«q — q*r = 0, 

r(2p«/J).= 0, (9) 

q(2p-/?) = 0. 
Zuvörderst zeigen die letzten beiden dieser drei Gleichungen, und zwar in Uebereinstim* 
mung mit der ersten, dafs ein Mittelpunct auf der Linie S mit dem Durchschnitte der bei- 
den Asymptoten Q un4 B ^sammenfMIt. Dann zeigen diese beiden letzten Gleichungen 
femer, dafs'die beiden andern Mittelpuncte auf derjenigen, geraden Linie liegen, welche der 
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Asymptote P parallel ist, uad durch die halbe Höhe des Asymptoten -Dreiecks geht, ohne 
dafs indefs auf dieser geraden Linie die Lage der beiden Mittelpuncte durch die Gleichon- 
gen bestimmt wfirde. Zum Behuf dieser Bestimmung müssen wir die Gleichung: 

an deren Steile wir, nach der identischen Gleichung (1), auch folgende schreiben kön- 
nen: q+r — J/? = 0, (10) 
mit der ersten der Gleichungen (9) zusammenstellen. Wenn wir zwischen der letztgenann- 
ten Gleichung und der Gleichung (10) etwa q eliminiren, und zugleich berQcksichligen, 
dafs q^ = ß — r^, so finden wir 

r«_r»r-Hj/9r« = 0. (11) 

Die Realität der beiden Wurzeln dieser Gleichung hängt von dem Zeichen, welches der 
Werth des Ausdrucks r®(r® — ß) erhält, ab. Diese beiden Wurzeln sind einander gleich, 
wenn entweder r® = 0, oder r® = /?, 

dann aber fällt die Linie S mit der A8yD)ptote R oder mit der Asymptote Q zusammen, 
und, im eigentlichen Sinne des Wortes, erhalten wir keine Curye. Die beiden Wurzeb 
sind reell, wenn r®<:0 oder r®>/?, 

das heifet, wenn die Linie S der Basis des Asymptoten -Dreiecks in den Verlängerungen 
derselben begegnet. Sie sind imaginär, wenn 

rO>0</?, 
das heifst, wepn die Linie S die Basis selbst trifft. 

Die halbe Summe der beiden Wnrzeln der Gleichung (11) ist gleich |r\ also demje- 
nigen Werthe der Function r, welcher dem in der halben Höbe des Asymptoten-Dreiecks 
liegenden Puncte der Linie S entspricht. Es liegen also die beiden Mittelpuncte zu bei- 
den Seiten dieser Linie in gleicher Entfernung von derselben. 

Wenn wir die Wurzeln der Gleichung (11) durch r, and Fi unterscheiden, so ist 
femer: (r,_i^)(r,-l/?) = r,r,-i*(r,+r,)+5V/*" = Ä/?*. 

Die geometrische Deutung dieses Resultates zeigt uns» dafs die beiden Mittelponcte auf 
derjenigen geraden Linie, welche der Basis des Dreiecks parallel ist und durch die Mitte 
der Höhe desselben geht, so liegen, dafs das Product ihrer Abstände von der Mitte des, 
auf dieser geraden Linie Ton den beiden Asymptoten Q und R interceptirten Segmentes 
dem Quadrate der Hälfte dieses Segmentes immer gleich bleibt, wie sich auch die Linie S 
um ihren gemeinschaftlichen Durchschnittspunct mit den beiden Asymptoten Q und R dre- 
hen mag. Insbesondere finden wir hierin auch die Bestätigung, dafs, wenn die Linie S 
zugleich der Asymptote P parallel ist (ein Fall, den wir in der 235. Nummer nnter 3. 
schon betrachtet haben), der eine Mittelpunct unendlich weit und der andere in gleichen 
Abständen von den beiden Asymptoten Q und R liegt, 

239. Wenn die drei Asymptoten der Curve dritter Ordnang in einem and demselben 
Poncte sich schneiden, so müssen wir ß gleich Null setzen, so dafs an die Stelle der iden- 
tischen Gleichung; (1) nun die folgende tritt: 

p+q+r ^ 0, 
wonach insbesondere auch 

q^+r«» = 0, p'+r' = 0, p'+q" == 0, 

Die Gleichangen (4), welche wir hiernach auch auf folgende Weise schreiben können: 

2qr-q\r— q) = 0, 

2pr~p'(r— p) = 0, (12) 

2pq-p"(q-p) = p. 
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werden alle drei befriedigt,, wenn wir zadeich p = und q = setzen, weil alsdann 
auch r = 0. Es fällt also ein Mittelpunct in den gemeinsamen Durchschnitt 
der drei Asymptoten. 

Wenn wir die erste der vorstehenden drei Gleichungen (12) mit p' und die zweite 
derselben mit q^ multipliciren, diese beiden Gleichungen addiren, und dann, indem wir 
zngleich.berücksichtigen, daCs r = — (p+q)f durch 2r dividiren, so ergibt sich: 

q«p+p'q = §pV. (13) 

Es stellt diese Gleichung eine gerade Linie dar, weiche mit der Linie S, deren Gleichung 
wir in der 227. Nummer schon unter folgender Form: 

q<»p + p'q = p'q% 

dargestellt haben, parallel ist und um die Hälfte weiter als diese von dem gemeinsame;! 
Durchschnittspuncte der drei Asymptoten entfernt ist. 

Wenn wir ferner die erste der Gleichungen (12) mit p, die zweite derselben mit q 
multipliciren und dann abziehen, so kommt: 

qV+2(q«-p')pq-pV = 0. (14) 

Die beiden Mittelpuncte liegen also auch auf dem Systeme der beiden durch diese Glei- 
chung dargestellten geraden Linien. Diese geraden Linien gehen durch den Durchschnitts- 
punct der Asymptoten. Wenn die Linie S parallel mit sich selbst fortrückt, so bleibt das 
Yerhältnifs der beiden Constanten q® und p' unverändert dasselbe und hiernach also auch 
die letzte Gleichung, welche, in Beziehung auf diese beiden Constanten, homogen ist. Ver- 
schiebt man also die Linie S parallel mit sich selbst, so bleiben die beiden Mittelpuncte 
auf zwei. festen geraden Linien (14), und liegen tiberdiefs immer auf einer, geraden Linie 
(13), die ebenfalls mit der Linie S parallel bleibt. 

Um die Lage der beiden Mittelpuncte auf der geraden Linie (13) vollkommen zu be- 
stimmen, wollen wir zwischen der Gleichung dieser geraden Linie und der letzten der drei 
Gleichungen ( 12) die Function q eliminiren. Auf diesem Wege finden wir, wenn wir zu- 
gleich berücksichtigen, daCs (227. Nummer (6)): 

qV-Hp'q" = ?'<!•. 
die nachstehende Gleichung: 

p'-(p>p")p+!p'p''- 

Die beiden Wurzeln dieser Gleicjiung können weder imaginär noch — > den Fall, welchen 
wir am Ende dieser Nummer berühren werden, wo p' und p" Null sind, ausgenonimenv — 
einander gleich sein. Ihre Summe' ist gleich (p'+.p'"). Man erhält hieraus sogleich für die 
Mitte (den Schwerpunct) der bezüglichen beiden Mittelpuncte und des dritten, in den ge- 
meinsamen Durchschnitt der Asymptoten fallenden, Mittelpunctes: 

P = Kp'+p"); 

ond derselbe Werth von p ergibt sich auch für die Mitte der drei Durchschnittspuncte 
d^r Linie S mit den drei Asymptoten P, Q und R. Es fallen, wie man leicht ansieht, 
die beiden Mitten in einen und denselben Punct zusammen. 

Wenn insbesondere die Linie S einer der drei Asymptoten parallel ist, etwa der 
Asymptote P, so fällt ein Mittelpunct, wje in dem eben betrachteten Falle, in den gemein- 
samen Durchschnittspuncf der -drei Asymptoten, ein zweiter liegt, wie in dem Falle der 
234. Nummer, nach der Richtung der genannten Asymptote P unendlich weit. Der dritte - 
Mittelpunct endlich liegt auf derjenigen geraden Linie, welche den Durchschnittspunct der 
Asymptoten mit der Mitte. des, auf der Linie S, durch die beiden Asymptoten Q und R, 
interceptirten Segmentes verbindet^und zwar, auf entgegengesetzter Seite, von der Linie S 



190 Dritter Abschn. Die Gurren dritter Ordnung. 

halb so VFeit entfernt, ak von derselben geraden Linie der gemeinsame Einrchaclmittspuoct 
der Asjibptoten. 

Wenn endlich die Linie S ebenfalls durch den gemeinsamen Dnrchstbnitt d^ drd 
Asymptoten geht, so fallen alle drei Miltelpuncte in diesem Durchschnitlspuncte zusammen. 
Jede durch denselben gehende, von der Curve begränzte, gerade Linie wird alsdann in 
eben diesem Puncte halbirt. 

240. Nachdem wir in den letzten Nummern die ausgezeichneten bcsondem Fälle dis- 
catirt haben, wollen wir uns nun zu den aligemeinen Untersuchungen über die Mittel- 
puncte der Curven dritter Ordnung mit drei reellen Asymptoten zurückwenden. Hierbei 
mufs unsere nächste Aufgabe sein, diejenigen Fölle, wo die Mitteipuncte alle drei reell 
sind, von denjenigen, wo nur einer reell ist, zu unterscheiden, eine Aufgabe, welche sich 
an die Bestimmung des Uebergangs- Falles, wo zwei Mitteipuncte zusammenfallen, anknüpft. 
Wir wollen uns hiernach die Frage stellen: „wo mufs, wenn drei gerade Linien gegeben 
sind, ein Punct angenommen werden, wenn in diesem Puncte zw«! Mitteipuncte einer Curvc 
dritter Ordnung welche die drei gegebenen geraden Linien zu ihren Asymptoten hat, zu- 
sammenfallen sollen." Jeder beliebig. angenommene Punct ist der Mittelpunct nicht nnr 
einer, sondern unendlich vieler solcher Gurren dritter Ordnung; die Bedingung aber, da(s 
in den angenommenen Punct zwei Mitteipuncte zusammenFallen sollen, führt uns offenbar 
zu einem geometrischen Orte, auf welchem dieser Punct liegen mufis. Dieser geoqietriscfae 
Ort ist es, den wir jetzt bestimmen wollen. 

Wenn zwei Mitteipuncte in einen einzigen Punct zusammenfallen sollen, so müssen 
die drei, durch die Gleichungen (4) der 234. Nummer dargestellten, Hyperbeln sich in die- 
sem Puncte berühren. Es ist hinreichend, irgend zwei dieser drei Hyperbeln zu betrach- 
ten; wir wollen hier etwa diejenigen beiden nehmen, welche durch die beiden ersten )e- 
ner drei Gleichungen: 

2qr-r'>q— q^r = 0, . 

2pr-r'p-p'r = 0, ^^ 

dargestellt werden. Wenn wir voraussetzen, dafs die vier Constanten in diesen beiden 
Gleichungen, welche schon durch die beiden* Bedingungs-Gleichungen: 

q'+T' = ß, p'+r'=i^, (2) 

mit einander verbunden sind, so. bestimmt werden, dafs die fraglichen beiden Hyperbeln 
sich berühren, so müssen, in Beziehung auf den Berührungspunct, zugleich mit den beiden 
Gleichungen (1), auch die beiden Differential- Gleichungen derselben befriedigt werden. 
Wenn wir differentiiren, ergibt sich: 

(2r — r«)dq + (2q — q«)dr = 0, 
(2r— r')dp-i-(2p— p')dr = 0, 
und wenn wir die ursprünglichen Gleichungen zugleich berücksichtigen: 

qVdq + r^q^dr == 0, 

p'r^dp + r'p^dr =0. . ^^ 

Ucberdiefs ist: dp+dq + dr = 0. (4) 

Um hiernach die Gleichung des gesuchten Ortes zu erhalten, wollen wir zuvörderst 

zwischen den letzten drei Gleichungen die Differenlialien eliminiren.. Auf diesem Wege 

gelangen wir sogleich zu der Gleichung: ' . . 

^,-P'+^-q*— r' = 0. (5) 

Dann bleibt nns blofs noch übrig, zwischen dieser resultir^iden Gleiehong und den beiden 
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GleichoDgen (1) die Eliminatien der Constanten, deren Anzahl sich nach den obigen bei- 
den Bedingungs-Gleichimgen (2) auf zwei redudrt, za bewerkateliigen. Es ist 

wonaeh die Gleichung (5) zunächst in die folgende ttbergeht: 

und diese Gleichung Terwandelt sich wiederum, da sich aus den Gleichungen (1): 

r— q , "^ r — p *^ ' 

ergibt, nach einer einfachen Reduction in die nachstehende: 

p» + q'+r> =« ^/J(p + q+r), 
Diese Gleichung ist die Gleichung des gesuchten Ortest Wir können dieselbe, indem wir 
berücksichtigen, dafs p + q-^rs=^, (6) 

auch unter jeder der folgenden beiden einfachem Formen schreiben: 

p^+q'+r» = \ß^, (7) 

pq+pr+qr= \ß^. (8) 

Wir sehen zuirörderst, dafs der gesuchte Ort von der zweiten Ordnung und zwar 

nothwendig eine Ellipse ist. Die vollstöndige geometrische Bestimmung derselben knüpft 

sich, mit gleicher Leichtigkeit, an jede der beiden letzten Gleichungen an. Jede derselben 

wird befriedigt, wenn wir, in Uebereinstimmung mif der Gleichung (6): 

p = . und zugleich q = r == \ß^ 

. q = -» » p = r = J/?, (9) 

r = n » p = q = J/?, 

setzen. Es geht also die fragliche Ellipse durch die drei Mitten der .drei Seiten des von 

den drei Asymptoten der Gurren dritter Ordnung gebildeten Dreiecks. Differentilren, wir 

femer etwa die Gleichung (7), so kommt: 

pdp+qdq+rdr = O. - 
Um diese Gleichung zugleich mit der ebeogenannten Gleichung zu befriedigen, können wir 

p =: und zugleich dp= 0, 

q = ' » » dq =: , 

r^rO » » dr==0, 

setzen. Denn diese Gleichungen -Paare geben bezüglich die nachstehenden drei Gleichungen: 

qdq+rdr =0, 
pdp+rdr =s 0, 
pdp+qdq = 0, . 

welche aU Folge der Gleichungen (9) und der Bedingungs - Gleichung (4) befriedigt wer- 
den. Es wird also die fragliche Ellipse von den drei Asymptoten berührt. 

Wen;i irgend drei gerade Linien gegeben sind, so ist der geometrische 
Ort für diejenigen Poncte, in welche zwei Mittelpuncte solcher Curv^n' 
dritterOrdnung, welche die drei gegebene^ geraden Linien zu ihren Asym- 
ptoten haben, zusammenfallen, eine Ellipse, welche die Seiten des von 
den gegebenen geraden Linien gebildeten Dreiecks in ihren Mitten be- 
rührt. 

Es ist bekannt, dafs diese Ellipse unter allen Ellipsen, die- demselben Dreieck cinge- 
schrieen sind, diejenige ist, welche die grö(ste Flfiche omschliefsty und dafs ihr Mittel- 
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pnnct in die Bfitte (den Schwerpunct) des Dreiecks fälU. .Weno wir den BerfihnnigqHmct 
aaf der Basis (einer beliebigen Seite) dieses Dreiecks mit dem gegtfnQberliegenden Win- 
kelpuncte durch eine gerade Linie verbinden, so geht diese gerade Linie darch den Mit- 
telpanct und begegnet der Ellipse zum zweiten Male in zwei Drittbeil der Höhe des Drei- 
ecks. Hiemach stimmt mit dem vorstehenden allgemeinen Satze das nnter 5. in der 235. 
Nummer erhaltene Resultat überein. 

241. Wenn wir einen der drei Mittelpuncte einer Curve dritter Ordnung, deren drei 
Asymptoten gegeben sind, ebenfalls als gegeben betrachten, so können wir die Gleichung 
derjenigen geraden Linie entwickeln, auf welcher die beiden andern Mittelpuncte liegen. 
Für den gegebenen Mittelpunct sei: 

p = Pij q = qi> ^ = >"i- 

Es findet alsdann zwischen diesen Functionen -Werthen zunächst die Bedingungs-Gleichung: 

Pi+qi+i'i = ßf 
Statt. Da ferner dieser Mittelpunct zugleich auf den, durch die Gleichungen (1): 

2qr-rOq-q»r = 0, 

2pr-^r'p-pV =0, ^*^ 

dargestellten Hyperbeln liegt , so ergeben sich aufserdem auch noch die folgenden beiden 
Bedingungs - Gleichungen : 

2q,r,-r«q,-.q»r,,= 0, 
.. 2p,r, - r'p, - pV. = 0. ^^^> 

Wenn wir hiemach die erste der beiden Gleichungen (1) mit q^ri, die erste der Glei- 
chungen (10) mit qr multiplicircn und dann abziehen, wenn wir ferner die zweite der 
Gleichungen (1) mit p^rj, die zweite der Gleichungen (10) mit pr multipliciren und dann 
wiederum abziehen, so kommt: 

rV — ri)qiq+q^(q — qi)r,r = 0, 

r'(r — Ti) PiP + p'(p — Pi)rir = 0, 
und aus diesen beiden Gleichungen erhält man sogleich: 

(r— ri){p,p+qiq} + ^i(q_qJ+L(p_p^)^r^r _ 0. 

Diese Gleichung nimmt, wenn wir statt q* und p' ihre Werlhe (/?— r«^ und (ß—r') ein- 
setzen und zugleich berücksichtigen, dafs 

^. . ^ -(q-qi) — (P-Pi) = (r— r,), 

die nachstehende Form an: 

(r-rO{p.p+q.q+r,r]+^(rL:5L=lJ^ ^ 0. 

Substitdreö wir femer im zweiten Gliede dieser Gleichung für di^ Ausdrücke Sff E 
~ und -^ ihre Werthe aus den vier Gleichungen (1) und (10), so ergibt sich: 

* 

, „_ (f— '•i){PiP+q.q+V}+|^{r,(p+q)--r(p,+q,)} =0, 
und endlich, da . 

p+q = /S'— r, 

^ ^ , , Pi+qt = /*— «"i. 

die nachstehende einfache und sjmmetrische Gleichone: 

('•--r,){p,p+q,q4.r,r — J/?»} = 0. 
Die Fonn dieser End- Gleichung haben wir zum Theü Toraossehen und damacfa die 

vor- 
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▼ontchenden EntwiGklangen anlegen können. Denn da die beiden Hjperbeln (1) sich 
nnr in drei Puncten schneiden, während der vierte DurchBchnittsponct nadi der Richtung 
der Asymptote R unendlich weit liegt, so mlissen ihre Gleidiungen sich nothwendig zu der 
Gleichung eines Sjstemes solcher xwei gerader Linien verbinden lassen, von weldien die 
dne durch einen beliebigen der drei Blittelpuncte, denjenigen, welchen wir als gegeben 
betrachten, geht und der Asymptote R parallel ist; während die andere die beiden fibrigen 
Mittelpuncte verbindet. Indem wir also in der letzten Gleichung den Factor (r — r^) un- 
terdrücken, erhalten wir für die zu bestiminende gerade Linie folgende Gleichung: 

PiP+qiq+'ir = \ß^^ (11) 

In dieser Gleichung erkennen wir sogleich die Polare des gegebenen Mittelpunctes, dem die 

Functionen -Werthe pi, q^ und ri entsprechen, in Beziehung auf die, dürcLdie Gleichung 

(7) der vorigen Nummer dargestellte Ellipse. Und, da wir nach einander jeden der drei 

Blittelpuncte als den gegebenen ansehn ktanen, gelangen wir also zu dem nachstehenden 

Satze: 

Wenn drei beliebige gerade Linien gegeben, sind, so sind die drei Mit- 
telpuncte jeder beliebigen Curve dritter Ordnung, welche die gegebenen 
geraden Linien zu ihren Asymptoten hat, drei zugeordnete Pole in Bezie- 
hung auf diejenige Ellipse, welche die drei Seiten des von diesen geraden 
Linien gebildeten Dreiecks in ihren drei Mitten berührt. 

Wenn insbesondere also zwei Mittelpuncte in irgend einen Punct der firaglichen El- 
lipse zusammenfallen (240), so liegt der dritte Mittelpunct auf der Tangente der Ellipse 
in diesem Puncte. Die Polare dieses dritten Mittelpunctes ist eine gemeinschaftliche Taur 
gente derjenigen drei Hyperbeln, durch welche wir, nach der 226. Nummer, die drei Mit^ 
telpuncte bestimmen, und auf dieser gemeinschaftlichen Tangente \aX jener Punct der ge- 
meinschaftliche Berührungspunct. 

242. Wenn wir in die erste der beiden Gleichungen (1): 

2qr— r®q — q^r = 0, 
für q und q^ £e gleichgeltenden Ausdrücke (/9*-p — r) und (ß—r^) einsetzen, und dann 
in dieser Gleichung p absondern, so finden wir: 

_ 2r^ — (ß+2T^)T+T^ß 



p = — 



2r— r 







und wenn wir dann diesen. Ausdruck von p, an die Stelle dieser Function, in der zweiten 
der Gleichungen (1), die wir auch folgendergestalt schreiben können: 

(2r~r)p-0?-r')r = O, 
substituiren, so enthält die resultirende Gleichung otr noch die Function r. Wir erhalten 
auf diese Weise, indem wir nach abnehmenden Potenzen cKeser Function ordnen, ohne 
uns um die spätem Glieder zu kümmern : 

r» — (r«-+.r')r«+... = 0. 
Die 'drei Wurzeln dieser Gleichung dritten Grades beziehen sich auf die drei fraglichen 
Mittelpuncte; wenn wir dieselben durch r^, r, und r, bezeichnen, so gibt die allgemeine 
Theorie der Gleichungen: ri+rj-l-ra = r^+r'. 

Da r® utad r^ sich auf die beiden Durchschnitte, S und S', der Linie' S mit den beiden 
Asymptoten P und Q beziehen, und r = dem Durchschnitte S" dieser Linie mit der 
dritten Asymptote R entspricht, so ist ersichtlich, daCs, einerseits, der Mitte (dem Schwer- 
puncte) der drei Mittelpuncte und, andrerseits, der Mitte der drei in gerader Linie. liegen- 
genden Durchschnittspuncte der Curve mit ihren drei Asymptoten, derselbe Werth der 
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r 

FimctioD r entspricht; ood da hiemach, bei aoserer symmetrischen Bezeidmong, diesoi 
bttden Mitten auch gleiche Werthe der beiden andern linearen Functionen p und q ent- 
sprechen, so tritt uns der folgende neue Satz entgegen: 

„Wenn drei beliebige gerade Linien gegeben sind, so fällt die Mitte 
der drei Mittelpuncte jeder beliebigen Curve dritter Ordnung, welche die 
drei gegebenen geraden Linien zu ihren Asymptoten hat, mit der Mitte ih* 
rer drei Durchschnittspuncte mit diesen drei geraden Linien zusammen.* 
Fig. 12. 243. Wenn einer der drei Mittelpuncte einer Cunre dritter Ordnung und ihre drei 
Asymptoten gegeben sind, so erhalten wir sogleich die Linie S (231) und demnächst die 
Mitte ihrer drei Durchschnittspuncte S, S' und S'' mit den drei Asymptoten P, Q und R. 
Nennen wir den gegebenen Mittelpunct O und diese Mitte W, so geht die gerade Linie 
OW, welche diese beiden Puncte verbindet, genugsam verlängert, durch die Mitte, T, 
der beiden übrigen Mittelpuncte O' und O'' (242). Der Punct Y ist durch diese gerade 
Linie und (241) die Polare des gegebenen Mittelpunctes O in Beziehung auf diejenige 
Ellipse, welche die drei Seiten des Asymptoten -Dreiecks in ihren IlCtten berührt, voll- 
kommen bestimmt. Ueberdiefs ist der Punct V unmittelbar dadurch bestimmt (242), dais 
VW = |WO. 

Die Bestimmung der beiden Mittelpuncte O' und O' selbst, nachdem ihre Mitte V be- 
kannt ist, ergibt sich leicht nach dem Satze der 241. Nummer. Denn, nach diesem Satze, 
liegen sie auf der Polaren des Punctes O, und zwar so, dafo sie mit den beiden Durdi- 
schnittspuncten dieser Polaren und der fraglichen Ellipse vier harmonische Theiiungspuncte 
bilden. Wenn wir diese beiden Durchschnittspuncte durch N und N' und ihre Mitte durch 
L bezeichnen, so ist hiemach auch: ^ 

VN . VS = iOÖ^, LO'. LO" = JNN^. . 

Legen wir etwa die zweite dieser Bestimmungen zu Grunde, und setzen, der Kürze hal- 
ber, LV = a und ^NN'^ = b, so stellen sich die beiden Segmente LO und LO" als die 
beiden Wurzel^i der folgenden quadratischen Gleichung dar: 

z* — 2az+b = 0. 
Es bedarf wohl kaum einer besondern Erinnerung, dafs diese Gleichung auch fitr den Fall, 
^afs die Durchschnittspuncte N und N' imaginär sind, ihre volle Anwendbarkeit behält 

Wenn insbesondere zwei Mittelpuncte in irgend einen Punct der Ellipse, Welche die 
drei Seiten des Asymptoten-Dreiecks in ihren Mitten berührt, zusammenfallen, so liegt auf 
der Tangente an die Ellipse in diesem Puncte' der dritte Mittelpunct von der Linie S, auf 
entgegengesetzter ßeite, doppelt so weit entfernt als die beiden zusammenfallenden. (241, 
242.) 

Wir sehen endlich auch, dafs, wenn ein BCttelpunct nach der Richtung einer der 
drei Asymptoten unendlich weit liegt, die Polare desselben derjenige Durchmesser der El- 
lipse ist, welcher den Punct, in welchem jene Asymptote von dieser Ellipse berührt wird, 
mit dem Durchschnitte der beiden andern Asymptoten verbindet. In diesem Falle gründe 
sich die Bestimmung der Mittelpuncte unmittelbar auf eine Gleichung*zweiten Grades (235X 
die wir ohne Mühe auch aus der letzten Gleichung ableiten können. 

244. Wir sind schon früher (229) durch allgemeine Betrachtungen zu dem Resultate 
gelangt, dafs, wenn eine Curve dritter Ordnung durch die Gleichung 

pqr-t-fis = L 

dargestellt vrird, in der wir, nachdem die drei Asymptoten und die Linie S gegeben sind, 
den unbestimmten Coefficienten fi so bestimmen, dafs die Curve durch einen der drei 
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Mittelpnncte geht: dieser Mittelpunct ein Doppelpunct derCurve ist. Wir wollen die- 
ses 'Resultat durch eine dii'ecte analytische Nachwekung bestätigen und zugleich auf die 
Unterscheidung der yerschiedenen Arten solcher Puncte eingehen. 

Indem wir die auf einen beliebigen der drei Mittelpuncte sich beziehenden Werthe 
der drei Functionen p^ q und r durch unten angehängte Marken, wie früher schon» unter- 
scheiden, ist die Gleichung der Linie S die nachstehende (230): 

qifiP-HPiriq+Piqir— 2p,qiri =0. 
Hiemach können wir die Gleichung I. auf folgende Weise schreiben: 

pql^+^Cqirip+pir^q+piqir — 2piqir,) ss 0. 
Es stellt diese Gleichung, wenn wir, nach einander, für ii alle möglichen Werthe einsetzen, 
unendlich viele Curven dritter Ordnung dar, welche alle dieselben Asymptoten und über* 
diets dieselben drei Mittelpnncte, oder, was hiermit gleichgeltend ist, dieselbe Linie S ha- 
ben. Durch irgend einen Punct der Gurve ist fi^ und somit die Gurre selbst, vollkommen 
bestimmt Indem wir ^ = — 1 nehmen, wonach wir folgende Gleichung erhalten: 

pqr — (qiriP+Piriq+Piqir)+2piqiri = 0, (12) 

unterwerfen wir dieCurve der Bedingung, durch jenen Mittelpunct zugehen, für welchen: 

p = p, , q = qi , r = ri. (13) 

Denn, wenn diese drei Gleichungen zu gleicher Zeit bestehen, wird die vorhergehende* 
Gleichung (12) befriedigt. Es stellt also die letztgenannte Gleichung nach dem Obigen, 
eine solche Curve dar, die einen Doppelpunct hat, und dieser fällt in denjenigen Punct, 
der durch die letzten Gleichungen (13) bestimmt wird. 

Wenn wir, um uns hiervon nach der bekannten Verfahrnngswebe zu llberieugen, die 
Gleichung (12) differentüren, so finden wir: 

(qr— qiri)dp+(pr-.pirOdq-4-(pq — piqjdr = 0. (14) 

■ 

Beziehen wir diese Gleichung auf den Punct (13), so wird der Coeffieient jedes der drei 
Differentialien gleich Null, und es drückt diese Gleichung also durchaus keine Relation zwi- 
schen diesen Differentialien aus. Auf jeder geraden Linie, welche durch den fraglichen 
Punct geht, fallen in diesem Puncte zwei Durchschnitte mit der Curve zusammen; jede 
solche gerade Linie ist, in dieser Beziehung, eine Tangente der Curve. 
Wenn wir die letzte Gleichung von Neuem differentüren, so kommt: 

<qr — qiri)d*p+(pr— piri)d*q.f-(pq — Piqi)dV+2{pdqdr+qdpdr+rdpdq} = 0. 

Beziehen wir diese neue Differential- Gleichung wiederum auf den Punct (13), so geht 
dieselbe in die folgende über: 

Pidqdr+qidpdr+ridpdq == 0, 
und diese verwandelt sich, weil 

dr = — (dp+dq), 
in die nachstehende: 

qidp*+(PiH-qi— Odpdq+Pidq« =s= 0. (15) 

do 

Die Auflösung dieser Gleichung gibt für ^y ün Allgemeinen, zwei verschiedene Werthe. 

Diesen entsprechen zwei gerade Linien, auf welchen die Durchschnittspuncte mit der Curve 
alle drei zusammenfallen, und welche auiserdem folglich der Curve in keinem Puncte mehr 
begegnen. Es ist jede dieser beiden geraden Linien eine Tangente (im engem Sinne des 
Wortes) an einen Zweig der Curve, welche im Berührungsponcte von einem andern Zweige 
der Curve geschnitten wird. 
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Die beiden Wertbe von -^ sind einander deiche wenn 

dq 

Piqi+Pi^'i+qii'i = Kpi+qi+^i)*, 

oder wenn Piqi+PiFi+qiri = \ß^* 

Dieee Bedingung wird dann und nur dann erfüllt, wenn der Ponct (13) aiif der durch 

die Gleichung: 

pq+pr+qr = J/9», (8) 

dargestellten Curve, also (240) auf derjenigen Ellipse liegt, welche die drei Seiten des 
von den Asymptoten gebildeten Dreiecks in ihren BÄitten berührt. Der Doppelpunct, der 
in diesem Falle eine Spitze bildet, erhält den Namen Rückkehrpunct 

Die beiden Werthe von j^ sind reell, und folglich auch die beiden im fraglichen 

Puncte (13) sich schneidenden Zweige der Curve, wenn 

PiqiH-Piri+qiFi >!/?*, 
oder auch, was dasselbe heifist (240), wenn 

Pi*+qi'+ri'>l/^. 
woraus man sogleich sieht, dals der Punct (13) — der alsdann ein Doppelpnnct im en- 
gem Sinne des Wortes ist, ein Punct, in welchem zwei reelle Zweige der Cunre L sich 
schneiden — aufserhalb der eben bezeichneten Ellipse liegt. 

Die beiden Werthe von ^ sind endlich imaginär, wonach der fragliche Punct (13) ein 

isolirter, der Curve conjugirter, Punct ist, wenn 

Piqi H- Pi^i -*- qiri < 1 /J" , 
und dann liegt dieser Punct innerhalb der Ellipse (8). 

Wir werden im 6. Paragraphen ausführlich auf die Theorie der Doppelponcte zurück- 
kommen. Hier ist unsere Absicht, überhaupt blofs 'diejenigen Fälle zu unterscheiden und 
zu bestimmen, in welchen solche Puncte bei Curven dritter Ordnung vorkommen. Das 
vollständige Resultat ^ zu dem wir in dieser Nummer gekommen sind, können wir in dem 
nachstehenden Satze zusammenfassen. 

Wenn irgend eine Curve dritter Ordnung mit drei reellen Asymptoten 
einen Rückkehrpunct hat, so liegt dieser Punct nothwendig auf dem Um- 
fange derjenigen EUip^se, welche die drei Seiten des von den Asymptoten 
gebildeten Dreiecks in ihren Mitten berührt. Wenn zwei Zweige einer 
solchen Curve dritter Ordnung sich schneiden, s(\ fällt der Durchschnitts- 
punct derselben aufserhalb dieser Ellipse; wenn die Curve einen isolir- 
ten conjngirten Punct hat, so liegt dieser Punct innerhalb der Ellipse. 

245. Es gibt nur einen einzigen, früher schon erwähnten Fall, in welchem die drei 
Mittelpuncte der Curve dritter Ordnung in einen einzigen Punct zusammenfallen; es ist 
derjenige, wo die drei Asymptoten und die Linie S durch einen und denselben Punct gehen. 
Eben in diesem Puncte vereinigen sich alsdann auch die drei Mittelpuncte. Wenn über- 
haupt die Linie S durch den Durchschnittspunct zweier Asymptoten geht, so berührt sie 
in diesem Puncte die bezügliche Curve dritter* Ordnung; in dem vorliegenden besondem 
Falle vereinigen sich also die drei Durchschnittspuncte der Linie S mit der Curve zu einem 
Berlihrungspuncte höherer Ordnung. Nach der im zweiten Paragraphen mehrmaU ange- 
wandten Bestimmungsweise des allgemeinen Laufes der Curven dritter Ordnung erkennen 
wir unmittelbar, dafs die Linie S alsdann im fraglichen Puncte die. Curve zugleidi berührt 
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und sdineidet. Dieser Pimct ist ein Wendangspunct. Auch aof solche Poncte wer- 
den wir, in sp&teren Paragraphen, ausführlich zurückkommen. 

246. Wir haben alle Entwicklangen dieses Paragraphen bisher ausschliefsBch aof die 
Gleichungen (3), (4) und (5) der 226. Nummer gegründet, und diese Gleichungen schlie- 
fen sich wiederum an die, in der 211. Nummer des vorigen Paragraphen aufgestellte, erste 
allgemeine Construction der Curven dritter Ordnung an. Wir gelangen aber auch zu den* 
selben Resultaten, wenn wir an die Stelle der eben genannten drei Gleichungen andere 
setzen, welche aus der zweiten allgemeinen Construction der Curven dritter Ordnung (220) 
auf eine gleidie Webe hervorgehen, als jene drei Gleichungen aus der ersten. Diese 
zweite Construction beruht darauf dafs )ede gerade Linie, die einer Asymptote einer ge- > 
gebenen Curve dritter Ordnung, etwa P, parallel ist, die Curve in solchen zwei Puncten 
schneidet, welche zugleich auf einer Hyperbel liegen, die durch die beiden Durchschnitts- 
puncte S und S" auf den beiden andern Asymptoten der Curve Q und R geht und deren 
eigene Asymptoten den beiden letztgenannten Q und R parallel sind. Eine solche Tan^ 
gente der gegebenen Curve dritter Ordnung, welche ihrer Asymptote P parallel ist, be- 
rührt also ebenfalls eine auf diese Art näher bestimmte Hyperbel, in der Art, dafs die 
beidesmaligen Berührangispuncte zusammenfallen. Wenn die Curve dritter. Ordnung ins* 
besondere einen Doppelpunct hat, so ist derselbe also nothwendig auch der Berührungg- 
punct auf einer der Asymptote P parallelen Tangente irgend einer solchen Hyperbel« Diese 
Hyperbel kOnnen wir, wenn wir durch | einen gehörig bestimmten Coeffidenten bezeich- 
nen, durch die Gleichung , qr-f-£s = (1) 
darstellen. Legen wir jenem Coeffidenten, nach dnander, alle möglichen Werthe bei, so 
stellt diese Gleichung nach einander, unendlich viele Hyperbeln dar. Die Berührungs- 
puncte auf den mit P parallelen Tangenten aller dieser verschiedenen Hyperbeln bestim- 
men eine neue Curve. Diese neue Curve ist zugleich der geometrische Ort für die Be- 
rührungspuncte auf denjenigen Tangenten der, bei beliebiger Annahme von jea, durch die 
allgemeine Gleichung: pqr+/us = 0, I. 
dargestellten Curven dritter Ordnung, welche der Asymptote P parallel sind. Im Allge- 
meinen gibt es unter diesen Curven dritter Ordnung, welche alle dieselben* drei Mittel- 
puncte haben, drei mit einem Doppelpuncte, der jedesmal in einen jener gemeinschafitli- 
dien drei Mittelpuncte fällt. Jeder solche Doppelpunct, oder jeder Mittelpunct überhaupt, 
liegt also nothweiidig auf der fraglichen Curve. Noch mehr, wir können den Gesichts- 
punct noch erweitem: es bleibt die fragliche Curve auch dann offenbar noch dieselbe, 
wenn an die Stelle der Asymptote P, irgend eine andere, ihr parallele, tritt. Und hier- 
nach stellt sich diese Curve auch als der geometrische Ort für die Mittelpuncte solcher 
Curven dritter Ordnung dar, welche dieselben beiden Asymptoten Q und R haben und 
diese in denselben beiden Puncten S' und S" schneiden, während ihre dritte Asymptote P 
nur der Richtung nach gegeben ist. 

247. Wir können die Gleichung (1), indem wir s als Function von q und r, mit 
Beibehaltung der frühem Bezeichnung, einführen (227), auf folgende Weise schreiben: 

qr+S(r'q+q"r-qY) = 0. (2) 

In Beziehung auf den Berührangspunct auf einer mit der Asymptote P parallelen geraden 
Linie ist dp = 0, dr = — dq. (3) 

Wir finden,' lyenn wir hiernach die Gleichung (2) differentiiren, für einen solchen Punct: 

q-r+|(q"-r') = 0, . (4) 

und erhalten alsdann die gesuchte Gleichung desjenigen Ortes, mit dem wir uns in der vo- 



198 Dritter Abschn. Die GurveD drittel* Ordnung. 

rigen Nummer beschäftigt haben, weon wir zwischen der letzten Gleichnng md det Glei- 
chong (2) den unbestimmten Coefficienten $, durch welchen die einzelnen durch (1) dar* 
gestellten Hyperbeln sich unterscheiden, eliminiren* Auf diese Weise ergibt sidi: 

r'q»— qV — qY(q— r) = 0. (5) 

Zu derselben Gleichung müssen wir auch dann gelangen, wenn wir direct den geo- 
metrischen Ort für die BerQhrungspuncte auf den mit P parallelen Tangenten derjenigen 
Gurren dritter Ordnung suchen, die, indem man fi als unbestinanten Coefficienten betrach- 
tet, durch die allgemeine Gleichung L dargestellt werden. Schreiben wir diese Glekhung 
unter folgender Form: 

pqr+^(r'q+q"r— qV) =a 0, (6) 

und dUFerentilren alsdann, unter denselben Voraussetzungen ak eben, so ergU>t ttdi: 

p(q-r)+^(q''-0 = 0. (7) 

Diese beiden letzten Gleichungen gehen in die Gleichungen (2) und (4) Aber, wenn wir 

— mit I vertauschen, woraus unmittelbar folgt, dafs die Elimination von — zwischen je- 
nen Gleichungen ebenfalls die Gleichung (5) gibt. 

Wir erkennen sogleich, dafa die Gleichung (5) eine Curve zweiter Ordnung darstellt; 
deren zwei zugeordnete Durchmesser den beiden Asymptoten Q und R parallel sind, und 
deren Mittelpunct, für welchen sich sogleich 

q — ^q , r — ^r, 

ergibt, auf der Linie S, in der Mitte zwischen den beiden Pnncten S' und S" liegt. Diese 
Curve geht durch den Durchschnitt der beiden Asymptoten Q und R imd lugleidi durch 
die beiden Puncte S' und S\ für welche bezüglich q = 0, r = r' und r = 0^ q = q" 
ist Ob die Curve eine Hyperbel oder Ellipse ist, hängt davon ab, ol die Functionen- 
Werthe r' und q" im Zeichen übereinstimmen oder nicht, und diefs geht umnittelbar aus 
der Lage der beiden Puncte S' und S* hervor. Wenn nendich etwa der zweite Fdl ein- 
treten soll, so mufs jede der beiden Asymptoten Q und R von der Linie S und der drit- 
ten Asymptote so geschnitten werden, dafs die beiden Durchschnittspuncte beide Male auf 
derselben oder beide Male auf entgegengesetzter Seite des Durchscfanittspunctea jener bei- 
den Asymptoten Q und R liegen. • 

Wir bemerken endlich noch, dafs der ACttelpunct der Curve (5) auf der ersten der 
drei Hyperbeln (4) der 234. Nummer Ifegt. Denn, wenn wir in die Gleichung dieser Hy- 
perbel: 2qr — r^q — q*^r = 

die vorstehenden Functionen -Werthe für )enen Mittelpunct der Curve (5) einsetzen, so 
kommt: qV— rV— qV = 0, 

eine Gleichung, die befriedigt wird, weil sie mit der letzten der drei Bedingung8-€rlei<Aim- 
g^i (6) der 227. Nummer übereinstimmt. Die fragliche Hyperbel geht also durch den 
Mittelpunct des Kegelschnittes (5), das heifst durch die Mitte der beiden Puncte S und S". 

In der 12. Figur ist die fragliche Curve eine Hyperbel und ihr l^auf durch Puncte 
angedeutet. 

248. Es ist leicht, analytisch direct zu zeigen, dais die durch die Gleichung (5) dar- 
gestellte Curve zweiter Ordnung durch die. drei Mittelpuncte der Curve L geht. Indem 
wir nemlich, wie früher, durch pi, qi und r|, die auf einen beliebigen dieser drei BGttd- 
puncte sich beziehenden besondem Werthe der Functionen p, q und r bezeichnen, kön- 
nen wir die Gleichung I. auf folgende Weise schreiben (244): 

PV+KqiriP+Piriq+Piqif — 2piqiri) = 0. 
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Ditte Gleidmng. ist, bei gehöriger Bestinuaung von ^ mit der GleicbiiDg (6) identiBcb, und 
der Gleichung (7) entfipricht alsdann die folgende: 

p(q — r) +/tpi (qi — rO = 0. 
VFir kiMDmen also aach m einer Gleichung, die mit der Gleichung (5) identisch ist, wenn 
mr zwischen Jen vorstdienden beiden Gleichungen ft eliminiren. Diese Elimination gibt 
sogleich, ohne dafo wir redudren, die folgende Gleichung: 

Pi(qi — Oqr — (q— r){qirip+piriq+piqir— 2piqiri} = 0, 

▼OB der in die Augen fällt, dafs sie befriedigt wird, wenn wir zugleich: 

p = Pi > q = qi > >• = Ti > 

seCzen« Es gebt also die durch (5) dargestellte Oirre zweiter Ordnung durch den frag- 
lichen Mittelpunct; sie geht durch alle drei Mittelpuncte, weil wir jeden derselben ftlr 
den durch jene Functionen -Werthe bezeichneten nehmen können. 

249. Wenn wir in den vorstehenden Entwicklungen nach einander jede der beiden 
Asymptoten Q und R an die Stelle der Asymptote P setzen, so erhalten wir zwei neue 
Curreo, die mit der Curve (5) eine analoge geometrische Bedeutung haben. Dieser Yer- 
taoschung der Asymptoten entspricht in den bezüglichen Gleichungen eine blofse Buchsta- 
ben-Yertauschung. Aus der blofBcn Gleichung (5) erhalten wir hiemach die folgenden 
drei: r'q« — qV — qY(q— r) = 0, 

rV-pV— pV(p— r) = 0, (8) 

qy-pV-pV(p-q) = 0- 

Die vorstehenden drei Gleichungen stellen also drei neue Curven zweiter Ordnung 
dar, welche wie die drei früher betrachteten, durch die Gleichungen (4) der 234. Num- 
mer dargestellten, Hyperbeln durch die drei Mittelpuncte der Curve I. gehen. 

Um diese Mittelpuncte zu bestimmen, sind irgend zwei der fraglichen sechs Curven 
hinreichend, und diese können wir beliebig aus der zuerst betrachteten Gruppe dreier Hy- 
perbeln, oder aus der Gruppe der drei Curven (8) oder endlich aus beiden Gruppen zu- 
gleich auswählen. Im ersten Falle erhalten wir einen, nach der Richtung einer Asymptote 
anendlich weit entfernt liegenden, der Mittelpunct- Bestimmung fremden Durcbschnittspunct; 
im zweitMi Falle stellt sich einer der drei Pnncte S, S' und S" als fremder Punct dar; im 
dritten Falle endlich erscheint als fremder Punct, entweder der Durcbschnittspunct zweier 
Asymptoten (wenn wir nemlich in den beiden Gruppen dreier Curven die erste mit der 
ersten, die zweite mit der zweiten, oder' der dritte mit der dritten zusammenstellen) oder 
(in den Übrigen sechs Zusammenstellungen) einer der drei Puncte S, S* und S"* 

250. Wenn insbesondere die Linie S einer Asymptote, etwa der Asymptote P, pa- 
rallel ist, so ist (234): 

q«==(», r«=ao, p' = p", q" = i', 

wonach die Grleichungen (8) der vorigen Nummer in die nachstehenden übergehen: 

(q+r-r')(q-r) = 0, 

P'-p'(p-r) = 0, (9) 

p'— p'(p-q)=o- 

Die erste dieser Gleichungen stellt, wenn wir von dem ersten Factor derselben, welcher 
auf die Linie S sich bezieht, und einen nach der Richtung dieser Linie oder der Asymptote 
P, nnendlich weit entfernt liegenden Mittelpunct anzeigt, abstrahiren, diejem'ge gerade Linie 
dar, welche auf allen der Asymptote P parallelen geraden Linien die von den beiden übri- 
gen Asymptoten' Q und R interceptirten Segmente halbirt. Die beiden ^letzten Gleichun- 
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gen stellen zwei Parabeln dar, deren geometrische Bestnnmang durch die Fonn* dieser 
Gleichungen unmittelbar angezeigt wird. 

Wenn endlich die Linie S unendlich weit liegt, so sind die ihren Dorchschnittspancten 
mit den drei Asymptoten entsprechenden Functionen -Werthe alle unendlich, wonach die 
vorstehenden drei Gleichungen (9) in die folgenden sich verwandeln: 

q = '• 
p == r, 

p = q; 

welche dieselben sind , als die Gleichungen der .236. Nummer, und drei gerade Linien dar- 
stellen, welche in der Mitte des Asymptoten -Dreiecks^ dem einzigen Mittelpuncte der be- 
zQglichen Curve dritter Ordnung, sich schneiden. 

251. Nachdem wir in Rücksicht auf die eine der beiden Haupt-Classen von Curven 
'dritter Ordnung in ein ausführlicheres Detail eingegangen sind, können wir nun mit der 
gröüsten Leichtigkeit auch die andern dieser beiden Haupt- Classen, wo zwei Asympto- 
ten imaginär sind, behandeln. Die ganze Aufgabe besteht* in einer Uebertragung und 
der Discussion analytischer Formen für den Fall, dais Constante, die wir bisher als redl 
/ betrachtet haben, nun imaginäre Werthe erhalten* 

Wenn wir (180) von der Gleichung: 

pqr+fiS = 0, L 

vermittelst der beiden Gleichungen: 

q = t+w>'^=l[, r = t— wV3i, . (1) 

zu der Gleichung: p(t*+w*)+jiis = 0, I, a. 

übergehen, so stellt die Gleichung 

t*+w« = 
den an die Stelle der beiden reellen Asymptoten Q und R tretenden Asymptotenpunct 
dar. Wir wollen denselben durchgehends durch A bezeichnen. Die beiden Gldchungen: 

t = 0, w = 0, (2) 

stellen zwei zugeordnete Durchmesser desselben dar (180). Um diese zugeordneten Dardh 
messer von den übrigen unterscheiden zu können, müssen wir eine nähere Fnnction^- 
Bestimmung machen. Legen wir dieser, um die frühem Resultate unmittelbar übertragen zu 
können, wiederum die identische Gleichung der 233. Nummer, welche hier folgende Fono 
annimmt: p+2t = /9, (3) 

zu Grunde, so sehen wir, dafs alsdann der erste der beiden zugeordneten Durchmesser 
(2) des Asymptotenpunctes der Asymptote P parallel ist. ß bedeutet denjenigen Werth 
der Function p, welcher sich auf den Asymptotenpunct bezieht, wonach dieser Werth die 
geometrische Construction dieser Function, so wie (nach der letzten Gleichung) der Func- 
tion t bestimmt. 

' Wenn wir diejenigen Werthe der beiden neuen Functionen t und w, welche dem Pnncte 
S auf der Asymptote P, dem einzigen reellen Puncte, in welchem die Linie S der Gurre 
I, a. begegnet, entsprechen, durch t® und w® unterscheiden, so ist also, mit Bezugnahme 
auf die frühere Bezeichnung dieses Punctes: 

q« = t^+w^VCTi, r« = t^ — w«Vin, (4) 

und die Gleichung (3) gibt: t« = ^ß. (5) 

Ueberdiefs ist jede in Beziehung auf q, r und q^ r^ symmetrische Function reell; so zum 
Beispiel, folgt aus (1) und (4): 

r«q-f-q«r = 2(tn+wV). (6) 

252. 
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252. . Von den drei GlekbaDgen (4) der 234. Kummer , die uns zar Constmction 
der IMDtfelpuncte der Gurren dritter Ordnung mit drei reellen und geradlinigen Asympto- 
ten gedient haben, stellt in dem Falle, dals zwei dieser drei Asymptoten, Q und R, ima- 
ginär sind, nur noch die erste; 

2qr— r^q — q«r = 0, 
eine reelle Gurre dar. Diese Gleichung nimmt hier sogleich die folgende Form an: 

t*+w' — tn— wV = 0, (7) 

und kann auch auf folgende Weise: 

oder, indem wir ^ß für t® snbstituiren, auf folgende Weise: 

geschrieben werden. 

Es stellt diese Gleichung nun, nicht mehr wie in dem frühem Falle eine Hyperbel, 
sondern eine Ellipse dar. Diese Ellipse geht durch den Asyroptotenpunct, A, [t :^ 0, w = OJ, 
durch den Pnnct S [t= t* = 5/?, w = w^] und durch denjenigen Punct [t = J/?, w = 0], 
in welchem derjenige Durchmesser des Asymptotenpunctes, dessen zugeordneter der Asym- 
ptote P parallel ist, diese Asymptote schneidet. Ihr MiUelpunct, für welchen 

t = J/9, w = ^w», 

Ulli in die Mitte zwischen den beiden ersten dieser drei Puncte. Ueberdiefs ist die frag- 
liche Ellipse dem Asymptotenpuncte ähnlich, und hat mit demselben eine ähnliche Lage. 

In der 13. Figur ist angenommen, dafs die Gurve dritter Ordnung imaginäre Kreis- Fig. 13. 
Asymptoten habe. Alsdann ist die zu bestimmende Ellipse der über AS, als DurchmeiBser, 
beschriebene Kreis. 

253. Wir haben, in dem Falle dreier reeller Asymptoten, aufser den in deryorigen 
Nummer erwähnten drei Hyperbeln, noch drei andere Gurven zweiter Ordnung (249 (8)) 
zur Bestimmung der Mittelpuncte erhalten. Aber von diesen drei neuen Gtirven bleibt für 
den jetzt vorliegenden Fall wiederuqi ,nur eine einzige reell, diejenige nemlich, welche durch 
die Gleidiung: 

r'q«_qV — qV(q— r) = 0, 
dargestellt wird. Es ist dieselbe der geometrische Ort für die Berübrungspuncte auf den 
der Asymptote P parallelen Tangenten aller solcher Gurven dritter Ordnung, welche, bei 
beliebiger Annahme von fiy durch die allgemeine Gleichung I. dargestellt werden können. 

Statt aber der vorstehenden Gleichung für den Fall zweier imaginären Asymptoten, 
Q und R, eine reelle Form zu geben, wollen wir, nach den vorstehenden Bestinimungen, 
die Gleichung des fraglichen Ortes für den vorliegenden Fall unmittelbar herleiten. Na- 
mentlich wenden wir dieses Verfahren hier auch aus dem Grunde an, weil die frühere Gon- 
stanten-Bestimmung hier ebenfalls imaginär wird, und wir zur geometrischen Bestimmung der 
Linie S eine neue einführen müssen. Bezeichnen wir demnach die beiden Durchschnitts- 

« 

puncte dieser Linie mit den- beiden Durchmessern (2) des Asymptotenpunctes auf fol? 
gende Weise: 

[t == 0, w = w^ und [t = t', w = 0], 
so erhalten wir die Gleichung: w't-l-t'w = tV, (9) 

für die Linie S. Da diese gerade Linie durch den Punct S auf der Asymptote P geht, so 
' ergibt sich folgende Relation zwischen den beiden in dieser Nummer eingeführten Gon- 
stanten t' und w' und der Gonstanten w^ der* vorigen Nummer: 

l/Sw'+tV = tV. (10) 

26 
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Die allgemeine Gleichung I, a. können wir hieroach aof folgende Weise schreiben: 

p(t^4-w*)+^(w't+t'w — tV) = 0. (11) 

Für den Berfibrungspuncf auf einer der Asymptote P parallelen Tangente irgend einer der 
durch diese Gleichung dargestellten Curven dritter Ordnung ist: 

dp = 0, 
folglich ist alsdann auch nach der, unserer näheren Functionen -Bestimmung zo Grande lie- 
genden , identischen Gleichung (3): dt = 0. 

Wir erhalten also für einen solchen Berühruogspunct, wenn wir mit Bezugnahme hierauf 
die allgemeine Gleichung (11) differentiiren: 

2pw+|ea' = 0, 
und wenn wir zwischen dieser Gleichung und der ursprfteglichen (i eliifjniren, so kommt 

tV — 2w'tw — t'w*-4-2tVw = 0. (12) 

Diese Gleichung stellt im vorliegenden Falle immer eine Hyperbel dar, während 
sie, in dem Falle dreier reellen Asymptoten, entweder eine Hyperbel oder eine Ellipse 
darstellt (247), Man sieht sogleich, dafs diese Hyperbel durch den Asymptotenpunct geht 
und in diesem Puncte den zweiten der beiden Durchmesser desselben (2) berfihrt. Wenn 
man die Gleichung (12) nach einander in Beziehung auf w und t differentiirt, so erhält 
man folgende Gleichung ftir diejenigen beiden Durchmesser der bezGglichen Hyperbel, de- 
ren zugeordnete bezüglich den beiden geraden Linien 

trsO, w = 0, (2) 

parallel sind : w't + t'w = t V , ( 13 ) 

t't^w'w = 0. (14) 

Der erste dieser beiden Durchmesser ist die Linie S, der zweite geht durch den Asyrapto« 
tenpuQct A. Man kann leicht direct nachweisen, dafs der Mittelpunct der Hyperbel (12), 
der durch den Durchschnitt dieser beiden Durchmesser bestimmt ist, auf dem ersten der- 
selben, der Linie S, in der Mitte zwischen den beiden imaginären Durchschnittspuncten 
dieser Linie und der Curve, oder, was dasselbe heifst, dieser Linie und des Asymptoten- 
punctes liegt: ein Resultat, das wir aber auch ohne Weiteres aus der 247. Nummer her- 
übemchmen können; so wie aus dieser Nummer auch unmittelbar folgt, dafs der fragliche 
Mittelpunct ein Punct des Umfanges der in der vorigen Nummer bestimmten, durch die 
Gleichung (8) flargestellten, Ellipse ist. 

Die in dieser Nummer bestimmte Hyperbel (12) ist zugleich der geometrische Ort für 
die Berührungspuncte auf den beiden, der reellen Asymptote P parallelen Tangenten jeder 
solchen Ellipse, welche dem Asymptotenpuncte A ähnlich und ähnlich liegend ist und mit 
demselben die Linie S zur gemeinschaftlichen Chorde hat (246). 

im dem Falle imaginärer Kreis -Asymptoten (Fig. 13.) ist die Hyperbel (12) eine 
gleichseitige. Ihr Mittelpunct ist in der Figur S^ genannt. 
Fig. 13. 254. Da, in dem Falle xlreier reellen Asymptoten, die Linie S auf lineare Weise 
sich bestimmen läCst, wenn diese drei Asymptoten und ein Mittelpunct gegeben sind, so 
mufs auch für den Fall; dafs zwei dieser drei Asymptoten imaginär werden, die analoge 
Construction eine lineare bleiben. Eine solche Con^truction wollen wir in dieser Num< 
mer entwickeln. Der gegebene Asymptotenpunct sei A, die gegebene reelle Asymptote PP 
und der gegebene Mittelpunct O. 

Man erhält ^^uvörderst, nach der 252. Nummer, den Punct S, in welchem die Asym- 
ptote P von der Linie S geschnitten wird. Wenn man nemlich eine Ellipse beschreibt, 
welche dem Asymptotenpuncte ähnlich ist und welche durch A, O und den Punct G geht. 
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in welchem deijenige Durchmesser des Asymptotenpunctes, dessen zugeordneter der Asym- 
ptote P parallel ist, diese Asymptote schneidet, so ist der zweite Durcbschnittspunct der 
so bestimmten Ellipse und der Asymptote P der gesuchte Punct S. Ohne diese Ellipse 
selbst zu beschreiben, brauchen wir hier indefe blofs den Mittelpunct derselben, den Punct 
L, zu bestimmen, und dann eine gerade Linie durch diesen Punct und den Asymptoten- 
punct A zu legen« Diese gerade Linie AL schneidet alsdann die Asyptote P in dem 
Poncte S. 

Femer ist, nach der Schlufs-Bemerkung der vorigen Nummer, der gegebene Mittel- 
punct O der Berührungspunct auf einer mit der gegebenen Asymptote P parallelen Tan- 
gente, Os, einer solchen Ellipse, welche dem gegebenen Asymptotenpuncte ähnlich und 
Shnlich liegend ist, und mit demselben die Linie S zur gemeinschaftlichen Chorde^ bat. 
Man erhttlt hiemach bekanntermafsen einen Punct dieser gemeinschaftlichen Chorde, wenn 
man durch den Asymptotenpnnct die gerade Linie AO legt, und durch die Mitte dersel- 
ben, den Punct I, eine neue Linie IL, parallel demjenigen Durchmesser des Asympto- 
fenpunctes, dessen zugeordneter AO ist. Die gerade Linie IL schneidet alsdann die Linie 
Os in dem gesuchten Puncte s auf der zu construircnden Linie S, welche hiernach voll- 
kommen bestimmt ist. 

Die Constraction der 13. Figur bezieht sich auf die Voraussetzung imaginärer Kreis- 
Asymptoten. Vom Asymptotenpuncte A ist ein Perpendikel AG auf die Asymptote PP 
gefällt, dieses Perpendikel halbirt und durch den Halbirungspunct K eine gerade Linie KL 
parallel mit PP gezogen. Es ist femer AO gezogen, in der Mitte dieser Linie, im Puncte 
If ein Perpendikel IL errichtet; dann ist die gerade Linie AL durch A und den Durch- 
schnitt L von KL und IL, und die gerade Linie Os, parallel mit PP, durch den Punct O 
gelegt. AL und PP schneiden sich im Puncte S, und IL und Os im Puncte s. Diejenige 
gerade Linie, welche die beiden Puncte S und s verbindet, ist alsdann die Linie S. 

255. Durch die beiden Gleichungen: 

(t-i/?)*+(w-Jw<»/ = Ki/^+wo'), (8) 

t't* — 2w'tw — t'w'»-h2tVw = 0, (12) 

sind die drei Mittelpuncte solcher Curven dritter Ordoung, deren Asymptotenpnnct A, de- 
ren Asymptote P und deren Linie S gegeben sind, vollkommen bestimmt Die durch diese 
beiden Gleichungen dargestellte Ellipse und Hyperbel gehen beide durch den Asymptoten« 
punct A; ihre drei übrigen Durcbschnittspuncte (in der 13. Figur O, O' und O'') sind die 
zu bestimmenden Mittelpuncte. Von diesen Mittelpuncten können zwei imaginär sein. Den 
Uebergang von ihrer Realität zu ihrer Imaginärität bezeichnet ein Zusammenfallen dersel- 
ben, und diesem entspricht eine Berührung der beiden Curven (8) und (12) unter ein- 
ander. Hiernach könnten wir,, nach demselben Verfahren als früher (240), denjenigen 
geometrischen Ort bestimmen, in dem zwei Mittelpuncte solcher Curven dritter Ordnung 
deren reelle Asymptote und deren Asymptotenpnnct (was so viel bedeutet als deren beide 
imaginären Asymptoten) gegeben sind, zusammenfallen. Wir erhalten aber wiederum die 
Gleichung desselben Ortes auch unmittelbar, wenn wir die Gleichung: 

pq+pr+qr = \ß^, 
die wir in der eben genannten Nummer, für den Fall dreier reeller Asymptoten, entwik- 
kelt haben, durch Hülfe der Gleichungen (1) umformen« Hiemach erhalten wir zunächst: 

2pt+t*4-w^ = J/f», 
und dann, wenn wir zugleich berücksichtigen, dafs p ^ ß — 2t (3): 

3(t-J/?)«-w« = Ä/?». (15) 

26» 
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Für den Fall zweier imaginären Asymptoten erhalten wir also an die Stelle der frü* 
hem Ellipse, welche die drei Seiten des Asymptoten -Dreiecks in ihren drei Mitten be- 
rOhrt, die durch die vorstehende Gleichung (15) dargestellte Hyperbel. Diese Hyperbel 
geht durdi den Durchschnitt der Linia W und der Asymptote P, denn für diesen Durch* 
schnittspunct ist: ' t = |/9, w = 0, 

und diese Functionen -Wertbe befriedigen die letzte Gleichung. Ihr Mittelpifdct liegt auf 
der zweiten der beiden geraden Linien (2)^ und zwar, auf dieser geraden Linie W, vom 
Asymptotenpuncte A doppelt so weit entfernt, als Ton dem Puncte G, in welchem diese 
Linie die Asymptote P schneidet. Derjenige (imaginäre) Durchmesser der Hyperbel, des- 
sen zugeordneter eben diese gerade Linie W ist, ist der ersten der beiden geraden Li- 
nien (2) und folglich also auch der reellen Asymptote P parallel. Es springt endlich ans 
der letzten Gleichung in die Augen, dafs das Ycrhältnifs der beiden Längen dieser zuge- 
ordneten Durchmesser gleich ist dem Verhältnifs der beiden ihnen parallelen zugeordneten 

(verschwindenden) Durchmesser des Asymp(otenpunctes, multiplicirt mit V — 3; wonach 
man auch die beiden Asymptoten der fraglichen Hyperbel leicht erhält. 

Um, den Asymptotenpunct, dessen Gleichung: , 

t'+w'' = 0, 
geometrisch zu bestimmen, können 'wir uns irgend einer ihm ähnlichen, ähnlich liegenden 
und concentrischen Ellipse bedienen. Nehmen wir für diese Ellipse insbesondere dieje- 
nige , welche die Asymptote P, und zwar nothwendig alsdann im Puncte G, berührt, so ist 
ihre Gleichung die folgende: t*-|-w* = J/?*. ' (16) 

Setzen wir einerseits in der Gleichung (15) und andrerseits in der vorstehenden Gleichung 
t gleich Null, so kommt beide Male: • 

w = ±}^. 
Die Ellipse (16) schneidet also diejenige gerade Linie, T, welche parallel mit der Asym- 
ptote P durch den Asymptotenpunct A gelegt wird, in solchen zwei Puncten, welche zugleich 
auf der Hyperbel (15) liegen und ebenfalls zur Construction derselben angewandt wer- 
den können. 

In der Construction der 13. Figur, der die Voraussetzung imaginärer Kreis* Asymp- 
toten zu Grunde liegt, ist A der Asymptotenpunct und PP die reelle Asymptote. AG ist 
die Axe der. fraglichen Hyperbel, und auf derselben C der Mittelpunct, wenn dieser Pnnct 
so bestimmt worden ist, dafs AN = NC = CG. Zugleich sind alsdann G und N die 
beiden Scheitel der Axe. Die beiden Asymptoten der Hyperbel bilden mit, dieser Axe 

Winkel, deren trigonometrische Tangenten ztzVs sind; diese Winkel sind also von 60", 
wonach der Asymptoten -Winkel ein Winkel von 120® ist. Man erhält diese Asympto- 
ten hiernach sogleich, wenn man um C, als Mittelpunct, mit CA, als Radius, einen Kreis 
schlägt und die beiden Durchschnittspuncte E und F dieses Kreises und der Asymptote 
P dufch zwei gerade Linien mit dem Puncte C* verbindet. Femer erhält man noch zwei 
Puncte, D und H, der zu bestimmenden Hyperbel, wenn man auf der durch A parallel 
mit P gezogenen geraden Linie TT die beiden Durchschnittspuncte mit einem aus A, als 
Mittelpuncte, und mit AG, als Radius, beschriebenen Kreise bestimmt. 

In der gemachten Voraussetzung imaginärer Kreis- Asymptoten erhalten wir endlich 
noch für die Quadrate der beiden halben Axen der fraglichen Hyperbel (15) die Werthe 
jgß^ und ^ß^, wonach man für den Abstand der Brennpuncte von dem Mittelpuncte der 
Hyperbel sogleich Iß findet. Hieraus folgt, dafs einer dieser beiden Brennpuncte mit dem 
Asymptotenpuncte A zusammenfällt. Die Polare dieses Punctes, die Directrix ZZ, ist der 
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reellen Asymptote PP parallel und geht in der Mitte zwischen dieser Asymptote and dem 
Asymptotenpuncte hindurch, wovon man sich unmittelbar überzeugt , wenn man zum Bei- 
spiel erwSgt, dafs CK .CA = CM • 

256« - Nach den vorigen IJummem können wir eine Reihe von Sätzen, die wir früher 
für den Fall dreier reellen Asymptoten bewiesen haben, unmittelbar auf den vorliegenden 
Fall, dafs zwei Asymptoten imaginär sind, Übertragen. 

Der geometrische Ort, auf welchem zwei Mittelpuncte solcher Curven 
dritter Ordnung, welche eine gemeinschaftliche reelle Asymptote und ei- 
nen gemeinschaftlichen Asymptotenpuuct haben, zusammenfallen können, 
ist eine Hyperbel (240). Auf demselben geometrischen Orte liegen auch 
die Rückkehrpuncte solcher Curven dritter Ordnung. Wenn zwei reelle 
Zweige einer solchen Curvc sich schneiden, so liegtder Durchs chnittspunct 
derselben ^nfserhalb^ wenn sie einen conjugirten isolirten Punct hat, so 
liegt derselbe innerhalb dieser Hyperbel (244). Die drei Mittelpuncte ir- 
gend einer beliebigea solchen Curve dritter Ordnung sind drei zugeord- 
nete Pole in Beziehung auf diese Hyperbel (241). Ihre Mitte fällt über- 
diefs auf der Linie S in einen solchen Punct, der halb so weit von der 
Mitte Si zwischen den beiden imaginären Durchschnittspuncten dieser Li- 
nie und der Curve als von dem reellen Durchschnittspuncte S entfernt 
ist (242). • , 

257. Wir wollen uns nun zu der Discussion der verschiedenen Fälle wenden, wel« 
che einer besondern Annahme über die Lage der Linie S entsprechen. Wenn diese ge- 
rade Linie der. reellen Asymptote P parallel ist, so versagen die beiden Gleichungen: 

t'-hw*— l/ft— wV = 0, (7) 

tV — 2wW — t'w»+2tVw = 0, (12) 

zur unmittelbaren Bestimmung der Mittelpuncte ihren Dienst. Es reduciren sich dieselben 
nemlich, wenn wir, diesem Falle entsprechend, w^ und w' unendlich nehmen, auf die fol- 
genden: w = 0, 

w(t— t') = 0. 
Der Factor (t — t') der letzten dieser beiden Gleichungen j^czieht sich auf den, nach der 
Richtung der Asymptote P unendlich weit liegenden Mittelpunct, und zur Bestimmung der 
beiden übrigen Mittelpuncte {)leibt uns bleCs die einzige Gleichung: 

w = 0. 

So viel ergibt sich indefs hieraus schon, da(s diese Mittelpuncte auf derjenigen gera- 
den Linie liegen, welche durch die vorstehende Gleichung dargestellt wird, das hei&t 
also auf demjenigen Durchmesser des Asymptotenpunctes, dessen zugeordneter der Asym- 
ptote P parallel ist. ^ * 

Wir erkennen den Grund dieser anscheinenden Unbestimmtheit sogleich darin, dafis 
in den beiden Gleichungen (7) und (12) die Producte w^w und w'w in dem vorliegen- 
den Falle dadurch, dafs wir w auf die fraglichen Mittelpuncte beziehen, unter der unbe- 
stimmten. Form QD.O sich darstellen, wonach alsdann die unmittelbare Bestimmung der 
diesen Mittelpuncten entsprechenden Werthe der Function t nicht Statt finden kann. Zu- 
gleich wird uns auf diese Weise der Weg gezeigt, wie wir zur Bestimmung dieser Wer- 
the gelangen können. Wir brauchen zu diesem Ende «blofs, mit Zuziehung der Bedin- 
gungs- Gleichung: }/?w'+t'w® = tV • " (10) 

zwischen den beiden Gleichungen (7) und (12) die beiden Producte wV und w'w zu 
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eliminiren und dann w gleich Nail zu setzen. Aus den eben genannten Gleichungen er- 
gibt sich mit Vernachlässigung von w^: 

tV 
2wV = (2t — /?)t, . 2w'vr = 



und hieraus: —r = — :r-^(t — f). 

w tt 



t — t 



Nach der eben angezogenen- Bedingungs- Gleichung aber ist* 

w' ~ 2t' ' 
und folglich findet man: 

2(2t— /?)(t — t') = (2t'— /J)t. (16) 

Die beiden gesuchten Mittelpuncte sind durch die beiden Wurzeln dieser Gleichung des 
zweiten Grades in t vollkommen bestimmt.* Wenn wir von der Function t durch die 
Yermittelung der beiden Gleichungen: 

. p = /?-2t, p' = /?-2l', 

wiederum zur Function p zurückgehen, so verwandelt sich die obige Gleichung (16) in 
die folgende: 2p^ — 3pp+/V = 0; 

also gerade in dieselbe Gleichung, welche wir auf anderm Wege in der 235. Nummer fOr 
den Fall dreier reellen Asymptoten gefunden haben. Wir hätten dieses Resultat vorausp- 
sehen können, weil alle Gröfsen, die in der vorstehenden Gleichung vorkommen, auch 
dann reell bleiben, wenn zwei Asymptoten der Ciurve dritter Ordnung imaginär werden. 

Hiernach können wir alle die einzelnen Resultate, die wir in der angezogenen Num^ 
mer aus der Discussioii der vorstehenden Gleichung gezogen haben, indem wir bIo£s die 
Art des Ausdrucks ändern, unmittelbar auf den vorliegenden Fall übertragen. 

Wenn die Linie S in dem Falle zweier imaginärer Asymptoten der einzigen reellen 
Asymptote parallel ist, so haben die bezüglichen Gurven dritter Ordnung, weil ein Mittel- 
punct unendlich weit Jiegt, nur zwei Mittelpuncte, und diese liegen auf demjenigen Durch* 
messer des Asymptotenpunctes, dessen zugeordneter der reellen Asymptote parallel ist 
Wir haben auch hier sechs Fälle zu unterscheiden. 

1. Wenn die Linie S mit dem Asymptotenpuncte auf entgegengesetzter Seite der re- 
ellen Asymptote P liegt, ßo sind die Mittelpuncte beide reell, der eine derselben liegt, auf 
der eben bezeichneten geraden Linie, zwischen der Asymptote und dem Asymptotenpuncte, 
und zwar so, dafs in Beziehung auf denselben p<^i/?> und der andere liegt auf der an- 
dern Seite der Asymptote, weiter von dieser entfernt, als die Linie S. 

2. Wenn die Linie S eine solche Lage hat, dafs der Asymptotenpunct zwischen die- 
selbe und die Asymptote P fällt, so bleiben die Mittelpuncte reell. Sie liegen zu beiden 
Seiten der Linie S, der eine zwischen der Asymptote und dem Asymptotenpuncte , und 
zwar so, dafs für denselben p>>^/9 zugleich aber p^l/?» der andere weiter von der 
Asymptote entfernt, als die Linie S. 

3. Wenn die Linie S durch den Asymptotenpunct geht,^ so entspricht einer der bei- 
den Mittelpuncte: p = j^, und der andere fällt auf der Linie S mit dem Asymptoten- 
puncte zusammen. 

4. Wenn die Linie S zwischen dem Asymptotenpuncte und der Asymptote hindurch- 
geht, und zwar so, dafs p'>*§/9, so bleiben beide Mittelpuncte immer noch zeell. Sie fal- 
len beide zwischen der Asymptote P und der Linie S, so dafs für dea einen p >* ^/? und 
p<|/9 und für den andern p>|^. 
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5. Wenn die Linie S zwischen dem Asymptotenpancte und der Asymptote so* hlki- 
dorchgeht, dafs p' = §/?, so fallen beide Mittelpuncte in einen einzigen Piinct zusammen, 
und diesem entspricht: p =: |/9. 

6. Wenn die Linie S zwischen dem Asymptotenpuncte und der Asymptote so hin- 
durchgeht, dafs p^^f/^, 80 sind die beiden Mittelpuncte imaginär« 

Derjenige Fall, dafs die Linie S unendlich weit liegt, ist als ein GrSnzfall zwischen 
den beiden ersten der vorstehenden sechs Fälle anzusehen. Weil zwei Mittelpuncte un- 
endlich weit liegen, haben alsdann die bezflglichen Curven dritter Ordnung nur einen ein- 
zigen Mittelpunct, und diesem entspricht: p = |/9. 

258. Wenn die Linie S, bei beliebiger Richtung, durch fien Asymptotenpunct 
geht, so ist t' = und w' = 0. Hiernach gibt die Bedingungs- Gleichung (10) zwi- 
schen den drei Constanten t', w' und w®, wenn wir bloCs das Product tV yernachlässigen: 

t' /? • . ^ ^ 

Gleichermafsen folgt aus der Gleichung (12) zunächst: 

tV_2w'tw — tV = 0, 
und dann~, mit Berücksichtigung der vorstehenden Bedingungs -Gleichung: 

/ft»— 4wnw— /Jw« = 0. (18) 

Diese Gleichung stellt ein System zweier, immer reellen, durch ^en Asymptotenpunct ge- 
benden geraden Linien dar. 

Zur vollständigen Bestimmung der Mittelpuncte mOssen wir diese letzte Gleichung 
(18) mit der Gleichung: 

t*+w»— l/ft— wV = 0, (7) 

zusammenstellen. Wenn wir die vorstehende Gleichung mit ß multipliciren und sie dann 
zur vorhergehenden Gleichung (18) addiren, so gelangen wir zu einer Gleichung, die wir 
nnter folgende Form bringen können: 

(^t+2w«w)(t— 1^) = 0, 
und die also ein System von zwei geraden Linien darstellt. Die eine dieser geraden Li- 
nien, diejenige, auf welche sich der erste Factor dieser Gleichung bezieht, geht durch den 
Asymptotenpunct, in welchem die beiden geraden Linien (18) sich schneiden, und berührt 
in diesem Puncte die Cur^e (7). Diese gerade Linie zeigt einen Mittelpunct an, welcher 
mit dem (als fremden Punct sich darstelfenden (255)) Asymptotenpuncte zusammenfällt. 
Die andere gerade Linie ist der reellen' Asymptote P parallel und geht in der Mitte zwi- 
schen ihr und dem Asymptotenpuncte hindurch. Die Durchschnitte dieser geraden Linie 
mit den beiden leicht zu construirenden geraden Linien (18) sind die beiden übrigen Mit- 
telpuncte. Diese sind also, im vorliegenden Falle, immer reell. 

259. Wenn endlich der Asymptotenpunct auf der reellen Asymptote lieg^ 
so verwandeln sich die beiden Gleichungen (7) und (12), indem wir /? = und w® = w* 
setzen, in >die nachstehenden beiden: 

t^+w^— Vw = 0, (19) 

t't« — 2w'tw— tV+2tVw = 0. (12> 

Ziehen wir von der ersten dieser beiden Gleichungen, nachdem wir sie zuvor mit f multi- 
plidrt haben, die zweite derselben ab, so ergibt sich 

w(2w't+2t'w~3tV> = 0. 
Der erste Fdctor dieser Gleichung zeigt an, dafs in dem vorliegenden Falle an Mittelpunct 
auf der reellen Asymptote mit dem Asymptotenpuncte zusammenfällt; der zweite, daCs die 
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bilden Übrigen Mittelpuncte auf einer solchen geraden Linie liegen, die der Linie S p»» 
rallel ist, und um die Hälfte weiter als diese Linie vom Asymptotenpuncte entfernt liegt. 
Dieses Resultat hätten nir, von dem Falle dreier reellen Asymptoten her, unmittelbar ent- 
nehmen können. 

Wenn mr ferner^ die beiden Gleichungen (19) und (12) addiren, nachdem wir die 
erste derselben zuvor mit 2t' multiplicirt haben, so finden wir: 

3lV — 2w'tw+lV = 0. 
Diese Gleichung stellt ein System zweier im Asjiiiptotenpuncte sich schneidenden geraden 
Linien darp Je nachdem diese beiden geraden Linien reell sind , zusammenfallen oder ima- 
ginär sind, sbd diejenigen beiden Mittelpuncte, di6 nicht in dem Asyroptotenpuncte liegen, 
ebenfalls reell, fallen zusammen oder sind imaginär. Es hängt dieOs also davon ab, ob der 

Ausdruck: w" — 3t" (20) 

positiv, Null oder negativ ist. 

Um geometrisch zu deuten, wollen wir uns zu der Gleichung (15) der 255. Nnmmer, 
welche überhaupt denjenigen Ort darstellt, auf welchem, bei gegebenem Asyroptotenpuncte 
und gegebener Asymptote, zwei Mittelpuncte zusammenfallen können, zurückwenden, und 
in dieser Gleichung, dem vorliegenden Falle entsprechend, /? = setzen. Diese Glei- 
chung reducirt sich alsdann auf w^ — 3t' = 0, ^ (21) 
und stellt also ein System zweier geraden Linien dar. Während also, in dem analogen 
Falle dreier in demselben Puncte sich schneidenden Asymptoten, niemals zwei Mittel- 
puncte zusammentallen oder imaginär werden können (239), erhalten wir hier den folgen- 
den Satz: 

Der geometrische ,Ort, zwei, in denselben Pubct zusammenfallende, 
Mittelpuncte solcher Curven dritter Ordnung, welche dieselbe reelle 
Asymptote und denselben Asyroptotenpunct haben» ist, wenn dieser insbe- 
sondere auf jener liegt, ein System von zwei geraden Linien. Eine solche 
Curve kann einen Rückkehrpunct haben; derselbe liegt alsdann in einer 
derselben beiden geraden Linien. 

Der Ausdruck (20) verschwindet, wenn die Linie S einer der beiden durch die Glei- 
chung (21) dargestellten geraden Linien parallel ist,' in der Art, dab 

. w' = dbVl.t', 
wenn die Linie S bezüglich mit' den folgenden beiden 

wr=:=pl/3.t, (22) 

parallel ist. In diesem Falle fallen also die beiden Mittelpuncte in einem Puncte zqsam- 
men. Sie sind^ was hiernach sogleich sich ergibt, reell oder imaginär, je nachdem eine 
durch den Asyroptotenpunct der Linie S parallel gezogene gerade Linie zwischen einer der 
beiden fraglichen geraden Linien (22) und der reellen Asyroptote oder zwischen diesen 
beiden Linien selbst, hindurchgeht. 

Wenn insbesondere die Linie S durch den Asyroptotenpunct geht, so fallen die Mit- 
telpuncte der Curve alle drei in diesem Puncte zusammen. Dieser Punct bt ein Wen- 
dungspunct der Curve. 

260. Wir wollen nun zur genaueren Unterscheidung der Curven dritter Ordnung 
mit parabolischen Asymptoten übergehen« Die allgemeine Gleichung dieser Curven ist: 

(P+^) {q*+Ap}+/i(q+(r) = 0, in. 

indem die osculirende parabolische Asymptote durch die Gleichung: 

q'+Ap =s 0, 

dar- 
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dargestellt wird. Die Linie q = ist derjenige Dnrcbmesser dieser Parabel, dessen zu- 
geordnete Chorden der geradlinigen Asjniptote: 

p+x = 0, • 
parallel sind. Die Linie S» welche hier durch die Gleichung: 

q+c = 0, 
dargestellt wird, ist ebenfalls ein Durchmesser jener ParabeL 

Nachdem wir diese Beziehungen wieder ins Gedächtnifs zurückgerufen haben, wollen 
wir nun auch, bei den durch die Gleichung III. dargestellten Gurren dritter Ordnung, 
nadi den Mittelpuncten derselben fragen. Indem wir die frühere Bedeutung dieser Puncto 
auch auf diesen Uebergangsfall übertragen, erhalten wir sogleich, zur Bestimmung dersel- 
heoLy zwei Cnrven, in dwen Durchschnitte diese Mittelpuncte liegen^ Wir brauchen zu 
Aesem Ende blofis die beiden geometrischen Oerter für die Berührungspuncte auf solchen 
Tangenten der durch die Gleichung III, bei beliebiger Annahme von ^, dargestellten Cur- 
ven dritter Ordnung zu bestimmen, welche einerseits den Durchmessern der parabolischen 
Asymptote und andrerseits der geradlinigen Asymptote paralK^ sind. 

Die erste der hiemach bestimmten beiden Curven ist zugleich der geometrische Ort 
für die Mitten derjenigen Segmente der Durchmesser der parabolischen Asymptote, welche 
zwischen dieser und der geradlinigen Asymptote liegen. Wir erhalten ihre Gleichung un« 
mittelbar, wenn wir die Gleichung III. unter der Voraussetzung, daCs dq = 0, differen- 
tiir en » und finden auf diesem Wege : 

q*+2A(p+Jx) = 0. (1) 

Wir finden die Gleichung der zweiten eben bestimmten Curve, wenn wir, unter der 
Voraussetzung, dafs dp = 0, die Gleichung III. differentüren und zwischen der resulti- 
renden Gleichung: 2(p+x)q+A« = 0, 

und der ursprünglichen fi eliminiren. Auf diese Weise kommt: 

q» — Ap+2<rq = 0, (2) 

oder nach einer einfachen Form-Aenderung: 

. (q+<;)«-iCp+y) = 0. (3) 

Die Gleichung (1) stellt eine Parabel dar, welche, wie die parabolische Asymptote, 
die gerade Linie: q = 0, zu demjenigen ihrer Durchmesser hat, dessen zugeordnete Chor- 
den der geradlinigcfn Asymptote parallel sind. Der Scheitel dieses Durchmessers liegt in 
der Mitte seiner- beiden Durcbschnittspuncte mit der geradlinigen und parabolischen Asym- 
ptote. Die Parabel geht durch die beiden Durcbschnittspuncte der beiden eben genannten 
Asymptoten; ihr Parameter ist doppelt so grofs, als der Parameter der zweiten derselben, 
der parabolischen Asymptote. 

Die Gleichungen (2) oder (3) stellen ebenfalls eine Parabel dar, welche die Linie S 
zu einem ihrer Durchmesser hat; der Scheitel dieses Durchmessers ist der PunctS', in wel- 
chem die Linie S der parabolischen Asymptote begegnet und für welchen 

q+a = 0, Ap-h(r' = 0. 

Die Tangente in diesem Scheitel ist der geradlinigen Asymptote parallel. Es hat überdiefs 
die fragliche Parabel mit der parabolischen Asymptote gleichen Parameter, öflnet sich aber 
nach entgegengesetzter Seite. 

Da die Mittelpuncte der Curven dritter Ordnung, mit denen wir uns jetzt beschäftigen, 
hiemach als die Durcbschnittspuncte zweier Parabeln .mit gleicher Durchmesser-Richtung 
bestimmt sind, so gibt es solcher Mittelpuncte, im Allgemeinen, zwei. 

27 
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361. Wenn mr die beiden Gleichuiigen .(1) und (%) tob einander aMeben, so er- 
halten Tdr: 3Ap— 2<Tq+Aai =r 0, (4> 
die Gleichung einer geraden Linie, weldie ebenfalls durch die beiden Mittelpuncte geh^ 
und welche wir zur Bestinunung dersdben an Ae Stelle einer der beiden obiges Parabeha 
setzen können. Nehmen wir aus der Torstehenden Gleichung den Ausdruck für p und 
substituiren ihn in die Gleichung (2), so kommt: 

q^+Jcrq+JA» =s 0. (5) 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind fejenigen Werdie der Function q, welche sich auf 
die beiden zu bestimmenden Mittelpuncte beziehen; sie sind reell » ciMuder ^dch oder 
unaginftry je nachdem 

4<y»— 3ijf>0, 4ö»— 8ÄXSS0, 4tf'— 3Äx<0. («> 

Wenn also die osculirende parabolische und die geradlinige Asymptote einer Cmre 
dritter Ordnung gegeben sind, so gibt es im Allgemeinen zwei bestimmte Lagtii der Linie 
S, für welche die beiden IMBttelpuncte zusanmenfaUoi; und diesen beiden Lagen entspre* 
eben gleiche und entgegengesetzte Werfhe von x. Die beiden BCttelpuncte bleiben indefe 
immer reell und können nie zusammen£allen, wenn x negatir ist, und also die paraboli- 
sche Asymptote von der geradlinigen nicht geschnitten wird Wenn aber x positir ist, 
und donnach die Dnrchschnittspuncte der parabolischen und der geradlinigen AsymptioU 
reell sind, so hängt die. Realität der beiden Mittelpuncte von der Lage der Linie S ab. 
Um hierüber in einige nähere Bestimmungen einzugehen, wollen wir, was unbeschadet der 
Allgemeinheit erlaubt ist, den beiden Functionen p'und q die Bedeutung von Parallel-' 
Coördinaten unterlegen. Indem wir alsdann die Ittifte desjenigen Segmentes, das auf der 
geradlinigen Asymptote von der parabolisdien interccqptirt wird, durch q* bezdcknen, er- 
gibt sich q'* = hc , 
wonach wir die Gleichung (5) auch unter der folgenden Form schreiben können: 

q'+J^yq+lq" = 0, (7) 

und dann, statt der Bedingungen (6) /die, folgenden erhalten: 

a ^i<i , o — jq > <f ^4? ' 

In denjenigen beiden Lagen der Linie S also, welche durch die beiden Gleichungen: 

<r = ±|V3.q', 
angezeigt werden, fallen die beiden Mittelpuncte zusammen, und zwar in denjenijgen Punct, 
für welchen man, nach einander . aus den Gleichungen (7) und (4): 

q = -Ij = =i=jK3.q', p = -f ;<, 

erhält. 

Wenn die Linie S zwischen den eben bestinunten beiden Lagen hindurchgeht, so sind 
die beiden Mittelpuncte imaginär, wo nicht, so sind sie reelL Findet das Letztere Statt, so 
können wir wiederum einen do.ppelten Fall unterscheiden: es wird das auf der geradUni- 
gen Asymptote von der parabolischen interceptirte Segment entweder selbst oder in seiner 
Verlängerung von der Linie S geschhitten. Den Uebergang zwischen diesen beiden Fällen 
bildet derjenige, dafs die Linie S durch einen der beiden Endpuncte dieser Chorde geht. 
Alsdann ist * * <; = dbq', 

wonach für die beiden bezüglichen Mittelpuncte sich folgende Functionen -Werthe erge- 
ben ((7) und (4)): 



i 
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Wir sdien hieraus» daCa, in dieson Uebergan^failey einer der beiden Mittelpimcte in jenen 
DurchBchnittspunct der geradlinigen und parabolischen Asymptote ftU^ durch welchen eben- 
UIs die Linie S geht; und dei* andere, dessen Bestimmung anf rationale Weise vermittelst 
qf und % sich ergibt, innerhalb des von jenen beiden Asymptoten nach allen Sdten hin 
begrftnsten FlädKenraomes Hegt. Wenn die bdd^i Mittelpun<^e fiberhanpt reell sind, so 
zeigt die Gleichung (7), da£i die bezüglichen Werthe d^ Function q beide nothwendig 
mit (-— x) im Zeichen fibereinstimnien: es liegen also die beiden Mittelpuncte, mit der Li- 
nie S, immer auf derselben Seite des Parabel -Durchmessers: q = 0; das Product der Ab- 
stände der Mittelpuncte von demselben bleibt fOr alle Lagen der Linie S unxcerSndert das- 
selbe. Wenn <T'<!q'', so 'sind die Werthe 'Von q, weldie auf die bmden Mittelpuncte 
sich beziehen, abgesehen vom Zeidien, beide kleiner .als q' und zugleich kleiner als a. 

Wenn <T*>q'*, so ist einer jener beiden Werthe von q, vom Zeichen wiederum abgese- 
hen, gröfser und der andere kleiner als q' und er. Wenn hiernach, also die Linie S das 
von der parabolischen Asymptote auf der geradlinigen interceptirte Segment selbst schnei- 
det, so liegen die beiden Mittelpuncte, wenn es Überhaupt reelle Mittelpuncte gibt, beide 
in dem von jenen Asymptoten umschlossenen Flächenraum, zwischen der Linie S und dem 
Durchmesser q = 0. Wenn hingegen die Linie S jenes Segment nur in seiner Verlän- 
gerung schneidet, so liegt nur ein Mittelpunct in jenem umschlossenen Flächenraume, wäh- 
rend der andere weiter als die Linie S von jenem Durchmesser entfernt liegt. 

In demjenigen Falle, den wir bisher noch unberücksichtigt gelassen haben, dais die 
oscolirende parabolische Asymptote von der geradlinigen berührt wird, reducirt sich die 
Gleichung (7) auf die folgende: 

q(q+l<^) = 0, 

und zeigt an, dafs ein Mittelpunct der fraglichen Curven alsdann mit dem Berührungspuncte 

der beiden Asymptoten zusammenfällt, und der andere auf derselben Seite mit der Linie 

S, um ein Drittel weiter als diese, von dem Durchmesser: q = 0, entfernt ist. 

' Wenn insbesondere, in dem> eben bezeichneten Falle die Linie S ebenfalls durch den 

Berührungspunct der beiden Asymptoten geht, so fallen auch die beiden Mittelpuncte in 

eben diesem Puncte zusammen. 

262. Bei denjenigen Curven dritter Ordnung, die eine nach höherer Ordnung oscu- 

lirende parabolische Asymptote haben, und deren allgemeine Gleichung die nachstehende 

ist: (p+x)(q»+Ap)+^ = 0, , II, 9. 

während diese Asymptote selbst durch die Gleichung: 

q»-|-Xp = 0, 

dargestellt wird, ist die Linie S unendlich weit gerückt. Hiemach folgt schon aus der 

vorigen Nummer durch die Anwendung von Gränz- Betrachtungen, dafs die neuen Curven 

nur einen einzigen Mittelpunct haben, ,und dafs dieser auf dem Durchmesser: q == 0, in 

der Mitte seiner beiden Durchschnitte mit den beiden Asymptoten liegt. Wir finden dieÜB 

unmittelbar bestätigt, wenn wir die Gleichung II, 8. nach einander in Beziehung auf p und 

q differentiiren, woda^ch fi sogleich ausfällt. Es ergeben sich auf diesem Wege sogltich 

die folgenden beiden Gleichungen: 

q = 0, 

q^+2Ap+Ax = 0, 

welche nun an die Stelle der beiden Gleichungen (1) und (2) treten, und aus deren Zu- 

sammenst^lung sich sogleich - p = — ^x 

ergibt. 

27» 
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263. Die letzten drei Nummero entbalten die Unterscheidung der TersdiiedeBen Ar- 
ten der Curven dritter Ordnung mit parabolischen Asymptoten, welche derjenigen bei Cor- 
yen derselben Ordnung mit drei geradlinigen Asjmptotoi analog ist Diese Unterschet- 
dang ist hier vollständig, ohne dafs es nothwendig gewesen wäre, zum Behuf derselben, in 
alle Untersuchungen, die den frühem analog sind, einzugehen. \^ wollen aber den- 
noch, um keine Analogie unerörtcrt zu lassen, in Untersuchungen dieser Art in d^ Tor- 
liegenden in dieser Nummer eingehen. Früher haben wir nemUch denjenigen geom'etiisdien 
Ort bestimmt, auf welchem zwei Mittelpuncte solcher Curven dritter Ordnung, welche drd 
gegebene gerade Linien zu ihren Asymptoten haben, zusammenfallen können, und diese 
Bestimmung auf beide Fälle, dafs einmal alle drei Asymptoten reell und das andere Mal 
zwei derselben imaginär sind, ausgedehnt. In dem vorliegenden Uebergangsfalle, wo zwei 
der drei gegebenen Asymptoten unendlich weit liegen, ist Ae analoge Untersuchung: „den* 
jenigen geometrischen Ort zu bestimmen, auf welchem zwei Mittelpuncte solcher Gurren 
dritter Ordnung, welche eine gegebene gerade Linie und eine gegebene Parabel zu ihren 
Asymptoten haben, zusammenfallen können. '' Da wir hierbei keinesweges voraussetzen, 
dafs die parabolische Asymptote eine osculirende sei, und eine solche Asymptote auch-dann 
noch eine Asymptote der Curve bleibt, wenn sie beliebig, parallel mit sich selbst, nach 
der Richtung ihrer Durchmesser, verschoben wird, so erhalten wir immer dieselbe Gruppe 
von Curven dritter Ordnung gleichviel von was für einer solchen Lage der gegebenen Pa- 
rabel wir ausgehen. Insbesondere können wir die gegebene Parabel auf die angezeigte 
W^ise so verschieben, dafs sie die gegebene gerade Linie berührt und, hiermit in Ueber- 
einstimmung, für die allgemeine Gleichung der den obigen Bedingungen unterworfenen Cur- 
ven die folgende nehmen: 

p(q'+Ap)+^8 = 0, (1) 

indem wir durch fi einen unbestimmten Coefficienten und durch s irgend eine belidiige 
lineare Function bezeichnen. Die beiden Gleichungen: 

p = 0, q^+Ap = 0, 

stellen hierbei die gegebene geradlinige und parabolische Asymptote dar, und q = ist 
die Gleichung desjenigen Durchmessers dieser letztem, welcher durch den Berührungspunct 
geht. Indem wir s als Function von p und q betrachten, können wir, bei Einfühnnig 
zweier neuen unbestiuunten Coefficienten a und b, der allgemeinen Gleichung die nach- 
stehende Form geben: 

P(q'+^p)+Kp+aq+b) = 0. (2) 

Indem wir diese Gleichung alsdann, nach einander in Beziehung auf p und q, differentii- 
ren, erhalten wir für die Berühruiigspunctc auf denjenigen Tangenten der bezüglichen 
Curve dritter Ordnung, welche einerseits der gegebenen Asymptote P und andrerseits den 
Durchmessern der parabolischen Asymptote parallel sind, die beiden Gleichungen: 

2pq+ic^ = 0, 
q*-|-2Ap-f-^ = p. 
Eliminiren wir hiemach- den unbestimmten Coefficienten (i zwischen jeder dieser beiden 
Gleichungen und der ursprünglichen Gleichung (2), so kommt: 

a(q^-l-Ap) — 2q(p-haq+b) = 0, .g. 

P(q'+>lp) — (q'+2Ap)(p + aq+b) = 0. ^ ^ 

Diese beiden Gleichungen sind die Gleichungen zweier Curven, deren Durchschnittspuncte 

die gemeinsamen Mittelpuncte aller, bei beliebiger Annahme von fi, durch die allgemeiäe 

Gleichung (2) dargestellten Curven dritter Ordnung sind. Aus der Zusammenstellung der 
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beiden Gieichiuigeii (3) können wir einfachere Gleichungen herleiten , und diese stellen 
«lsd<*inn Curven dar, welche ebenCalls durch |ene Mittelpuncte gehen. Wir können nem> 
lieh zwischen diesen Gleichungen die Factoren (q'+Ap) und (p+aq+b) beide zugleidi 
eliminiren nnd erhalten alsdann die neue Gleichung: 

aq' — 2pq+2iap = 0. (4) 

Wir können ferner die erste der beiden Gleichungen (3) auf folgende Weise schreiben: 

aq'+2pq — Aap-h2bq = 0,. 
dieselbe mit 2 multipliciren, und dann zur vorhergehenden addiren; alsdann stellt sich q 
als gemeinschaftlicher Factor heraus , und, mit YernachlässiguDg desselben, finden wir die 
folgende lineare Gleichung: p-hiaq+2b =: 0. (^) ' 

Die Mittelpuncte der fraglichen Curven dritter Ordnung stellen sich hiemach als die Durch« 
schnitte der geraden Linie (5) mit der Hyperbel (4) dar. Hiemach gibt es, im Allgemei- 
nen, für eine beliebige Annahme der Linie S, zwei Mittelpuncte. Wenn die Linie S so 
angenommen worden ist, dafs diese beiden Mittelpuncte in denselben Punct zusammenfal- 
len, so berührt die gerade Linie (5) die Hyperbel (4), und für den Berührungspunct er- 
hält man alsdann, indem man die beiden, den bezüglichen Gleichungen entsprechenden, 
Differential- Coefficienten einander gleichsetzt: 

q-Aa — **' 
woraus sich ergibt: p — |aq-1-f Aa' = 0. ' (6) 

Wenn wir aus der Gleichung (4) den Werth für a nehmen tmd ihn dann in die letzte 
GAeichung substituiren, so finden wir, nach einer einfachen Reduction: 

q* — AV = 0- 
Der erste Theil dieser Gleichung besteht aus zwei Factoren des zweiten Grades; der eine 

Factor, welcher die gegebene parabolische Asymptote anzeigt, ist hiemach offenbar ein 

fremder Factor; mit Vernachlässigung desselben vereinfacht sich die letzte Gleichung in 

die folgende: q* — Ap = 0. (7) 

Diese Gleichung, ans welcher jede Spur der geradeii Linie S verschwunden ist, stellt den 

gesuchten Ort dar. Hiemach gelangen wir zu dem nachstehenden Satze: 

Wenn eineParabel und eine gerade Linie gegeben sind, so ist der geo- 
metrische Ort zweier zusammenfallenden Idittelpuncte solcher Curven 
dritter Ordnung, welche jene Parabel und diese gerade Linie zu ihren 
Asymptoten haben, eine zweite Parabel, welche der gegebenen gleich ist 
nnd mit ihr dieselbe Axe hat, sich' aber nach entgegengesetzter Seite öff- 
net und überdiefs die gegebene gerade Linie berührt. 

Ohne dafs eine neue Erörterung nöthig wäre , knüpft an den vorstehenden Satz sich . 
kogleich der folgende: 

Wenn irgend eine Cnrve dritter Ordnung, die eine gegebene Parabel 
und eine gegebene gerade Linie zu ihren Asymptoten hat, einen Rück- 
kehrpunct hat, so liegt dieser Rückkehrpuhct auf der im vorigen Satze 
bestimmten Parabel. Wenn zwei reelle Zweige einer solchen Curve sich 
schneiden, so liegt der Durchschnittspunct der beiden Zweige aufserhalb 
dieser Parabel; wenn sie einen conjugirten isolirten Punct hat, so Hegt 
derselbe innerhalb der Parabel. 

264. In der 14. Figur, die ich, der Anschaulichkeit wegen, hinzufüge, istPP die ge-Fig. 14. 
gebene geradlinige Asymptote und die punctirte Curve LL diejenige der gegebenen para- 
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bolischen Asymptoten » welche die geradlinige berthit. Die am atirkatOD ausgedrillte Pa- 
rabel > welche die geradlinige Asymptote in demselben Poncte berührt, sich aber nach ent- 
gegengesetzter Seite öffnet, ist der geometrische Ort der Rückkehrponcte» welcher in der 
vorigen Nummer durch die Gleichung (7) dargestellt worden ist. KK ist irgend eine der 
unendlich vielen parabolischen Asymptoten, die man erhält, wenn man eine derselben, pa- 
rallel mit sich selbst, nach der Richtung ihrer Divchmesser verschiebt Soll diese Parabel 
eine osculirende sein, so schneidet jede bezügliche Curve dritter Ordnung diese Parabel 
und die geradlinige Asymptote PP in solchen zwei Puncten S' und S, welche aaf einem 
Durchmesser der Parabel liegen, bt dieser Durchmesser, oder (nach der 260. Ncimmer) 
mit andern Worten, die Linie S gegeben, so sind es auch die beiden gemeinsamen Mittet 
puncte O und O' aller bezüglichen Curven dritter Ordnung. Es liegen diese beiden Bfit- 
telpuncte zugleich auf den beiden Parabeln OO'G und OO'H, welche in der eben ange- 
führten Nummer bezüglich durch die Gleichungen (1) und (3) dargestellt worden sind. 

265. Es bleiben uns jetzt nur noch die Mittelpuncte derjenigen Curven näher zu be- 
trachten übrig, welche semicqbische Parabeln zu ihren Asymptoten haben, und welche in 
dem Vorhergehenden durch folgende Gleidiung dargestellt worden sind: 

p*+Aq'+^(p+x) = 0. IV. 

Differentüren wir diese Gleichung in Beziehung auf p und eliminiren alsdann zwischen der 
resultirenden Gleichung und der ursprünglichen den unbestimmten Coefficienten ^ so kommt: 

2p»+3xp»— iq« = 0. (1) 

Differentüren wir femer dieselbe Gleichung in Beziehung auf q, so kommt unmittelbar: 

q = 0. (2) 

Zur Bestimmung der Mittelpuncte (und insbesondere der Doppelpuncte) erhalten wir also 
die beiden Gleichungen (1) und (2), woraus -sich sogleich 

pH2p+3x) = 
ergibt. Wir sehen hieraus, dafs die fraglichen Curven drei Mittelpuncte haben, von wel- 
chen zwei immer in die Spitze derjenigen semicubischen Parabel fallen, welche die oson- 
lirende Asymptote derselben ist, und von welchen der dritte auf der Doppel- Tangente 
in jener Spitze der semicubischen Parabel, und zwar so liegt, daTs derselbe von der be- 
züglichen Linie S, welche durch die Gleichung: 

p+x = 0, 
dargestellt wird, auf entgegengesetzter Seite halb so weit entfernt ist, ab die Spitze der 
semicubischen Parabel. 

Wenn die Linie S unendlich weit liegt, und die bezügliche Curve also eine,^ nach 
höchster Ordnung osculirende, semicubische Parabel zur Asymptote hat» so liegt der dritte 
Mittelpunct ebenfalls unendlich weit, und die Curve behtit blofis ihre beiden zusanmio^ 
fallenden Mittelpuncte. 

Die semicubische Parabel selbst ist endlich die einzige hierher gehörige Curve, welche 
einen Rückkebrpunct hat, weil nur auf ihr, wenn sie als Asymptote einer solchen Curve 
betrachtet wird, zwd Mittelpuncte dieser letztem zusammenfallen. 

266. Den Schlufs dieses Paragraphen mögen einige Untersuchungen über die Durch- 
messer der Curven dritter Ordnung bilden: Untersuchungen, die, wie wir bald sehoi 
werden, mit den vorhergehenden Entwicklungen in genauer Verbindung stdien» 

Schon früher, in der 215. Kummer, bei Gelegenheit der Construction der Gorven 
dritter Ordnung, haben wir nachgewiesen, dafs die IMBtte der drei Durchschnittspuncte ei« 
ner beliebigen geradlinigen Transversalen und einer solchen Curve mit der Suite der drei 
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DurchsGiiittspimcte derselben Tramrenalen ond den AijisptoteB dieser Gurve in einen und 
denselben Pimct msammenfallen. Eni er bat im zweiten Bande seiner hutroiu/tüo ad 
AhoL tij/Sn. gezeigt y data, wenn die obige Transversale parallel mit ach selbst fortrfickt; 
dieser Punet eine gerade Linie beschreibt; und schon er hat eine solche gerade Linie einen 
Durchmesser der Gurve genannt. 

Es sei: pqr+^ = 0, L 

die Gleichung einer gegebenen Gurve dritter Ordnung, wonach man für die Gleichung des 
Systems der drei Asymptoten dieser Gurve di^ folgende Gleidiung erhält: 

pqr rst 0. 
Wir wollen, wie fildiery £e nähere Functionen -Bestimmung auf die identisdie Gleichung: 

p+q+r = ß, (1) 

grfinden, wonach wir die Gleichung des Systems der drei Äsymptotoi auch unter folgen- 
der Form schreiben kOnnen: 

pq(/5— P— q) = 0. 

Es sd ferner: q = xp+y (2) 

die Gleichung einer beliebigen geradlinigen Transversalen« Wenn diese, parallel mit ach 
selbst, fortrückt, so bleibt in ihrer Gleichung der Werth von x unvej-andert derselbe, wäh- 
rend y, nach einander, alle mOglicKen Werthe erhält. Wenn wir aus dieser letzten Glei- 
chung den Ausdruck för q nehmen und ilm in <Se voriiergehende Gleichung einsetzen, so 
finden wir, zur Bestimmung von p, eine Gleichtmg des dritten Grades, deren drei Wur- 
zdn sich auf die drei Durdischnittspuncte der Transversalen (1) mit deaoL drei Asymptoten 
dw Gurve L beziehen. Di^e- Gleichung ist die folgende: 

[x(x+l)]p»+[(2x+l)y-x/?]p»+0'— /2)p = 0/ 
Nach einem Blick auf die beiden ersten Glieder dieser .Gleichung, erhalten wir, wenp wir 
denjenigen Werth der Function p, welcher sich auf die Mitte der eben bezeichneten drei 
Dnrehschnittspuncte bezieht, durch (p) unterscheiden, sogleich: 

Wenn wir aus dieser Gleichung durch die Yernuttelung der Gleichung der Transversalen, 
f eliminiren, indem wir fOr diese Constante den Ausdruck: (q— xp), einsetzen und nach 
dieser Substitution auch (p) als veränderlich betrachten und dem entsprechend die Um- 
klammerung fortlassen, so ergibt sich: 

jf(x+2)p+(2bc+l)q— x/? = 0. (3) 

Es ist diese Gleichung die Gleichung desjenigen Durchmessers der Curve L, welcher der 
durch X bestimmten Richtung der durch die Gleichung (2), bei beliebigen Werthen von 
y, dargestellten Transversalen (2) entspricht. Wenn diese Richtung sich ändert, so än- 
dert sich im Allgemeinen die Lage dieses Durchmessers: es umhüllt derselbe im Allgemei- 
nen alsdann eine Gurve. Die Gleichung dieser Curve ist es, die wir jetzt bestimmen 
woUen. 

267. Wenn wir in Beziehung auf x ordnen, so nimmt die vorstehende Gleichung fol- 
gende Form an: px*+(2p+2q — /9)x+q = 0. • (4) 
Um hiemach, der bekannten Yerfahrungsweise gemäCs, die Gleichung der gesuchten Curve 
zu erhalten, brauchen wir bloüs die letzte Gleichung (4) in Beziehung auf x zu differen- 
türen, wonach sich ergibt: 2px+(2p+2q — ß) = 0, 

und dann zwischen dieser, resultirenden Gleichung und der ursprünglichen (4) die Con- 
stante X zu eliminiren. Aus dieser Elimination geht die folgende Gleichung hervor: 
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(2p+3q— /?)•— 4pq .= 0, 
und diese können wir endlioh auch, wenn wir wiedemm auf die identisdie' Gleicfcong (1) 
Rficksicbt nehmen, auf folgende Form bringen: 

p^+q^+r» =1 iß*, 
in welcher wir die Gleichung (7) der 240. Nummer wiederfinden. Hiernach sind wir m 
nachstehendem Satze gelangt: 

Die Durchmesser einer gegebenen Gurve dritter Ordnung mit drei re- 
ellen Asymptoten umhallen diejenige Ellipse, welche die drei Seiten des 
von den Asymptoten gebildeten Dreiecks in ihren Mitten bertihrt 

In dem Falle, dafs zwei Asymptoten der Cunre dritter Ordnung imaginSr sind, er- 
halten wir für die von ihren Durchmessern umhüllte Gurre, statt der Ellipse, die in der 
255. Nummer bestimmte Hyperbel. 

Wenn /? = 0, das heiCst, wenn die drei Asymptoten durch einen und denselben Punct 
gehen, oder, in dem Falle,, dafs zwei Asymptoten imagmär sind, wenn der Asymptotoi- 
punct auf der reellen Asymptote liegt, so. gehen alle Durchmesser durch denselben Punc^ 
den gemeinschaftlichen Durchschnitt der drei Asymptoten. 

268. Wenn wir die Resultate der vorigen und der 240. Nummer zusammenstellei^ 
so sehen wir, dafs eine und dieselbe Curve, einerseits, der geometrische Ort für die 
möglichen Rückkehrpuncte socher Curven dritter Ordnung, deren drei Asymptoten gege- 
ben sind, ist und, andrerseits, von den Durchmessiem aller dieser Gurven umhüllt wird. 
Wir können uns leicht von der Nothwendigkeit dieser Uebereinstimmung Rechenschaft ge- 
ben. Wenn nemlich eine Curve dritter Ordnung einen Doppelpunct hat, so schneide 
jede ihrer beiden Tangenten sie aufserdem in keinem andern Pmicte mehr, weil die bei" 
desmaligen Durchschnitte alle drei in den Doppelpunct fallen. Diejenigen beiden Duidi- 
messer der Curve dritter Ordnung, welche der Richtung dieser beiden- Tangenten entspre- 
chen, sind also die beiden in diesem Doppelpuncte sich schneidenden Tangenten des frag- 
lichen geometrischen Ortes. Der Doppelpunct aber geht in einen Rückkehrpunct über, 
wenn die beiden Tangenten der Curve dritter Ordnung, in diesem Puncte, zusammenfallen; 
dann fallen also auch die ihren Richtungen entsprechenden beiden Durchmesser, weldie 
den fraglichen Ort berühren, zusammen, und an die Stelle ihres früheren Durchscbnitts- 
punctes tritt nun derjenige Punct, in dem sie diesen Ort berühren. 

269. Wir wollen nun die Durchmesser solcher Curven dritter Ordnung betraditen, 
welche eine gegebene Parabel und irgend eine gegebene gerade Linie, welche jedoch kein 
Durchmesser der Parabel ist, zu Asymptoten haben. Das Asymptoten- System können wir 
alsdann, bei einer schicklichen Functionen -Bestimmung, immer durch die Gleichung: 

(p+<T)(q^+Ap) = 0, 
darstellen, und hierbei nach den Bemerkungen der 263. Nummer, unbeschadet der Allge- 
meinheit, die Constante a auch unterdrücken. Für die Gleichung desjenigen Durchmessers 
irgend einer bezüglichen Curve dritter Ordnung, der die Mitten der drei Durchschnitts- 
puncte diesOT Curve mit Jeder der geraden Linie (2) parallelen Transversalen, erhalten 
wir , nach denselben Betrachtungsweisen als in der 266. Nummer, indem wir blofs die vor- 
stehende GleichujQg an die Stelle der Gleichung der drei geradlinigen Asymptoten setzen, 
sogleich die nachstehende Gleichung: 

(f+a)x^+2qx+X = 0. 
Wenn wir diese Gleichung in Beziehung auf x differentüren : 

(p+cr)+q = 0, 

und 
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und dann x eliaiinireni so ergibt sich: 

q* — >l(p+<T) = 0. 
Wir erkennen in dieser Gleichung die durch die Gleichung (7) der 262. Nummer darge^ 
stellte Parabel sogleich wieder, welche der geometrische Ort für die möglichen Rückkchr- 
puncte uBd zusammenfallenden Mittelpuncte aller solcher Gurren dritter Ordnung ist, wel- 
che die gegebene gerade Linie and die gegebene Parabel zu ihren Asymptoten haben: ein 
Resultat, das wir nach der Torigen Nummer vorhersehen konnten. 

Die Durchmesser einer gegebenen Curve dritter Ordnung mit parabo- 
lischen Asymptoten umhüllen eine Parabel, welche den parabolischen 
Asymptoten gleich ist und mit ihnen eine gemeinschaftliche Axe hat, sich 
aber nach entgegengesetzter Seite öffnet und überdiefs die geradlinige 
Asymptote berührt 

270. Der allgemeinen Gleichung der Curven dritter Ordnung mit zwei parallelen 
Asymptoten haben wir folgende Form gegeben: 

p(q'-**)+A*(q+<^) == 0. HI- 

"wonach die beiden parallelen Asymptot^i reell sind, zusammenfallen oder imaginär sind, 
)e nachdem & einen positiven, verschwindenden oder negativen Werth hat. Für denjeni- 
gen Durchmesser der durch die vorstehende Gleichung dargestellten Curve, welcher der 
Richtung der Transversalen (2) eptspricht, erhalten wir ohne lülühe die Gleichung: 

xp+2q = 0, 
welche, weil sie befriedigt wird, wenn p und q beide zugleich verschwinden, eine solche 
gerade Linie darstellt, die durch die Mitte des von beiden parallelen Asymptoten auf der 
dritten Asymptote P interceptirten Segmentes geht. 

Die Durchmesser einer gegebenen Curve dritter Ordnung mit zwei pa- 
rallelen Asymptoten geben alle durch einen und denselben Punct*). 

271. Die Gleichimg: p'+Aq'» = 0, 

stellt eine semicubische Parabel dar. Fite' denjenigen Durchmesser derselben, welcher durch 
die Richtung der Transversalen (2) bestimmt wird, finden wir unmittelbar die Gleichung: 

p+JAx* = 0. 
Dieser Durchmesser ist also der geraden Linie: p = 0, parallel, welche durch den Rück- 
kehrpunct der Parabel geht und diejenige Richtung hat, nach welcher dieselbe durch eine 
gerade Linie nur einmal geschnitten wird, weil ein Durchschnittspunct unendlich weit liegt. 
Die Durchmesser der semicubischen Parabel und jeder Curve dritter 
Ordnung, welche eine solche Parabel zu ihrer Asymptote hat, sind unter 
einander paralleL 

272. Die Gleichung: p(p'+Aq)+iW = 0, V. 



*) Um dieses Resultat ans dem allgemeinen Falle irgend dreier reellen Asymptoten darch Grüns -Betradli- 
tnngen auf geometrischem Wege abzaleiien, müssen ivir die Ellipse, welche in diesem Falle die drei 
Seiten des Ton den Asymptoten gebildeten Dreiecks in ihren Mitten berührt, als einen Kegelschnitt, der 
durch seine Tangenten bestimmt wird, als eine Curve zweiter C lasse, betrachten. Sie geht, wenn wir 
nns etwa denken, dafs zwei Asymptoten, indem sie sich um ihre Durchschnitte mit der dritten Asym- 
ptote drehen, bis sie parallel werden, offenbar in eine gerade Linie über, welche von dieser dritten Asym- 
ptote nach einer Seite hin begrSnzt wird, und parallel mit den beiden parallelen Asymptoten in der 
Mitte zwischen denselben hindurchgeht; oder, was dasselbe heilst, sie artet in ein System von zwei Pall- 
eten aus, Yon welchen einer in die Mitte des auf der dritten Asymptote yon den beiden parallelen in- 
terceptirten Segmentes tsWi, und der andere nach der Richtung der letztgenannten beiden Asymptoten un- 
endlich weit liegt. 
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stellt eine Trident-Curve dar, die eine Parabel und einen Durchmeafter dieser Purahel n 
ihren Asymptoten hat. Für die Gleichung desjenigen Dorchmessers derselben, welcher der 
Richtung der Transversalen entepricht, erhält man sogleich die folgende: 

f+lbc = 0, 
welche einen Durchmeaser der Parabel darstellt 

Die Durchmesser der Trident-Curve sind unter einander parallel und 
zugleich Durchmesser ihrer parabolischen Asymptoten und also auch ihp 
rer geradlinigen Asymptote paralleL 

273. Für. die Durchmesser der durch die Gleichung: 

p»+Aq = 0, 
dargestellten cubischen Parabel ergibt sich endlich, unabhängig von der Richtung d^ Trans- 
versalen (2), unmittelbar die Gleichung: 

p = a 

Die Durchmesser einer gegebenen cubischen Parabel fallen alle in 
eine einzige gerade Linie zusammen. 

274. Da bei den Curven der zweiten Ordnung derjenige Durchmesser, welcher den 
zugeordneten Chorden eines gegebenen Durchmessers parallel ist, seinerseits wiederum die- 
jenigen Chorden zu zugeordneten hat, welche dem gegebenen parallel sind, so liegt die 
Frage nah, ob es bei den Curven der dritten Ordnung ebenfalls solche zugeordnete 
Durchmesser gibt, in der Art nemlich, da(s denj^gen Transversalen, welche man einem 
beliebigen der beiden Durchmesser parallel zieht, der andere Durchmesser entspricht 

Indem wir, der Kürze halber, 

setzen, können wir der Gleichung (3), welche denjenigen Durchmesse, welche der durch 
X angezeigten Richtung entspricht, darstellt, folgende Form geben: 

q = ^p+y. (6) 

Für die Gleichung desjenigen Durchmessers, welcher der durch 9^ angezeigten Richtung 
entspricht, erhalten wir, indem wir wiederum, der Kürze halber: 

setzen, die folgende: q = x"p+y''. (8) 

/ und y bedeuten zwei Constanten, die wir hier unbestimmt lassen können. Wenn hier- 
nach die beiden zugeordneten Durchmesser (6) und (8) zugeordnete sein sollen, 'so müs> 
sen x** und x einander gleich sein. Schreiben wir in der Gleichung (7) statt x^ das ur- 
sprüngliche X und statt x' seinen Werth in x aus (5), so finden wir: 

x*+2x^+2x+l = 0. (9) 

Wenn es also überhaupt zugeordnete Durchmesser gibt, so wird ihre Richtung durch die 

^ Wurzeln der vorstehenden Gleichung bestimmt. Eine einzige Wurzel dieser Gleichung ist 

reell, und zwar gleich ( — 1). Diese Wurzel zeigt die Richtung der Asymptote R an; 

k denn es ist die Gleichung dieser Asymptote: 

ij r = —(p+q—ß) = 0. 

Alsdann aber ist auch x' = x = — 1, 

und es fallen die beiden zugeordneten Durchmesser in jener Asymptote zusammen, in de- 
ren Gleichung die Gleichung (3) tibergeht. Auf ähnliche Weise fallen in jede Asymptote 
• der gewöhnlichen Hyperbel zwei zugeordnete ^Durchmesser derselben zusammen. 
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Es kann uds nicht befremden, dafs die Gleichung (9) nur die Richtung der einen 
Asjmptote anzeigt. Denn die den beiden andern Asymptoten entsprechenden Werthe 
von X sind und od , und diese Werthe geben auch x' gleich und oo « 

Die Gleichnng (9) bat aufserdem noch zwei imaginäre Wurzeln, welche durch die nach- 
stefamide quadratische Gleichung gegeben sind: 

x^4-x+l = 0. 
Den beiden imaginären Werthen von x entsprechen zwei imaginäre Werthe für li (5), diese 
Werthe sind ebenfalls die beiden Wurzeln der vorstehenden Gleichung, in der Art, dafs 
wir die beiden Wurzeln dieser Gleichung in beliebiger Ordnung für die beiden zusam- 
mengehörigen Werthe von x und x'y wodurch die Richtungen zweier zugeordneten Durch- 
messer dritter Ordnung gegeben sind, nehmen können. Wenn diese Curve also, den obi- 
gen Voraussetzungen gemäfs, drei reelle Asymptoten hat, so gibt es zwar ein System 
zweier zugeordneten Durchmesser, diese sind aber imaginär. Die drei Paare zu- 
sammenfallender zugeordneter Durchmesser können wir ganz aufser Acht lassen; sie ver- 
lieren ihre geometrische Bedeutsamkeit. Nur so viel können wir 'bemerken, dafs, je mehr 
sich die Richtung der Transversalen der Richtung einer Asymptote nähert, desto mehr auch 
der entsprechende Durchmesser derselben Asymptote näher rückt. 

275. Wir wollen auf directem Wege untersuchen, welche Modificationen die Resul- 
tate der vorigen Nummer erleiden, wenn zwei der drei Asymptoten imaginär sind. Das 
System der reellen und der beiden imaginiren Asymptoten kücmea wir akdana darch die 
nachstehende Gleichung darstellen (251): 

p(t'+w») = 0, 
und diese, unbeschadet der Allgemeinheit, auch auf folgende Weise particularisiren : 

(t+a)(t«4-w«) = 0. 
Die Gleichungen der beiden imaginären Asymptot^i sind alsdann in der folgenden enthalten: 

w = ±V^.t. 
Wenn wir hiernach eine beliebige Transversale durch die Gleichung 

w = xt+y (10) 

darstellen, so erhalten wir zur Bestimmung ihrer drei Durchschnitte mit der bezü^chen 
Curve dritter Ordnung: 

(H-x*)t*+(<r+2;^+<;x»)t*+(7*+<yx7')t+<y/* =: 0, 

und zur Bestimmung ihrer Mitte: 



3t = — 



h2yx-| 



<yx^ 



Um endlich zu der Gleichung des, von der Richtung der Transversalen (10) abhängigen 
Durchmessers zu gelangen, brauchen wir blob zwischen der Gleichung (10) dieser Trans- 
versalen und der letzten Gleichui^ y zu eliminiren. Wir finden auf diese Weise: 

2xw+(34-x^)t+(r(H.x^) = 0. (11) 



Setzen wir, der Kürze halber. 



2x 



= ^, 



so erbalten wir ftir denjenigen Durchmesser, der von der durch x' angezeigten Richtung 
abhängt, folgend« Gleichung: 

2x'w+(3+x'')t+(r(H-x^) = 0, (12) 

und wenn die beiden Durchmesser (11) und (12) zugeordnete sein sollen, wonach der 
letztere derselben der Transversalen (10) parallel sein mufs, ergibt sich: 
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27" = *' 

und wenn Tvir für yl seinen Werth in x einsetzen, nach einer einfachen Redaction: 

X* — 2x« — 3 = 0. 

Zwei der vier Wurzeln dieser Gleichung sind ±F— 1, und ihnen entsprechen dieselben Wer- 
the von x'. Sie beziehen sich auf die Richtungen der beiden imaginären Asymptoten: ein 
Resultat, das wir nach der vorigen Nummer zu erwarten berechtigt waren. Die beiden 

andern Wurzeln der letzten Gleichung sind reell und zwar gleich =t: I/3. Wir erkennen 
sogleich, dafs hierdurch die Richtung der beiden 'Asymptoten der durch die Gleichung (15) 
der 255. Nummer dargestellten Hyperbel angezeigt wird, und da diese Hyperbel von den 
Durchmessern der bezüglichen Curve umhüllt wird (267), so sind wir zu folgendem Satze 
gelangt: 

Eine Curv^ dritter Ordnung mit imaginären Asymptoten hat immer ein 
einziges Paar zugeordneter Durchmesser. Es sind dieselben die beiden 
Asymptoten derjenigen Hyperbel, welche von ihren Durchmessern um- 
hüllt wird. 

§. 5. 

AnfiEAblmis der Teraehledenen Arten der Cnrren dritter 

Ordnun§^. 

/. Erster und allgemeiner FalL 

Es lassen sich die hierher gehörigen Curven dritter Ordnung durch die allgemeine 
Gleichung: pqr+ius = 

darstellen, sie haben drei geradlinige Asymptoten P, Q und R und werden von diesen in 
solchen drei Puncten geschnitten, welche auf der Linie S liegen. Nach der vorstehenden 
Gleichung werden die Curven dritter Ordnung durch die gegenseitige Lage von vier gera- 
den Linien (den drei Asymptoten und der Linie S) und durch die constanten Coefficien- 
ten f4> vollkommen bestimmt. Wir begegnen hierbei zwei Haupt- Abtheilungen: entweder 
sind die Asymptoten alle drei reell oder zwei derselben, sind imaginär.- 

L Curven mit drei reellen geradlinigen Asymptoten, von welchen nicht zwei paral- 
lel jsind. Den weitern Eintheilungsgrund für diese Curven wollen wir aus ihrer Bestim- 
mung durch vier gerade Lioien und einen constanten Coefficienten hernehmen, und zwar 
so, dafs wir nach der gegenseitigen Lage jener vier geraden Linien verschiedene Gruppen 
von Curven dritter Ordnung bestimmen, und dann, in jeder Gruppe, die Bestimmung der 
einzelnen Arten von den verschiedenen Wcrthen des Coefficienten /i abhängig machen 
wollen *), Die verschiedenen Gruppen ordnen sich in die drei Unter- Abtheilungen von 
Curven, welche wir im 2. Paragraphen schon unterschieden haben, und die sich auf die 
Richtung der Linie S in Beziehung auf die Richtung der Asymptoten beziehen. 

I, 1. Die Curve wird von ihren drei reellen Asymptoten in solchen drei Puncten ge- 
schnitten, von welchen keiner unendlich weit liegt. Sie hat mit ihren Asymptoten 
einen gewöhnlichen hyperbolischen Contact und nähert sich jeder derselben auf den bei- 
den entgegengesetzten Seiten. , 

■!■■ I • I I 

*) Ein ganz analoges Verfahren werden wir ancfa in der zweiten Hanpt^Abtheilang, wo ein Asjmptotenpimct, 
nnd in den spätem Fällen, wo krammllnige Asymptoten an die Stelle geradliniger treten, beobachten. 



r 
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K. Die drei Asymptoten geheo nicht daroh denselben Punct, sondern bilden irgend 
ein Dreieck. Wir unterscheiden hier fünf Gruppen von Curven. 

a. £r«<e Cfruppe, Die Linie S begegnet den Seiten des Ton den drei Asymptoten P, 
Q und R gebildeten Dreiecks allen dreien in ihrer Verläogerung. Die Mittelpnncte sind alle 
drei reell; der eine derselben, O, liegt innerhalb des Asymptoten -Dreiecks, die beiden an- 
dern, O' und O", auIiBerhalb desselben imd auf entgegengesetzterSeitc der Linie S *). Es 
treten ans in dieser Gruppe acht Arten entgegen. Unter diesen acht Arten befinden sich 
drei Uebergaugs- Arten, die dadurch bestimmt sind, daCs, bei gehöriger Bestimmung von /^ 
jeder der drei Mittelpuncte auch zum Doppelpuncte der bezüglichen Gurre werden 
kann **)• Zwei andere Gränzen bilden einerseits das System der drei Asymptoten und 
andrerseits die Linie S; jenem entspricht ^ =s 0, dieser ^ = oc. Es hat jii in den fünf 
ersten der nachstehenden Arten überall dasselbe Zeichen, und, indem der Wcrth dessel- 
ben, abgesehen vom Zeichen, von einer Art zur andern wächst, entfernt sich die Gurve 
dritter Ordnung immer mehr von ihren Asymptoten; fi ändert sein Zeichen, indem es durchs 
Unendliche hindurchgeht, und die Gurre tritt alsdann auf die entgegengesetzten Seiten der 
drei Asymptoten und der Linie S hinüber. Während bei den drei letzten Arten der ne- 
gative Werth von /i allmälig abnimmt, nähert sich die Gurve ihrer Asymptote immer mehr. 

Die 1. Art. Fig. I, 1. Die Gurve besteht aus zwei Theilen. Der eine Theil nä-Ta£II. 
hiert sich allen drei Asymptoten und ist als eine ununterbrochene krumme Linie zu betrach- 
ten, wenn man in Erwägung zieht, dafs jeder Zweig, welcher an einer Asymptote sich im- 
mer weiter hinzieht, durch das Unendliche hindurchgehend, auf der andern Seite der Asym- 
ptote und nach ihrer entgegengesetzten Erstreckung wiedererscheint ***). Dieser Theil der 
Gurve schneidet jede der drei Asymptoten und hat drer Wendungspuncte ****). Der an- 
dere Theil der Gurve ist ein, innerhalb des Asymptoten -Dreiecks, um den Mittelpnnct 
O sich schlingendes Oval. 

Die 2. Art. Fig. 1,2.' Der eine Theil der vorigen Gurve hat sich weiter von seinen 
Asymptoten entfernt, der andere auf den conjugirten isolirten Punct O reducirt. 

Die 3. Art. Fig. I, 3. Der eine Theil hat sich noch weiter von seinen Asympto- 
ten entfernt, der andere ist verschwunden (imaginär geworden). 

Di^ 4. Art. Fig. I, 4. Zwei Zweige der vorijgen Gurve sind einander immer näher 
gerückt und schneiden sich nun in dem Doppelpuncte O'. Zwei Wendungspuncte sind 
verschwunden, und nur derjenige Zweig, welcher die beiden Asymptoten Q und R schnei- 
det, hat einen Wendungspunct behalten. 

Die 5. Art. Fig. I, 5. Die Gurve trennt sich wieder in zwei Theile. Der eine Theil 



*) In allen Figuren Ist die Linie S pnnctirt 

^) Solche Uebergangs- Arten sind in den beigefügten Figaren stärker ansgedrQckt. 

***) Anf gleiche Weise ist die gewöhnliche Hjperbel als eine nnonterbrochene krumme Linie anzosehen. 

****) Wenn ein Zweig einer Corve eine gerade Linie schneidet und nachher an derselben als seiner Asym- 
ptote sich hinzieht, so hat er nothwendig einen Wendangspnnct. Denn fiir denselben gibt es, nach- 
dem er die Asymptote geschnitten hat, offenbar ein Maximum der Entfernung von dieser Asymptote, und 
diesem Maximum entspricht, daJs die Tangente der Curve der Asymptote parallel isY. .Ruckt die Tan^ 
gente, von dieser Lage aus, immer weiter fort, bis sie endlich mit der Asymptote zusammenfallt, so er- 
reicht sie, zwischen diesen beiden parallelen Gränz- Lagen, wenigstens einmal, eine solche Lage, in der 
ihre Neigung gegen die Asymptote ein Maximum ist. Ihr Fortrficken wird in dieser Lage gehemmt und 
erfolgt nachher in entgegengesetztem Sinne. Die Tangente in dieser. Lage berührt die Gurre in einem 
Wendungsponcte. 
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hat Q zur Asjrmptote, schneidet alle drei Asymptoten und bat drei Wendungsponcte. - Der 
andere Theil, mit den beiden Asymptoten P und Q, ist hyperbelartig. 

Die 6. Art. Fig. I, 6." Die Curve besteht, yrie die Vorige, aus zwer Theilen. Der 
eine Theil hat P zur Asymptote/ schneidet alle drei Asymptote!^ und hat drei Wendungs- 
punete. Der andere Theil, mit den beiden Asymptoten Q und R, ist hyperbelartig. 

Die 7. Art. Fig. I^ 7. Die beiden Tfaeile der Torigen Curve sind einander näher ge- 
rückt, und bilden nun, während zwei Wendungspuncte verschwunden sind, einen Doppel- 
punct Q". Der erste Theil hat nur einen Wendungspunct behalten. 

Die 8. Art. Fig. I, 8. Die CuHe besteht nur aus einem einzigen Theile, der seinen 
drei Asymptoten so nahe rücken kann, dafs er zuletzt in diese Asymptoten selbst übergeht 

/9. Zweite Gruppe, Die Linie S geht durch den Durchschnitt jener Asymptoten, Q 
und R. Ein Mittelpunct, O", föUt alsdann in eben diesen Dnrchsdmitt, diebeidoi andern, 
O und O', liegen auf einer geraden Linie, die der Asymptote P parallel ist und in der 
Mitte zwischen dieser Asymptote und dem Durchschnitte der beidai andern hindurchgebt 
Wir müssen hier zwei Fälle unterscheiden, entweder schneidet die durch einen Winkel- 
punct des Asymptoten -Dreiecks gehende Linie S die, diesem Winkelpuncte gegenfiberlie* 
gende Seite in einer ihrer beiden Verlängerungen, oder sie schneidet diese Seite selbst 
In dem ersten Falle, in welchem die beiden Mittelpuncte O und O' reell sind, gibt es sechs 
verschiedene Arten; dadurch nemlich, dafs die Gränz- Curve mit dem Dqppelpuncte O' 
hier in das System der drei Asymptoten selbst übergeht, verschwinden die letzten beiden 
Arten der vorigen Gruppe. In dem zweiten Falle sind die beiden Mittelpuncte O und O 
imaginär, und es gibt nur eine einzige Art. Dem ersten Falle entspricht: 

Die 9. Art. Fig. II, 1. Die Curve besteht aus zwei Theilen. Der eine Theil zieht 
sichian den Asymptoten hin, schneidet sie und hat drei Wendungspuncte. Der zweite 
Theil ist ein um den Mittelpunct O sich schlingendes Oval. 

Die 10. Art Fjg. II, 2. Das Oval der vorigen Curve hat sich auf d» Punct O, 
der hiernach ein conjugirter isolirter Punct der Curve wird, redudrt. 

Die 11. Art Fig. II, 3. Das Oval der 9. Art ist ganz verschwunden; ihr erst« 
Theil» mit drei Wendungspuncten, ist blofs noch übrig geblieben. 

Die 12. Art Fig. II, 4. Zwei Zweige der vorigen Curve sind einander immer näher 
gerückt und schneiden sich nun im Doppclpuncte O'. Zwei Wendungspuncte sind ver- 
schwunden. 

Die 13. Art. Fig. II, 5. Die Curve besteht aus zwei Theilen, von welchen einer Q 
zur Asymptote hat, und der andere, hyperbelartig, den beiden Asymptoten P und R sich 
nähert. 

Die 14. Art. Fig. II, 6. Die Curve besteht aus zwei Theilen, von welchen einer P 
zur Asymptote hat, und der andere, hyperbelartig, den beiden Asymptoten Q.und ^ sich 
nähert. 

Dem zweiten Falle entspricht: 

Die 15. Art. Fig. III. Die Curve besteht aus zwei Theilen, von welchen einer R 
(oder Q) zur Asymptote hat, und i^er andere, hyperbelartig, an den beiden Asymptoten 
P und Q (oder P und R) sich hinzieht. 

y. Dritte Grtg^pe. Es liegen zwei Mittelpuncte, O und.O", innerhalb des Asympto- 
ten-Dreiecks, der dritte Mittelpunct O' liegt aufserhalb des Dreiecks auf entgegengesetzter 
Seite dei^ Linie S. Diese Linie schneidet zwei Seiten der Dreiecks. Wir begegnen hier, 
weil, ganz analog wie in der ersten Gruppe, fünf Uebergangs -Bestimmungen Statt finden, 
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acht Terscliiedeneii Fftlleo. Die Ordnmig 'der Aufeinanderfolge der fünf Uebergänge ist eine 
andere. Den sieben ersten der nachstehenden acht Arten entsprechen» in Beziehung auf 
daÜB Vorzeichen, übereinstionaeode Werth« der Constanten fi^ mit deren Zunahme, von 
einer dieser Arten zur folgenden, die Curve weiter von den Asymptoten sich entfernt. Nur 
der letzten der neuen acht Arten entspricht ein Werth von ^ mit dem entgegengesetzten 
Yorzeidien^ 

Die 16. Art. Fig. IV, 1. Die Curve besteht nur aus einem Theile. Eiii Zweig äes- 
selben mit swei Wendungspuncten trstreckt sich beuteiförmig in das Asjinptolen- Dreieck 
und schlingt sich, innerhalb desselben, um die beiden Mittelpuncte O und O^'; ein zweiter 
Zweig mit einem Wendungspuncte nfthert sich den beiden Asymptoten? und Q, und zwar 
der ersten derselben, nachdem er sie zuvor geschnitten; der dritte Zweig liegt, wie ein Hj- 
perbelzweig, in einem der von den beiden Asymptoten P und R gebildeten Scheitelwinkel. 

Die 17. Art. Fig. IV, 2. An die Stelle des ersten Zweiges der vorigen Curve ist 
eine Schleife getreten, die sich um den Mittelpunct O schlingt und im Puncte O" ihren 
Dofqielpunct hat. Diöiser Zweig hat seine beiden Wendungspuncte verloren. 

Die 18. Art. Fig. IV, 3. Die Curve besteht aus zwei Theilen. Vom ersten Zweige 
der beiden vorhergehenden Curven hat sich ein Oval abgelöset, das sich um den Mittel- 
punct O zieht, wonach dieser Zweig die beiden Doppelpuncte, die er bei der vorigen Art 
verloren hat, nun wiedererhält. 

Die 19. Art. Fig. IV, 4. An che Stelle des Ovals ist Ar Pnnct O, als conjugirter 
isolirter Pnnct, getreten. 

Die 20. Art Fig. IV, 5. Das Oval ist ganz verschwunden. 

Die 21. Art. Fig. IV, 6. Der zweite* Zweig der 16. Art, der sich, bei den folgenden 
Arten, iinmer weiter von den Asymptoten entfernt und dem ersten Zweige sich immer mehr 
genähert hat, bildet nun mit diesen Zweige einen Doppelpunct in O'. Er verliert hierbei 
seinen Wendungspilnct, so wie auch der erste Zweig nur einen einzigen Doppelpunct behält. 

Die 22. Art. Fig. IV, 7. Die Curve besteht aus zwei Theilen. Der eine Theil, mit 
drei Wendungspuncten, hat Q zur Asymptote, der andere Theil, mit den beiden Asympto- 
ten P und B, ist byperbelartig, einqr seiner beiden Zweige ist der dritte Zweig der 16. Art, 
welcher sich in den folgenden Arten immer weiter von seinen Asymptoten entfernt hat. 

Die 23. Art. Fig. IV, 8. Die Curve besteht aus einem Theile mit drei Wendungs- 
puncten und der Asymptote P, und einem hyperbelartigen Theile mit den Asymptoten 
Q und R. 

S. Vierte Gruppe» Es fallen zwei Mittelpuncte O und O" in einem einzigen Puncte, 
welcher auf dem Umfange der, die Seiten des Asymptoten -Dreiecks in ihren Mitten be- 
rührenden Ellipse liegt, zusammen. Es ergeben sich hier nur sechs Arten, weil die bei- 
den Uebergangs -Arten der vorigen Gruppe mit Doppelpuncten in O'' und O (die 17. 
und 19. Art) hier identisch werden, und folglich mit ihnen auch die zwischenliegende Art 
ZQsammenfaVt. 

Die 24. Art. Fig. V, 1. Die Curve hat nur einen einzigen Theil, welcher aus drei 
unendlichen Zweigen, ähnlich wie bei der 16. Art, besteht. 

Die 25. Art. Fig. V, 2. Die Curve hat einen Rückkehrpunct in O. Der beuteiför- 
mig in das Asymptoten -Dreieck sich erstreckende Zweig der vorigen Art hat seine beiden 
Wendungspuncte verloren find bildet nun eine Spitze. 

^ Die 26. Art. Fig. V, 3. Der bentelförmige Zweig der 24. Art hat seine beiden Wen- 
dungspuncte wiedererhalten, schlingt sich nun aber nicht mehr um den Mittelpunct O. 
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Die 27. Art. Fig. V, 4. Die Corve hat in O' einen Doppelponet 

Die 28. Art Fig. ¥,5. Die Guire hat sich in zwei Theiie getrennt Der eine 
Theil, mit drei Wen^ungspancten, hat Q zu seiner Asymptote; der andere, mit den b^ 
den Asymptoten P und R, ist hyperbelarfig. 

Die 29. Art Fig. Y, 6. Die Curve besteht ebenfalk aas zweiTbeilen, Ton wdchen 
der eine P zur Asymptote hat, und der andere hyperbelartige den Asymptoten Q und R 
sich nähert. 

e. Fünfte Gruppe. Es sind zwei Mitt.elpuncte O und O" imaginär. Hieinadi &llt 
die Uebergangs - BesKmmung zwischen der 24. und 26. Art der Torigen* Nummer gani 
weg, und hiernach bleiben bloCs vier Arten zu unterscheiden übrig. 

Die 30. Art Fig. YI, 1. Die Curve besteht aus einem Zweige nrit drei onendlichen 
Zweigen. 

Die 31. Art Fig. YI, 2. Die Curve hat in O' dnen Doppelpunct 

Die 32. Ar t Fig. YI, 3. Die Curve hat sich in zwei Theiie getrennt Der eine Theil 
hat Q zu seiner Asymptote, der andere byperbelartige nähert sich den beiden Asymptoten 
P und R. 

Die 33. Art. Fig. YI, 4. Die Curve besteht, wie die vorige, aus zwei Thdlen, nur 
hat der eine P und der andere Q und R zn Asymptoten. 

B. Die Asymptoten der Curve gehen «ile drei durch denselben Pnnct Wir 
unterscheiden hier zwei Gruppen, )e nachdem die Linie S durch eben dietea Pnnct geht 
oder nicht. ^ 

ct. Erste Gruppe. Die Linie S geht nicht durch den gemeinsamen Durchschnittspunet 
der Asymptoten. Die drei Mittelpuncte sind immer reell. Einer derselben, O, fidit eben- 
falls in jenen gemeinsamen Durchschnittspunet; die beiden andern, O' und O", liegen auf 
einer geraden Linie S parallel und um die Hälfte weiter, als diese von dem Puncte O ent- 
fernt ist. Wenn wir diese Gruppe als eine Particularisation der zuerst betrachteten Gruppe 
ansehen, so ist zuvörderst klar, dafs dadurch, dafs die Curve mit dem conjugirten Puncte 
in O, hier in das System der drei Asymptoten ausartet, die beiden ersten Arten der letzt- 
genannten Gruppe ganz wegfallen. Die noch übrigen sechs Arten beziehen sich hier, wo 
einer Yertauschung der beiden Mittelpuncte blob eine Yertauschung der Asymptoten ent- 
spricht, paarweise (die 3. und 6. Art, die 4. und 7. Art, die 5. und 8. Art) auf denselben 
Fall, so dafs uns blofs hier drei verschiedene Arten entgegentreten. 

Die 34. Art. Fig. YII, 1. Die Curve besteht aus einem Theiie mit drei unendlidien 
Zweigen. 

Die 35. Art Fig. YII, 2. Die Curve hat in O'' einen Doppelpunct 

Die 36. Art Fig. YII, 3. Die Curve hat sich in zwei Teile getrennt Der eine Theil 
hat drei Wendungspuncte und P zur Asymptote; des andere Theil ist ein hyperbelartiger, 
mit den beiden Asymptoten Q und R. 

ß. Unioeite Gruppe. Die Liuie S geht durch den gemeinsamen Durchschnitt der drei 
Asymptoten. In demselben Puncte fallen die Mittelpuncte alle drei zusammen. Jede von 
der Curve begränzte gerade Linie wird in diesem Puncte halbirt. Dieser Punct ist ein 
Wendungspunct der Curve. Es gibt hier nur eine einzige Art. 

Die 37. Art Fig. YIII. Die Curve besteht aus einem Theiie mit der Asymptote R 
und mit drei Wendungspuncten, von welchen der eine in O auf der Asymptote liegt, und 
einem andern, hyperbelartigen Theiie mit den beiden Asymptoten P und Q. 

I, 2. Die Curven haben drei reelle geradlinige Asymptoten und -unter diesen eine 
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oscalirende, P, der sie sich beide Male auf derselben Seite annähern. Die Linie S ist 
dieser oscolirenden Asymptote parallel. Ein Mittelpunct liegt nach der Richtang dieser 
Asymptote unendlioh weit. Ebenso einer der drei Weudungspuncte, die uns in den frü- 
hem allgemeinen Fällen entgegengetreten sind. Die Mitten aller Chorden der Curve, 
welche der osculirenden Asymptote parallel sind, liegen in einer geraden Linie, und auf die- 
ser geraden Linie liegen auch die beiden Mittelpuncte O und O'. 

A. Die drei Asymptoten gehen nicht durch denselben Punct, sondern bilden irgend 
ein Dreieck. Die osculirende Asymptote P wollen wir als die Basis, den Durchschnitt der 
beiden andern als den Scheitel dieses Dreiecks bezeichnen. 'Es treten uns hier sechs 
verschiedene Gruppen entgegen. Die erste und letzte dieser Grruppen entsprechen der er- 
sten der fünf Gruppen der Curven I, I. 

a^ Erste Gruppe* Die Linie S schneidet die Scheitel des Asymptoten -Dreiecks in ih- 
ren Verlängerungen über den Scheitel hinaus. Die beiden Mittelpuncte sind reell; ein^r 
derselben,. O, liegt innerhalb des Asymptoten -Dreiecks in einem Abstände von der Basis, 
der ^röfser als ein Drittel und kleiner als die Hälfte der Höhe des Dreiecks ist, der an- 
dere, O', liegt weiter als die Linie S von der Basis entfernt. Zur Bestimmung der ver- 
schiedenen Arten erhalten wir eine Uebergangs -Bestimmung, der die 4. Art entspricht, we- 
niger als in der zuerst betrachteten Gruppe. Es gibt sechs Arten. 

Die 38. Art. Fig. IX, 1. Die Curve besteht aus zwei Theilen. Der eineTheil hat 
drei Asymptoten und zerfällt in drei Zweige, von denen einer zwei Wendung^puncte hat. 
Der andere ist ein Oval um den Mittelpunct O, im Innern des Asymptoten -Dreiecks. 

Die 39. Art. Fig. IX, 2. An die Stelle des zweiten Theiles ist der conjugirte blofse 
Punct O getreten. . 

Die 40. Art. Fig. IX, 3. Der zweite Theil ist ganz verschwunden. 

Die 41. Art. Fig. IX, 4. Die Curve ist auf die entgegengesetzte Seite ihrer Asym- 
ptoten getreten. Sie besteht aus zwei Theilen, von welchen einer P zur osculirenden 
Asymptote hat, und der andere, hyperbelartig, den beiden Asymptoten Q und R sich nähert. 

Die 42. Art. Fig. IX, 5. Die Curve hat in O' einen Doppelpunct; die beiden Wen- 
dungspuncte sind verschwunden. 

Die 43. Art. Fig. IX, 6. Die Curve besteht nur aus einem Theile, der in drei Zweige, 
von welchen zwei einen Wendungspunct haben, zerfällt* 

ß. Zweite Cfruppe. Die Linie S geht durch den Scheitel des Asjnnptoten- Dreiecks 
und wird in diesem Puncte von der Curve berührt. Der Mittelpunct O' fällt in eben die- 
sen Punct, der andere Mittelpunct Ö liegt auf derjenigen geraden Linie, welche durch die 
Mitte der Höhe des Asymptoten -Dreiecks der Basis desselben parallel gezogen wird. Von- 
dieser geraden Linie wird jede Chorde der Curve, welche verlängert durch den Punct O' 
geht, halbirt. Es gibt hier nur vier verschiedene Arten, weil die der 42. Art entsprechende 
Uebergangs- Curve in das System der drei As^nnptoten ausgeartet ist. 

Die 44. Art. Fig. X, 1. Die Curve besteht aus zwei Theilen, der eine zerfällt in 
drei unendliche Zweige, von welchen einer zwei Wendungspunctc hat, der andere ist 
ein Oval im Innern des Asymptoten -Dreiecks. 

Die 45. Art. Fig. X, 2. Das Oval hat sich auf den conjugirten isolirten Punct O 
reducirt. 

Die 46. Art. Fig. X, 3. Das Oval ist ganz verschwunden. 

Die 47. Art. Fig. X, 4. Die Curve besteht aus einem Theile mit zwei Wendungs- 
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pancten und der oscuiirenden Asymptote P und einem anderp hyperbelartigen Zweige mit 
den beiden Asymptoten Q und R. 

y. Uritte Gruppe^ Die Linie S schneidet die beiden Schenkel des Asymptoten-Drei- 
ecks so, dafs der Scheitel dieses Dreiecks yoq der Basis mehr als neun Mal so weit ent- 
fernt liegt, als von der Linie S. Die Mittelpuncte bleiben reell und. liegen beide inner* 
' halb des Asymptoten -Dreiecks zwischen der Basis und der Linie S. Der Abstand des 
einen^ O, von der Basis, ist gröfser als | und kleiner als | der Höhe, des Dreiecks; der 
Abstand des andern gröfser als | der Höhe. Wir finden hier sechs yerschiedene Arten. 
Tat HL Die 48. Art. Fig. XI, 1. Die Curve besteht nur aus einem Theile; dieser hat einen. 

Zweig mit zwei Wendungspuncten , welcher sich beuteiförmig innerhalb des Asymptoten- 
Dreiecks mn die beiden Mittelpuncte zieht. 

Die 49. Art. Fig. XI, 2. An die Stelle des beutclförmig in das Asymptoten-Dreieck 
bineintretenden Zweiges ist eine Schleife getreten, die sich um» den Mittelpunct O zieht und 
in O' ihren Knoten bat; die beiden Wendungspuncte' sind verschwunden. 

Die 50. Art. Fig. XI, 3. Von demselben Zweige hat sich ein Oval um den Mittel- 
ponct O abgelöset, so dafs die Curve in zwei Theile getrennt ist. Derjenige Zweig, von 
welchem das Ov^l sich abgetrennt hat, hat seine beiden Wendungspuncte wiedererhalten. 

Die 51. Art. Fig. XI, 4. An die Stelle des Ovals ist der Punct O als zugeordneter 
isolirter Punct getreten. 

Die 52. Art. Fig. XI, 5. Das Oval ist ganz verschwunden. 

Die 53. Art. Fig. XI, 6. Die Curve, welche in den vorstehenden flinf Arten immer 
weiter von ihren Asymptoten sich entfernt hat, ist nun auf die entgegengesetzten Seiten 
derselben hinübergetreten. Sie besteht aus einem Theile mit zwei Wendungspuncten und 
der oscuiirenden Asymptote P und einem andern Theile, welcher byperbelartig den beiden 
Asymptoten Q und R sich nähert. 

8. Vierte Gruppe. Die Linie S schneidet die beiden Schenkel des Asymptoten-Drej- 
ecks so, dafs der Scheitel desselben neun Mal so weit von der Basis, als von der Linie 
S, entCcmt ist. Die beiden Mittelpuncte fallen in einem einzigen Puncte zusammen, dessen 
Abstand von der Basis zwei Drittel der Höhe des Dreiecks ist. Wir finden hier vier 
verschiedene Arten. 

Die 54. Art. Fig. XII, 1. Die Curve besteht nur aus einem Theile, und dieser hat 
einen Zweig mit zwei Wcndungspuncten , welcher sich beuteiförmig innerhalb des Asym- 
ptoten-Dreiecks um die zusammenfallenden beiden Mittelpuncte zieht. 

Die 55. Art. Fi^. XII, 2. An die Stelle des eben bezeichneten Zweiges der Curve 
ist ein Zweig mit einem Rückkehrpuncte in O getreten. 

Die 56. Art. Fig. XII, 3. Derselbe Zweig hat seine beiden Wendungspuncte, die 
bei der vorigen Art verschwunden sind, wiedererhalten, zieht sich aber nicht mehr um die 
zusammcnrallenden beiden Mittelpuncte. 

Die 57. Art. Fig. XII, 4. Die Curve' ist auf die entgegengesetzten Seiten ihrer Asym- 
ptoten hinübergetreten. Sie besteht aus einem Theile mit zwei Wcndungspuncten ond der 
oscuiirenden Asymptote P uod einem hyperbelartigen Theile mit den beiden Asymptoten 
Q und R. . 

6. Fünfte Gruppe, Die Linie S schneidet die beiden Schenkel des Asymptoten-Drei- 
ecks so, dafs der Scheitel dieses Dreiecks weniger als neun Mal so weit von der Ba- 
sis, entfernt ist, als von der Linie S. Die beiden Mittelpuncte sind alsdann imaginSr, und 
es gibt nur zwei verschiedene Arten. 
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Die 58. Art Fig. XIII, 1. Die Curve besteht aus einem Theile und dieser aus drei 
unendlichen Zweigen, von welchen einer zwei Weudungspancte bat^ und die beiden an- 
dern » ohne Wendungspuncte, unterhalb der Basis liegen. 

Die &9. Art. Fig. XIII, 2. Die Curve besteht ^aus einem Theile mit zwei Wendungs- 
puncten und der Osculirenden Asymptote P, und aus einem hjperbelartigen Theile mit den 
beiden Asymptoten Q und B. 

^. Seehsie Gruppe. Die Linie S schneidet die beiden Sthenkel des Asymptoten-Drei- 
ecks in ihren Verlängerungen Über die Basis hinaus. Die beiden Mittelpuncte sind reell. 
Einer derselben, O, liegt innerhalb des Asymptoten -Dreiecks ip einem geringem Abstände 
von der Basis, als der dritte Theil der Höhe des Dreiecks betragt. Der andere Mittel- 
puncty O', liegt unterhalb der Basis und weiter von derselben entfernt, als die Linie S. E« 
treten uns hier wiederum sechs verschiedene Arten entgegen. 

Die 60. Art. Fig. XIY, 1. Die Curve besteht aus zwei Theilen. Der eine Theil zer- 
fällt in drei unendliche Zweige, von welchen einer, wie ein Hyperbelzweig, den beiden 
Asymptoten Q und R sich nähert ^ und jeder der beiden andern an einer dieser beiden 
Asymptoten sich hinzieht, nachdem er dieselben zuvor geschnitten und tiberdieCs an die os- 
culirende Asymptote P sich anschmiegt. Der andere Theil ist ein Oval innerhalb des 
Asymptoten- Dreiecks. 

Die 61. Art. Fig. XIV, 2. Das Oval hat sich auf den conjugirten isolirten Punct O 
reducirt. 

Die 62. Art. Fig. XIY, 3. Das Oval ist ganz verschwunden. 

Die 63. Art. Fig. XIY, 4. Zwei Zweige des übrig bleibenden Theiles sind einander 
immer näher gerQckt, und schneiden sich, nachdem jeder seinen Wendungspunct verloren, 
in dem Deppelpuncte O'. 

Die 64. Art. Fig. XIY, 5. Die Curve hat sich wieder in zwei Theile getrennt. Der 
eine Theil, mit zwei Wendongspuncten, hat P zur osculirenden Asymptote, der andere hy- 
perbelartige Theil nähert sich den Asymptoten Q und R. 

Die 65. Art. Fig. XIY, 6. Die Curve ist, nachdem sie sich immer weiter von den 
Asymptoten entfernt hat und ihr erster Theil der Linie S immer mehr näher gerückt ist, 
auf die entgegengesetzten Seiten dieser Linie und der Asymptoten hinübergetreten. Sie 
besteht nur aus einem Theile und dieser aus drei Zweigen, von welchen einer drei Wen- 
don^puncte hat. 

B. Die drei Asymptoten gehen durch einen und denselben Punct. Es gibt hier nur 
eine einsöge Gruppe. Ybn den beiden immer reellen Mittelpuncten fällt einer, O, in den 
gemeinsamen Durchschnitt der Asymptoten/ und der andere, O', liegt auf der vierten Har- 
monicalen zu der osculirenden Asymptote P und dem Asymptotenpaare Q und R, drei- 
mal so weit von der osculirenden Asymptote als von der Linie S entfernt. Wir begeg- 
seo hier vier verschiedenen Arten. 

Die 66. Art. Fig. XY, 1. Die Curve besteht aus einem Theile und dieser aus drei 
unendlichen Zweigen. Ein Zweig nähert sich, wie ein Hyperbelzweig, den beiden Asympto- 
ten Q und R, von den beiden andern schneidet jeder eine dieser beiden Asymptoten, be- 
vor er derselben sich nähert, hat einen Wendungspunct und schmiegt sich überdiefs an die 
osculirende Asymptote P'an. 

Die 67. Art. - Fig. XY, 2. Die beiden letztgenannten Zweige sind einander immer nä- 
her gerückt, und bilden nun. in O' einen Doppelpunct , nachdem jeder seinen Wendungs- 
punct verloren bat. 
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Die 68. Art. Fig. XV, 3. Die Cuire hat sich in z^vrei Theile getheilt. Ein Theil 
mit zwei Wendungspuncten hat P zur osculirenden Asymptote; der andere, hyperbelartige 
Theil. nfthert sich den beiden Asymptoten Q und B. 

Die 69. Art. Fig. XY, 4. Die Curve ist auf den entgegengesetzten Seiten der Asym- 
ptoten hinübergetreten, und besteht aus einem Theile mit drei unendlichen Zweigen, von 
welchen eiper zwei Wendungspuncte hat. 

I, 3. Die Curve hat drei reelle osculirende Asymptoten, an deren jeder dieselbe beide 
Male auf derselben Seite sich hinzieht. Die Curve schneidet keine ihrer Asympteten, und 
ihre Wendungspuncte sind verschwunden. Die Mitten aller Chorden der Curre, Welche 
einer der drei Asymptoten parallel sind, liegen auf einer geraden Linie. Die hiernach sieh 
ergebenden drei geraden Linien schneiden sich in dem einzigen Mittelpuncte der Curve. 

A. £s gehen die drei Asymptoten nicht durch denselben Ponct, sondern bilden ir- 
gend ein Dreieck. Die Mitte (der Schwerpunct) dieses Dreiecks ist der einzige Mittel- 
punct. £s findet sich hier nur eine einzige Gruppe mit vier verschiedenen Arten. 

Die 70. Art. Fig.XYI, L Die Curve besteht aus zwei Theilen. Ein Theil zerMt 
in drei unendliche Zweige, von welchen jeder in einem der Scheitelwinkel des Asympto- 
ten-Dreiecks liegt. Der andere Theil ist ein Oval im Innern dieses Dreiecks. 

Die 71. Art. Fig. XVI, 2. Das Oval hat sich auf einen zugeordneten isolirten Punct, 
O, redudrt. 

Die 72. Art. Fig. XVI, 3. Das Oval ist ganz verschwunden. 

Die 73. Art. Fig. XVI, 4. Die Curve ist auf die entgegengesetzten Seiten ihrer Asym- 
ptoten hinübergetreten. Sie besteht aus einem einzigen Theile. Jeder der drei Zweige 
desselben liegt in einem derjenigen drei onbegränzten Flächenräume, welche von einer 
Dreieckseite und den Verlängerungen der beiden andern gebildet werden. 

B. Es gehen die drei Asymptoten durch einen und denselben Punct. In demselben 
Puncte liegt alsdann auch der Mittelpunct. Es gibt hier nur etite Gruppe und diese ent- 
hält nur eine einzige Art.^ 

Die 74. Art. Fig. XVII. Die Curve besteht nur aus einem Theile. Dieser zerfällt 
in drei unendliche Zweige, .welche in drei, nicht auf einander folgenden, der von den drei 
Asymptoten gebildeten sechs Winkeln liegen. 

I, a. Ciirven mit einer reellen und zwei imaginären Asymptoten. Diese Curven sind 
durch die reelle Asymptote, den Asymptotenpunct, die Linie S und einen constanten Coef-' 
ficienten- fi vollkommen bestimmt. Sie zerfallen in Gruppen nach der verschiedenen ge- 
genseitigen Lage der Asymptote, der Linie S und des Asymptotenpunctes, und jede (^ppe 
in Arten nach den verschiedenen Bestimmungen über den constanten Coefficienten fe. Die 
Grttppen-Bestimmung ordnet sich der frühern Unterscheidung dreier Fälle unter. 

I, 4. Die Linie S ist der reellen Asymptote P nicht parallel. Die Curve nähert sich 
dieser Asymptote auf den beiden entgegengesetzten Seiten derselben. Sie hat im Allgemei- 
nen drei Mittelpuncte. 

A. Der Asymptotenpunct A liegt nicht auf der reellen Asymptote P, Wir haben 
hier sechs Gruppen zu unterscheiden. 

a. Erele Gruppej, Die Curve hat drei Mittelpuncte, welche alle mit dem Asympto- 
tenpuncte-A auf derselben Seite der Asymptote P liegen. Zwei *der drei Mittelpuncte, Ö 
und O', liegen auf einer Seite, Jer dritte Mittelpunct, O", liegt mit dem Asymptotenpuncte 
A auf der andern Seite der Linie S. Wir erhalten zur Eintheilong der hierher gehörigen 
Curven in Arten, wie in dem Falle dreier reellen Asymptoten, fünf Uebergangs-Bestim- 
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mangen; nemlich drei Cuiren mit Doppelpuncten in O, O' und O", das System des Asym- 
totenponctes A und der Asymptote P, und die Linie S. Nach diesen fünf Uebergangs- 
Bestimmungen ergeben sich acht verschiedene Arten in dieser Gruppe. Während der 
Coefficient fi, abgesehen vom Zeichen, von einer der fünf ersten Arten zur andern wächst, 
entfernt sich die bezügliche Curve immer weiter Ton ihrer Asymptote; indem fiy durchs 
Unendliche hindurchgehend, sein Zeichen ändert, und ddUn wiederum abnimmt, erscheint 
der unendliche Zweig der Curve, durch die Linie S hindurchgehend, auf der entgegenge- 
setzten der Asymptote wieder und rückt dann derselben von jeder der drei letzten Arten 
zq der folgenden näher. 

Die 75. Art. Fig. XVIII, 1. Die Curve besteht aus einem einzigen unendlichen 
Zweige mit P als Asymptote und mit drei Wendungspuncten. 

Die 76. Art. Fig. XVIil, 2. Zu dem unendlichen Zweige der vorigen Curve ist ein 
confugirter isolirter Punct, O, hinzugetreten. 

Die 77. Art. Fig. XYIII, 3. Die Curve besteht aufser dem unendlichen Zweige auch 
noch aus einem Ovale um den Mittelpunct O. , 

Die 78. Art. Fig. XYIII, 4. Das Oval ist dem unendlichen Zweige immer näher ge- 
rückt, aus ihrer Yereiniguu^ ist eine Schleife entstanden, welche um den Mittelpunct O 
sich zieht und in O' einen Doppelpunct hat. Zwei YV^ndnngspuncte sind verschwunden. 

Die 79. Art. Fig. XYIII, 5. Dje Curve besteht wiederum blofs aus einem ünendli- 
chen Zweige mit drei Y^endungspuncten; sie umschliefst die beiden Mittelpuncte O und O'. 

Die 80. Art. Fig. XYIII, 6. Die Curve besteht aus einem unendlichen Zweige, der 
sich um den Asymptotenpunct A und den dritten Mittelpunct O'' zieht. 

Die 81. Art, Fig. XYIII, 7. Die Curve bildet eine Schleife um den Asymptotenpunct A, 
sie hat zwei YV'endungspuncte verloren, an deren Stelle der Doppelpunct O** getreten ist. 

Die 82. Art. Fig. XYIII, 8. Die Curve besteht aus einem unendlichen Zweige mit 
drei YVendungspuncten und einem Ovale um den Asymptotenpunct A. 

ß, ZivDeUe Gruppe. Die Curve hat zwei Mittelpuncte, welche in dem Puncte O zu- 
sammenfallen. Sie liegen mit dem dritten Mittelpuncte O" und dem Asymptotenpupcte 
A auf derselben Seite der Asymptote P, aber auf entgegengesetzten Seiten der Linie S, Es 
treten uns hier sechs verschiedene Arten entgegen. 

Die 83. Art. Fig. XIX, 1. Die Curve besteht nur aus einem unendlichen Zweige. 

Die 84. Art. Fig. XIX, 2. Die Curve hat in O einen Rückkehrpunct. Zwei ihrer 
YVendungspuncte sind verschwunden. 

Die 85. Art. Fig. XIX, 3. Die Curve besteht aus einem, um die beiden zusammen- 
fallenden Puncte sich hinziehenden, unendlichen Zweige. 

Die 86. Art. Fig. XIX, 4. Die Curve hat einen unendlichen Zweig, welcher sich um 
den Asymptotenpunct A und den Mittelpunct O'' zieht. 

Die 87. Art. Fig. XIX, 5. Die Curve bildet eine Schleife um den Asynq)totenpunct 
A mit einem Doppelpuncte in O". 

Die 88. Art. Fig. XIX, 6. Yon dem unendlichen Zweige der Curve hat sich ein 
Oval, um den Asymptotenpunct A, äbgelöset. 

y. Driüe Gruppe. Die Linie S geht durch den Asymptotenpunct A. Ein Mittelpunct 
O fällt alsdann in eben diesen Punct. ^ Jede Chorde der Curve, welche, verlängert, durch 
diesen Punct geht, wird von derjenigen geraden Linie, welche in der Mitte zwischen 
dem Asyroptotenpuncte A und der Asymptote P, parallel mit dieser, hipdurchgeht, halbirt. 
Auf derselben geraden Linie, zu beiden Seiten der Linie S, liegen die beiden Mittelpuncte 



230 Dritter Abschn. Die Gurven dritter Ordnung. 

O' and O". Wir finden hier sechB Arten, die aber nnr fOr drei Tersdiiedene zSUen 
können. 

Die 89. Art. Fig. XX, L Die Curve besteht ma einem nnendlidien Zweige und 
einem, die Linie S im Asjmptotenpuncte berührenden Ovale. 

Die 90. Ar t. Fig. XX, 2. Die Gurre bildet eine Schleife mit dem Doppelpnncte in O". 

Die 91. Art. Fig. XX, 3. 'Die Garve besteht bloCs aus einem, um den IMGttelpnnct 
O" sich ziehenden unendlichen Zweige. 

S. Vierte Gruppe. Zwei Mittelpuncte der Gurve sind imaginSr. Der einzige reelle 
Mittelpunct O liegt mit dem Asjmptotenpuncte A sowohl auf derselben Seite der Asym* 
ptote A, als auch der Linie S. £s gibt hier vier Terschiedene Arten. 
Taf IV. Die 92. Art. Fig. XXI, 1. Die Gurve besteht aus einem unendlichen Zweige mit drei 
Wendungspuncten und einem Ovale, um den Asymptotenpunct A. 

Dre 93. Art. Fig. XXI, 2. Die Gurve bildet eine Schleife um den Asymptotenpunct, 
mit dem Doppelpnncte in O. 

Die 94. Art. Fig. XXI, 3. Die Gurve besteht aus einem um den Asymptotenpunct 
A und den Mittelpunct O sich schlingenden unendlichen Zweige. 

Die 95. Art. Fig. XXI, 4. Die Gurve besteht aus einem unendlichen Zweige, der 
ganz in denselben beiden der von der Asymptote P und der Linie S gebildeten Scheitel- 
winkeln sich erstreckt. 

e. Fünfte Gruppe. Die Gurve hat drei reelle Mittelpuncte;, die mit dem Asymptoten- 
puncte A in denselben beiden von der Asymptote P und der Linie S gebildeten Scheitel- 
winkeln liegen, und zwar so, dafs ein Mittelpunct O und der Asymptotenpunct, so wie die 
beiden andern Mittelpuncte O' und O' in demselben dieser beiden Scheitelwinkel sich be^ 
finden. Wir erhalten hier acht verschiedene Arten. 

Die 96. Art. Fig. XXII, 1. Die Gurve besteht aus einem unendlichen Zweige und 
einem Ovale um den Asymptotenpunct A. 

Die 97. Art. Fig. XXU, 2. Die Gurve bildet eine Schleife um den Asymptotenpunct 
mit einem Doppelpnncte in O. * 

Die 98. Art. Fig. XXII, 3. Die Gurve besteht aus einem um den Asymptotenpunct 
und den Mittelpunct O' sich hinziehenden unendlichen Zweige. 

Die 99. Art. Fig. XXII, 4. Zu dem unendlichen Zweige ist ein conjngirter PunctO 
hinzugetreten. 

Die 100. Art Fig. XXII, 5. Die Gurve besteht aus einem unendlichen Zweige und 
und einem Ovale um den Mittelpunct O'. 

Die 101. Art. Fig. XXU, 6. Die Gurve bildet um den Mittelpunct O' ^e ScUetfe 
mit dem Doppelpnncte in O'.' 

Die 102. Art. Fig. XXII, 7. Die Gurve besteht ans einem unendlichen Zweige^ wel- 
cher sich auf einer Seite der Asymptote P, wie in den vier vorhergehenden Arten um den 
Asymptotenpunct und den Mittelpunct O, auf der andern Seite aber nun auch um die bei- 
den Mittelpuncte O' und O." herumzieht. 

Die 103. Art« Fig. XXII, 8. Die Gurve ist in die andern beiden von der Asymptote 
P und der Linie S gebildeten Scheitelwinkel herübergetreten, und besteht Mob aus einem, 
sehr abgeflachten, unendlichen Zweige. 

^. Sechste Gruppe. Zwei 'Mittelpuncte, O' und O", fallen in demselben Puncte zusam- 
men, und liegen mit dem Asymptotenpuncte A auf entgegengesetzten Seiten der Asymptote 
P und der Linie S. Der noch übrige Mittelpunct O liegt mit dem Asymptotenpuncte in 
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demselben von der der Asymptote P und der Linie S gebildeten vier Scheitelwinkel. Es 
ergeben sich hier sechs verschiedene Arten. 

Die 101. Art. Hg. XXIII, 1. Die Curve besteht aus einem unendlichen Zweige und 
einem Ovale um den Asymptotenpunct A. 

Die 106; Art. Fig. XXIU, 2. Die Curve bildet um A eine Schleife. mit einem Dop- 
pelpuncte in O. - 

Die 106. Art. Fig. XXIII, 3. Die Curve besteht aus einem, um den Asymptotenpunct 
A und den Mittelpunct O sich hinziehenden, Zweige. 

Die 107. Art. Fig. XXUI, 4. Die Curve hat in O' einen Rückkehrpunct. 

Die 108. Art. Fig. XXIII, 5.. Die Curve besteht aus einem unendlichen Zweige, wel- 
cher sich einerseits um A und O, andrerseits um O' und O" herumschliugt. 

Die 109. Art. Fig. XXIII, 6. Die Curve ist auf die entgegeugesetzten Seiten der 
Asymptote P und der Linie S hioübergetreten. 

B. Es liegt der Asymptotenpunct A auf der reellen Asymptote P. Ein Blittelpunct, 
O, fiillt alsdann mit dem Asymptotenpuncte zusammen« Die beiden andern Mittelpuncte, O' und 
O'', liegen auf einer geraden Linie, welche der Linie S parallel und um die Hälfte weiter als 
diese von dem Asymptotenpuncte entfernt ist. Es treten uns hier vier Gruppen entgegen. 

o. Eraie Gn^e. Die Mittelpuncte sind alle drei reell. Diese Gruppe enthält 
sechs verschiedene Arten. 

Die 110. Art Fig. XXIV, 1. Die Curve besieht blofs aus einem unendlichen Zweige 
mit drei.'Wendungspuncten. 

Die 111. Art Fig. XXIV, 2. Zu dem unendlichen Zweige, ist ein conjugir^er Punct, 
0\ hinzugetreten. 

Die 112. Art Fig. XXI V, 3. Die Curve besteht, neben dem unendlichen Zweige, aus 
einem Ovale um den Mittelpunct O'. 

Die 113. Art Fig. XXIV, 4. Die Curve bildet eine Schleife um den Mittelpunct O' 
mit einem Doppelpuncte in O". 

Die 114. Art Fig. XXIV, 5. Die Curve besteift aus einem unendlichen Zweige, der 
sich um die beiden Mittelpuncte O' und O'' zieht. 

Die 115. Art Fig. XXIV, 6. Die Curve ist auf die entgegengesetzten Seiten der 
Asymptote P und der Linie S.hintibergetreten. 

ß. Tweiie Gruppe* Es fallen zwei Mittelpuncte in demselben Puncte zusammen. 
Wir erhalten hier vier verschiedene Arten. 

Die 116. Art Fig. XXV, 1. Die Curve besteht aus einem unendlichen Zweige mit 
drei Wendungspuncten. 

Die 117. Art Fig. XXV, 2. Die Curve hat in O' einen Rtickkehrpunct und nur 
einen Wendnngppunct, der auf entgegengesetzter Seite der Asymptote *P liegt. 

Die Il8. Art Fig. XXV, 3. Die Curve besteht aus einem unendlichen Zweige, wel- 
cher sich um die beiden in O' zusammenfallenden Mittelpuncte zieht. 

Die 119. Art Fig. XXV, 4. Die Curve ist auf die entgegengesetzten Seiten der 
Asymptote P und der Linie S hinübergetfeten. 

y. Briäe fiVtfpe. Es sind zwei Mittelpuncte imaginär. Diese Gruppe enthält nur 
eine einzige Art. 

Die 120. Art Fig. XXVL Die Curvö besteht aus einem unendlichen Zweige mit 
drei Wendungspuncten. 

8. Vierte Gruppe, Die Linie S geht durch den gemeinsamen Durchschnittspunct der 
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drei Asymptoten. In diesen Punct fcllen alsdann die Mittelpuncle alle drei zusammen. Es 
* gibt hier eiiie einzige Art. 

Die 121. Art. Fig. XXVII. Die Curve besteht ans einem unendlichen Zweige mit 
drei Wendungspuncten, von welchen der mittlere mit dem Asymptotenpuncte A auf der Asym- 
ptote P zusammenfällt. Jede durch diesen Punct gehende gerade Linie schneidet die Curre 
auCserderopoch in solchen zwei Puncten, welche gleich weit von diesen Puncten entfernt 
sind. Die Linie S ist die Tangente der Curve im fraglichen Wendungspuncte. 

I, 5. Die Linie S ist der reellen Asymptote parallel. Diese Asymptote ist eine os- 
culirende, und es nähert sich ihr die Curve beide Male auf .derselben Seite. Die Mitten 
aller Chorden der Curve, welche der reellen Asymptote parallel sind, liegen in gerader 
Linie. Auf eben dieser geraden Linie liegen die beiden Mittelpuncle der Curve. 

A. Der Asymptotcnpunct liegt nicht auf der reellen Asymptote. Es ergeben sich 
hier sechs verschiedene Gruppen , welche den sechs Gruppen der Curven mit reellen 
Asymptoten, unter denen sich eine osculirende befindet, ganz analog sind. 

er. Erste Gruppe. Der Asymptotenpunct A liegt zwischen der reellen Asymptote und 
der Linie S. Der eine Mittelpunct O liegt zwischen dem Asymptotenpuncte und der Asym- 
ptote, der andere O' liegt auf derselben Seite der Asymptote, weiter von derselben ent- 
fernt als die Linie S. Wir unterscheiden hier sechs Arten. Die Curven der drei er- 
sten Arten liegen ganz zwischen der reellen Asymptote imd der Linie S, und entfernen 
sich von einer Art zur andern von der AsymfJtote und dem Asymptotenpuncte. Nach- 
dem die Curve durch die Linie S hindurchgegangen, erscheint sie in den drei letzten Ar- 
ten auf der entgegengesetzten Seite dieser Linie und der Asymptote wieder, und rückt der 
letztem von einer Art zur andern immer näher. 

Die 122. Art. Fig. XXYIII, 1. Die Curve besteht aus einem unendlichen Zweige mit 
zwei Wendungspuncten und einem Ovale um den Asymptotenpunct A. 

Die 123. Art. Fig. XX VIII, 2. Die Curve bildet eine Schleife um den Asymptoten- 
punct, und hat in O ihren Dopp^lpunct. Die Wendungspuncte sind verschwunden. 

Die 124. Art. Fig. XXVI II, 3. ■« Die . Curve besteht aus ein^m unendlichen Zweige^ 
welcher sich um den Asymptotenpunct A und den Mittelpunct O zieht. 

Die 125. Art. Fig. XXVIII, 4. Die Curve besteht aus einem unendlichen Zweige un- 
terhalb der Asymptote und einem Ovale um den Mittelpunct O'. 

Die 126. Art. Fig. XXVIII, 5. An die Stelle des Ovals ist O' ab conjugirter Isolir- 
ter Punct getreten. 

Die 127. Art. Fig. XXVIII, 6. Das Oval ist ganz verschwunden. 

ß. Zweite Gntppe, Die Linie S geht durch den Asymptotenpunct. In diesen Punct 
fällt O', einer der beiden Mittelpuncle; während der andere, O, halb so weit als der Asym- 
ptotenpunct von der Asymptote P entfernt ist. Eine durch den letztgenannten Mittelponct, 
der Asymptote P parallel gezogene, gerade Linie ist der geometrische Ort für die Mitte 
der beiden Durchschnittspuncte der Curve mit einer solchen geraden Linie, welche sie zum 
dritten Male in O' schneidet. Alle Curven berühren die Linie S im Puncte O'. Wir be- 
gegnen hier vier verschiedenen Arten. 

Die' 128. Art. Fig. XXIX, 1. Die Curve besteht aus einem unendlichen Zweige und 
einem Ovale, das durch den Asymptotenpunct A geht. 

D i c 129. Art. Fig. XXEX, 2. Die Curve bildet eine Schleife mit einem Doppelpuncte in O. 

Die 130. Art. Fig. XXIX, 3. Die Curve besteht aus einem unendlichen Zweige, wel- 
cher sich ujp den Punct O zieht. 

Die 
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Die 131. Art. Fig. XXIX, 4. Die Carre liegt ganz auCserhalb der Asymptote und 
Linie S, und besteht aus einem unendlichen Zweige unterhalb der Asymptote und einem 
durch den Asymptotenpunct gehenden Ovale. 

y. DriUe Gruppe. Die Linie S geht zwischen der Asymptote und dem Asymptoten« 
puncte so hindurch, dafs dieser Punct ihr mehr als neun Mal näher liegt als der Asym- 
ptote P. Die Mittelpuncte liegen beide zwischen der Asymptote und der Linie S. Wir 
begegnen hier sech.s verschiedenen Arten. Die Gurren der fünf ersten Arten liegen ganz 
zwischen der Linie S und der Asymptote P. 

Die 132. Art. Fig. XXX, 1. Die Gurre besteht blofs aus einem unendlichen Zweige. 

Die 133. Art. Fig. XXX, .2. Ein conjugirter isolirter Punct in O ist hinzugetreten. 

Die 134. Art. Fig. XXX, S. Statt des isolirten Punctes hat die Gurve ein Oval um den 
Punct O. 

Die 1 35. Art. Fig. XXX, 4. Die Gurre bildet eine Schleife om O, mit einem Doppel- 
pelpuncte in O'. 

Die 136. Art. Fig. XXX, 5. Die Gurve besteht aus einem, um die beiden Mittelpuncte 
sich ziehenden, unendlichen Zweige. 

D i e'^ 137. Art. f ig. XXX, 6. Die Gurve besteht aus einem unendlichen Zweige unter- 
halb der Asymptote und aus *einem Ovale um den Asymptotenpunct A. 

d. Vierte Gruppe. Die Linie S geht zwischen der Asymptote und dem Asymptoten- 
puncte so hindurch, dafs dieser Punct von der Asymptote neun Mal so weit absteht als 
Ton ihr. Die beiden Mittelpuncte fallen alsdann in demselben Puncte zusammen. Es tce- 
ten uns hier vier verschiedene Arten entgegen. 

Die 138.' Art. Fig. XXXI, 1. Die Gurve besteht aus einem unendlichen Zweige zwi- 
schen der Linie S dnd der Asymptote P. 

Die 139. Art. Fig. XXXI, 2. Die Gufve hat einen Rtickkehrpunct in O. 

Die 140. Art« Fig. XXXI, 3. Die Gurve besteht aus einem unendlichen Zweige, der 
sich um die beiden, in O zusammenfallenden, Mittelpuncte zieht. 

Die 141. Art. Fig. XXXI, 4. Die Gurve besteht ans einem unendlichen Zweige un- 
terhalb der Asymptote P und einem Ovale um den Asymptotenpunct A. 

€. Fünfte Gruppe. Die Linie S geht zwischen der Asymptote und dem Asymptoten- 
puncte so hindurch, dafs dieser Punct ihr weniger als neun Mal näher liegt als der Asym- 
ptote. Die beiden Mittelpuncte sind alsdann imaginär, und wir haben nur zwei Arten zu 

unterscheiden. 

Die 142. Art. Fig. XXXII, 1. Die Gurve besteht ans einem unendlichen Zweige zwi- 
schen der Asymptote P und der Linie S. 

Die 143. Art. Fig. XXXII, 2. Die Gurve besteht aus einem unendlichen Zweige un- 
teAalb der Asymptote und einem Ovale um den Asymptotenpunct A. 

^. SeehBte Gruppe. Die Linie S liegt tnit dem Asymptotenpunct« auf der entgegen- 
gesetzten Seite der Asymptote. Die beiden Mittelpuncte sind alsdann reell, und zwischen 
ihnen geht sowohl die Asymptote P als auch die Linie S hindurch. Diese Gruppe hat 
sechs verschiedene Arten. 

Die 144. Art. Fig. XXXIII, 1. Die Gurve besteht aus einem sehr abgeflachten unend- 
lichen Zweige, und einem Ovale um A. 

Die 145. Art. Fig. XXXIII, 2. Die Gurve bildet eine Schleife um A mit einem Doppel- 

puncte in O. 

30 
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. Die 146. Art« Fig. XXXIII, 3. Die Gurre besteht blofs ävta einem uneoälichen Zweige, 
welcher sich um den Asymptotenpunct und den Mittelpuhct O zieht 

Die 147. Art. Fig. XXXIII, 4. Die Gurre hat aufserdem einen con)ugirten Punct in O*. 

Die 148. Art. Fig. XXXIII, 5. Ein Oval der Gurve schlingt sich um den Punct O'. 

Die 149. Art. Fig. XXXIII, 6. Die Gurve bestellt blofs aus einem unendlichen Zweige, 
welcher zwischen der Asymptote P und der Linie S liegt. 

B. Der Asymptotenpunct liegt auf der reellen Asymptote. Ein Mittelpnnct fällt als- 
dann mit dem Asymptotenpuncte zusammen, und der andere, O, liegt dreimal so weit von 
der Asjrroptote als der Linie S entfernt. Es gibt hier nur eine einxige Gruppe und diese 
enthält vier verschiedene Arten*. . 
Tif. V. Die 150. Art. Fig. XXXIV, 1. Die Gurve besteht aus einem unendlichen Zweige un- 

t^halb der Asymptote P. ' 

Die 151. Art. Fig. XXXIV, 2. Der Punct O ist als conjugirter Punct hinzugetreten. 

Die 152. Art. Fig. XXXIV, 3. Ein Oval der Gurve schlingt sich um den Mittelpnnct O. 

Die 153. Art. Fig. XXXIV, 4. Die Gurve besteht aus einem, zwischen der Asym- 
ptote P und der Linie S liegenden, unendlichen Zweige. 

1,6. Gurven mit zwei imaginären und einer reellen osculirenden Asym- 
ptote. Die Linie S liegt unendlich weit. Die Gurven haben nur einen einzigen Mittel- 
pnnct, und dieser Mittelpnnct liegt auf demjenigen Durchmesser des Asymptotenpunct es, 
dessen zugeordneter der reellen Asymptote parallel ist, und zwar dieser Asymptote drei- 
mal näher als der Asymptotenpunct. 

A. Der Asymptotenpunct liegt nicht auf der reellen Asymptote. Wir finden hier 
eine einzige €lfruppe mit vier verschiedenen Arten. 

Die 154. Art. Fig. XXXV, 1. Die Gurve besteht aus einem abgeflachten unendlichen 
Zweige und einem Ovale um den Asymptotenpunct A. 

Die 155. Art. Fig. XXXV, 2. Die beiden Theile der Gurve sfnd immer näher ge- 
rückt und bilden nun eine Schleife mit einem Doppelpuncte in O. 

Die 156. Art. Fig. XXXV, 3. Die Gurve besteht aus einem unendlichen Zweige, der 
sich um den Asymptotenpunct A und den Mittelpnnct O zieht. 

Die 157« Art. Fig. XXXV, 4. Die Gurve besteht aus einem unendlichen Zweige, der 
unterhalb der Asymptote P liegt. 

B. Der Asymptotenpunct liegt auf der reellen Asymptote. Einzige Grt^e mit einer 
einzigen Art. 

Die 158. Art. Fig. XXXVI. Die Gurve besteht aus einem unendlichen Zweige mit 
zwei Wendungspuncten. 

//• Zweiter Fall. Gurven mit parabolischen Asymptoten. . 

II, 7. Die Gurve hat eine geradlinige und parabolische Asymptote. Es befindet sich 
unter den letztern eine «einfach osculirende. Die Linie S, in Beziehung auf diese, ist 
ein Durchmesser derselben. Von den drei Mittelpuncten liegt einer nach der Richtung 
dieses Durchmessers unendlich weit. Die verschiedenen Gruppen hängen von der gegensei- 
tigen Lage der geradlinigen Asymptote und der Linie S gegen die osculirende parabolische 
Asymptote ab. 

A Die parabolische Asymptote wird von. der geradlinigen P in zwei reellen Puncten 
geschnitten. Mach den verschiedenen Lageö der Linie S ergeben sich hier fänf verschie- 
dene Gruppen. 
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o. Erste Gruppe. Die Linie S scfineidet die durch die parabolifiche Asymptote auf 
der geradlinigen interceptirten Chorde in deren Verlängerung. Die beiden Mittelpuncte 
sind reell. Der eine, O, liegt innerhalb des von der geradlinigen und parabolischen Asym- 
ptote gebildeten und nach allen Seiten hin umschlossenen Flächenraumes, der andere, O', 
auf entgegengesetzter Seite der Lipie S, aufserhalb der Parabel. Als Uebergangsarten tre- 
ten uns hier zwei Gurren mit Doppelpuncten in O und O', das System der geradlinigen^ 
und der parabolischen Asymptote, und endUch die Linie S entgegen ; wir erhalten hiemach 
sechs verschiedene Arten. Von einer der drei ersten Arten zur andern entfernt sich die 
Csrve immer mehr von ihren beiden Asymptoten, tritt dann, durch die Linie S hindurch- 
gehend, auf die entgegengesetzten Seiten derselben hinllber und rückt wiederum ihren Aym- 
ptoten von einer der drei letzten Arten zur andern immer näher. 

Die 159. Art. Fig. XXXYII, 1. Die Curve besteht aus zwei Theilen. Einer dersel- 
ben hat zwei unendllclie Zweige, von denen jeder an den beiden Asymptoten sich hin- 
zieht, und einer derselben beide schneidet und zwei Wenduogspuncte hat, während der 
andere dieselben nicht schneidet und nur einen Wendungspunct hat. Der andere Theil 
besteht aus einem Ovale um den Mittelpunct O. 

Die 160. Art. Fig. XXXYII, 2. An die Stelle des Ovals ist O als con)ugirter isolir- 
ter Punct getreten. ^ 

Die 161. Art. Fig. XXXVIl^ 3. Auch der isolirte Punct ist verschwunden. 

Die 162. Art. Fig. XXXVII, 4. Die Curve besteht aus einem unendlichen Theile, wie 
bei der vorigen Art, nur liegt derselbe auf den entgegengesetzten Seiten der beiden Asym- 
ptoten. 

Die 163. Art. Fig. XXXYII. 5. . Die beiden Zweige der Curve sind einander immer 
näher gerückt und bilden nun in O' einen Doppelpunct. Ein YTendungspunct jedes der 
beiden Zweige ist verschwunden. 

Die 164. Art. Fig. XXXYII, 6. Die Curve hat sich in zwei Theile getrennt, der eine 
ist ein parabolischer Zweig ohne Wendungspuncte, und der andere ein unendlicher Zweig 
mit der geradlinigen Asymptote und mit drei Wendungspuncten< 

ß. Zweite Gruppe. Die Linie S gebt durch einen der beiden Durchschnitte der bei- 
den Asymptoten. Ein Mittelpunct O' fällt alsdann in eben diesen Durchschnitt, der andere 
innerhalb des von den Asymptoten umschlossenen Fiäcbenraumes. Wir finden hier vier 
Arten. 

Die 165. Art. Fig. XXXYIII, 1. Die Curve besteht aus einem unendlichen Theile 
mit den beiden Asymptoten und einem Ovale um den Mittelpunct O. 

Die 166. Art. Fig. XXXYIII, 2. An die Stelle des Ovals ist der conjugirte Punct 
O getreten. 

Die 167. Art. Fig. XXXYIII, 3. Auch dieser Punct ist verschwuodeü. 

Die 168. Art. Fig.' XXXYIII, 4. Die Curve besteht blois aus einem Theile und die- 
ser aus zwei unendlichen Zweigen. 

y. Dritte Grttppe. Die Linie S schneidet das durch die parabolische Asymptote auf 
der geradlinigen interceptirte Segment, und zwar so, dafs dasselbe in solche zwei Theile 
getheilt wird, von welchen der gröisere gröfser ist, als das ganze Segment multiplicirt mit 

^(2+V3). Die beiden Mittelpuncte fallen alsdann beide in den gröfsern derjenigen bei- 
den Abschnitte, in welche der von den beiden Asymptoten umschlossene Flächenraum 
durch die l^inie S getheilt wird. Wir begegnen hier sechs verschiedenen Arten. 

Die 169. Art. Fig. XXXIX, 1. Die Curve besteht blofs aus einem Theile und dieser 
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aus zwei unendlichen Zweigen , von welchen einer » mit zwei Wendungsponctenyvsich beu* 
telförmig in den umschlossenen Flächenraum erstreckt und sich um die beiden Mittelponcte 
zieht, und der andere nur einen Wendungspunct hat. 

Die 170. Art. Fig. XXXIX, 2. Der erstgenannte Zweig bildet eine Schleife um den 
'MiUelpunct 0[ mit einem Poppelpuncte in O. 

Die 171. Art. Fig. XXXIX, 3. Ton demselben Zweige hat sich ein Oval, das sich 
um den Mittelpunct O' schlingt, abgesondert, und dieser Zweig hernach die beiden Wen- 
dungspuncte, die bei der vorigen Art yerschwunden waren, wiedererhalten. 

Die 172. Art. Fig. XXXIX, 4. An die Stelle des Ovals ist der isolirte Punct O' getreten. 

Die 173. Art. Fig. XXXIX, 5. Auch der isolirte Punct ist verschwunden. 

Die 174. Art. Fig. XXXIX, 6. Die Curve ist auf die entgegengesetzten Seiten ihrer 
Asymptoten hinübergetreten. 

8. Vierte Grippe, Die Linie S schneidet das durph die parabolische Asymptote auf 
der geradlinigen interceptirte Segment, und theilt dasselbe in zwei Theile, von welchen der 

gröfsere dem ganzen Segmente, multiplicirt mit K^+V^X gleich ist Die beiden Mittel- 
puncte O und O' fallen alsdann in demselben Puncto x zusammen. Es ergeben sich hier 
vier verschiedene Arten. 

Die 175. Art. Fig. XL, 1. Die Curve erstreckt sich beutclförmig um die beiden zu- 
sammenfallenden Mittelpuncte, in den von den Asymptoten umschlossenen Raum.. 

Die 176. Art. Fig. XL, 2. Die Curve hat einen Rückkehrpunct in O. 

Die 177. Art. Fig. XL, 3. Die Curve besteht aui einem einzigen Theile mit zwei 
unendlichen Zweigen. 

Die 178, Art. Fig. XL, 4. Die Cprve ist auf .die entgegengesetzten Seiten ihrer bei- 
den Asymptoten hinübergetreten. ' 

€. Fünfte Gruppe, Die Linie 3 schneidet das durch die parabolische Asymptote auf 
der geradlinigen interceptirte Segment in zwei solche Theile, von welchen der gröfsere klei- 
ner ist, als das ganze Segment multiplicirt mit ^2+^)- Die beiden Mittelpnncte sind 
imaginär. Es gibt nur zwei Fälle, und diese bilden nur eine einzige Art.^ 

Die 179. Art. Fig. XLI. Die Curve besteht aus einem einzige^ Theile mit zwei un- 
endlichen Zweigen. 

B. Die osculirende parabolische Asymptote wird von der geradlinigen nicht geschnit- 
ten. Die beiden Mittelpuucte, welche immer reell sind und bei keiner Lage der Linie S 
zusammenfallen können, liegen zwischen den beiden Asymptoten. Die sechs hierbei zu 
unterscheidenden Fälle liefern nur drei verschiedene Arten. 

Die 180. Art. Fig. XLII, 1. Die Curve besteht aus zwei Theilen, von welchen einer 
der parabolischen Asymptote und der andere der geradlinigen Asymptote sich nähert; je- 
ner hat keinen, dieser drei Wendungspuncte. 

Die 18LArt. Fig. XLII, 2. Die beiden Theile der Curve sind einander immer nä- 
her gerückt, und bilden nun in O einen Doppclpunct. 

Die 182. Art. Fig. XLII, 3. Die Curve besteht aus einem Theile mit zwei unendU- 
dien Zweigen. 

Ct Die osculirende parabolische Asymptote wird von der geradlinigen bertihrt Eip 
ner der beiden Mittelpnncte fällt alsdann in den Berührungspunct. 

a. Erste Gruppe. Die Linie S geht nicht durch den Berührungspunct. Der zweite 
Mittelpunct liegt alsdann auf entgegengesetzter Seite der Lipie S, ihr dreimal so nah als 
euer Berührungspunct. Es gibt hier vier verschiedene Arten. 
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Die 183. Art. Fig. XLIII, 1. Die Cuire besteht aus zwei unendlichen Theilen, yon 
welchen einer an der parabolischen Asymptote und der andere an der geradlinigen sich 
hinzieht. 

Die 184. Art. Fig. XLIU, 2. Die Curre hat einen Doppelpunct in O. 

Die 185. Art. Fig. XLÜI, 3. Die Gurre besteht bloCs aus einem Theile, der in zwei 
unendliche Zweige zerfällt. 

Die 186. Art. Fig. XLIII, 4. Die Gurre ist auf « die entgegengesetzten Seiten der 
Asymptoten hinübergetreten. 

ß. Zweite Gruppe. Die Linie S geht durcb den Berührungspunct der beiden Asym- 
ptoten; in diesen Punct fallen alsdann die beiden Mittelpuncte zusammen. Diese Gruppe 
hat nur eüie einzige Art. 

Die 187. Art. Fig. XLIY. Die Curve besteht aus einem Theile und dieser aus zwei 
unendlichen Zweigen. 

Ily 8. Die Gurre hat eine osculirende geradlinige Asymptote und unter ihren para- 
bolischen eine nach höchster Ordnung osculirende. In Beziehung auf diese liegt 
die Linie S unendlich weit Die Gurve hat nur einen einzigen Mittelpunct/ und dieser liegt 
auf demjenigen Durchmesser der parabolischen Asymptoten, dessen zugeordnete Ghorden 
der geradlinigen Asymptote parallel sind, und zwar in der Mitte der beiden Durchschnitts- 
puncto dieses Durchmessers mit der geradlinigen und der osculirenden pSirabolischen Asym- 
ptote. Die Gurre nähert sich jeder ihrer beiden Asymptoten beide Male auf derselben Seite. 

A^ Es wird die parabolische Asymptote tou der geradlinigen in reellen Puncten ge- 
schnitten. Einzige Grippe mit vier yerschiedenen Arten. 

Die 188. Art. Fig. XLY, 1. Die Gurve besteht aus einem unendlichen Theile mit 
den beiden Asymptoten und einem Ovale um O. 

Die 189. Art Fig. XLYy 2. An die Stelle des Ovals ist ein zugeordneter isolirter 
Punct O getreten. 

Die 190. Art. Fig. XLV, 3. Auch der conjugirte Punct ist verschwunden. 

Die 191. Art. Fig. XLY, 4. Die Gurve besteht aus einem parabolischen Theile, der 
innerhalb der osculirenden Asymptote liegt, und einem zweiten unendlichen Theile mit 
der geradlinigen Asymptote. 

B. Die osculirende parabolische Asymptot« hat mit der geradlinigen keinen Punct ge- 
mein. ESnmge Grvppe mit .vier verschiedenen Arten. 

Die 192. Art. Fig. XLYI, 1. Die Gurve besteht aus zwei Theilen, die beide zwi- 
schen ihren Asymptoten liegen; einer derselben, mit zwei Wendungspuncten, zieht sich 
an der geradlinigen Asymptote hin, der andere an der äufsen^ Seite der parabolischen. 

Die 193. Art. Fig. XLYI, 2. Die beiden Zweige sind einander immer näher gerückt, 
und schneiden sich nun im Doppelpuncte O. Die beiden Wendungspuncte sind ver- 
schwunden. 

Die 194. Art. Fig. XLYI, 3. Die .Gurve besteht, wie die vorige, nur aus einem ein- 
zigen Theile; dieser zerfällt aber in zwei unendUche Zweige, von welchen jeder einen Wen- 
dungspunct hat 

Die 195. Art. Fig. XLYI, 4. Die Gurve besteht ans einem unendlichen Zweige mit 
zwei Wendungspuncten, der sich an der geradlinigen Asymptote hinzieht und einem para- 
bolischen Zweige, der seiner Asymptote auf der innem Seite sich nähert. 

G. Die osculirende parabolische Asymptote wird von der geradlinigen berührt. £iti-' 
zige Gruppe mit zwei verschiedenen Arten. 
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Die 196. Art. Fig. XLYII, 1. Die Carre besteht blob aos einem Theile, der zwi- 
schen den beiden Asymptoten liegt und in zwei Zweige sich trennt, deren jeder einen 
Wendungspunct hat 

Die 197. Art. Fig. XLYII, 2. Die Curve besteht aus einem unendlichen Zweige mit 
der geradlinigen Asymptote, und einem parabolischen, der seiner Asymptote auf der innem 
Seite sich nähert. 

///. Dritter Fall. Curvcn mit zwei parallelen geradlinigen Asymptoten. 

III, 9. Die dritte Asymptote hat mit der Curve einen gewöhnlichen Contact, und 
schneidet dieselbe. Die Linie S ist den beiden parallelen Asymptoten parallel. Wir er- 
halten hier zwei Gruppen, von welchen jede nur aus einer Art besteht 
Taf. VL ^* Irrste Grvppe. Die Linie S geht zwischen- den beiden parallelen Asymptoten 
hindurch. 

Die 198. Art Fig. XLYIII. Die Curve besteht aus einem unendlichen Zweige mit 
einem Wendungspuncte, welcher innerhalb der beiden parallelen Asymptoten liegt, und 
diesen beiden Asymptoten nach entgegengesetzter Richtung sich nähert, und auberdem aus 
zwei Zweigen ohne Wendungspuncte, die unter sich und dem erstgenannten Zweige in 
unendlicher Entfernung verbunden sind. 

ß. Zweite Gryppe. Die Linie S geht nicht zwischen den beiden parallen Asympto- 
ten hindurch. 

Die 199. Art. Fig. XLIX. Die Curve besteht wiederum aus drei unendlichen Zwei- 
gen, welche in unendlicher Entfernung mit einander verbunden sind. Derjenige Zwei^ 
welcher innerhalb der beiden parallelen Asymptoten liegt, nähert sich beiden nach dersel- 
ben Richtung und bat keinen Wendungspunct. 

111,10. Die dritte Asymptote ist eine osculirende. Die Linie S liegt unendlich 
weit Eitizige Gruppe mit einer Art. 

Die 200. Art Fig. L. Die Curve besteht aus drei unendlichen Zweigen, von denen 
keiner einen Wendungspunct hat Ein Zweig liegt innerhalb der beiden parallelen Asym- 
ptoten, und nähert sich denselben nach derselben Richtung; die beiden andern Zweige nä- 
hern sich diesen Asymptoten nach entgegengesetzter Richtung auf der äu&em Seite und 
der Asymptote P beide Male auf derselben Seite. 

III, 11. Es sind die beiden parallelen Asymptoten imaginär, die dritte Asymptote 
ist eine gewöhnliche. Die Linie S ist den beiden imaginären Asymptoten parallel. Ein- 
$Age Gruppe mit einer Art 

Die 201. Art. Fig. LI.* Die Curve besteht aus einem unendlichen Zweige, der seine 
Asymptote schneidet und drei Wendungspuncte hat. 

III, 12. Die beiden parallelen Asymptoten sind imaginär. Die dritte Asymptote ist 
eine osculirende. Die Linie S liegt unendlich weit Einzige Gruppe mit einer Art 

Die 202. Art. Fig. LH. Die Curve besteht aus einem einzigen Zweige mit zwei 
^ Wendungspuncten, und liegt auf derselben Seite ihrer reellen Asymptote. ^ 
^ III, 13. Es fallen die beiden parallelen Asymptoten in ein einzige gerade Linie zu- 
sammen. Die dritte Asymptote ist eine gewöhnliche. Die Linie S ist den beiden zusam- 
menfallenden Asymptoten parallel. Einzige Gruppe mit einer Art. 

Die 203. Art. Fig. LIIL. Die Curve besteht aus zwei unendlichen Zweigen, welche 
den zusammenfallenden Asymptoten sich auf entgegengesetzter Seite nach derselben Rich- 
tung hin nähern, so daCs sie, in unendlicher Entfernung, gleichsam einen Rückkehrpunct 
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bilden. Der dae dieser beiden Zweige nähert sich der dritten Asymptote, ohne sie zu 
schneiden y der andere , nachdem er sie zuvor geschnitten; dieser hat einen Wendungs- 
panct, jener nieht. 

III, 14. Es fallen die beiden parallelen Asymptoten zusammen, die dritte Asymptote 
ist eine osculirende« Die Linie S liegt unendlich weit. Einzige Gruppe mit einer Art. 

Die 204. Art. Fig. LI V. Die Curve besteht ans zwei unendlichen Zweigen, welche, 
wie bei der vorigen Art, in unendlicher Entfernung einen Rückkehrpunct bilden, aber nun 
die reelle Asymptote P nicht mehr schneiden, sondern ganz auf einer Seite derselben liegen. 

IV. Vierter FalL Curven mit semicubi-paraboli-schen Asymptoten. 

iV, 15. Die 205. Art. Fig. LV. Die semicubische Parabel. 

IV, 16. Die Curve bat unter ihren unendlich vielen semicubi- parabolischen Asympto- 
ten eine einfach osculirencle. In Bexlehung auf diese hat die Linie S diejenige Rich- 
tung, nach welcher die Asymptoten nur in zwei Puncten geschnitten werden, weil der 
dritte Durchschnittspunct unendlich weit liegt. Jede Chorde, welche dieselbe Richtung 
haty wird von der Tangente im Rückkehrpuncte der osculirenden , semicubi- parabolischen 
Asymptote halbirt Von den drei Alittelpuncten der bezüglichen Curven fallen zwei in 
diesem Rückkehrpuncte zusammen, der dritte Mittelpunct, O, liegt auf jener Tangente im 
Rückkehrpuncte von der Linie S, auf entgegengesetzter Seite, um die Hälfte weiter, als die- 
ser Rtickkehrpunct, entfernt. Es treten uns hier drei verschiedene Gruppen entgegen. 

a. Ersie Gruppe* Die osculirende Asymptote wird von der Linie S in zwei reellen 
Puncten geschnitten. Es gibt hier vier verschiedene Arten. 

Die 206. Art. Fig. LVI, 1. Die Curve besteht aus einem unendlichen Zweige, wel- 
cher sich seiner osculirenden Asymptote beide Male auf der convexen Seite nähert und 
beuteiförmig um den Rückkehrpunct derselben schlingt. Ein solcher Zweig hat nothwen- 
dig zwei Wendungspuncte, weil die Asymptote, je weiter sie sich erstreckt, immer mehr die 
Richtung der Linie S annimmt, und, im Durchschnitte desselben Zweiges mit der Tangente 
im Rückkehrpuncte der Asymptote, die Tangente desselben ebenfalls der Linie S paral- 
lel ist. 

Die 207. Art. Fig. LVI, 2. Die Curve bildet eine Schleife um den Rückkehrpunct 
mit einem Doppelpuncte in O. 

Die 208. Art. Fig. LVI," 3. Von dem unendlichen Zweige der Curve hat sich ein 
Oval, das sich um den Rückkehrpunct zieht, abgetrennt. 

Die 209. Art. Fig. LVI, 4. Der unendliche Zweig ist immer weiter gerückt, das 
Oval immer gröfser geworden, und hat sich, durch die Linie S hindurchgehend, in einen 
unendlichen Zweig umgestaltet, welcher an der osculirenden Asymptote beide Male auf der 
concaven Seite sich hinzieht. 

/?. Zweite Gruppe, Die osculirende Asymptote wird von der Linie S nicht in reel- 
len Puncten geschnitten. Auch diese Gruppe enthält vier verschiedene Arten. 

Die 210. Art. Fig. LVII, 1. Die Curve besteht blofs aus einem unendlichen Zweige 
mit zwei Wendungspuncten, welcher der osculirenden Asymptote beide Male auf der con- 
vexen Seite sich nähert. 

Die 211. Art. Fig. LVII. 2. Zu dem unendlichen Zweige ist ein conjugirter isolir- 
f er Punct in O hinzugetreten. 

Die 212. Art. Fig. LVII, 3. Statt des blofsen Punctes zieht sich ein Oval um den v 
Mittelpunct O. 
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Die 213. Art. Fig. LYII, 4. Die Gorr^ besteht hlots aus eioem unendlichen Zweige^ 
welcher der osculirenden Asymptote beide Male auf der concaven Seite sich nähert. 

y. Dritte Grvppe. Die Lijiie S geht durch den Rückkehrponct der osculirenden 
Asymptote. Diese Gruppe zählt zwei Terschiedene Arten. 

Die 214. Art. Fig. LYIII, I. Die Curve - besteht aus einem unendlichen Zweige^ 
welcher der osculirenden Asymptote auf der convexen Seite sich nähert, und aus einem 
Ovale, das durch den Rückkehrpunct dieser Asymptote geht. 

Die 215. Art. Fig. LVIII, 2. Die Curve besteht blofs' aus einem unendlichen Zweige^ 
welcher durch den Rückkehrpunct der osculirenden Asymptote geht und an deren conca- 
ven Seite sich hinzieht. 

IV, 17. ' Die Gurre hat unter ihren semicubi- parabolischen Asymptoten eine. nach 
höchster Ordnung osculirende. Die Linie S und der dritte Mittelpunct liegen un- 
endlich weit. Wir erhalten hier eine einzige Gruppe mit zwei verschiedenen Arten« 

Die 216. Art. Fig. LIX, 1. Die Gurve besteht blo£s aus einem unendlichen Zweige 
mit zwei Weudungspuncten, auf der convexen Seite der osculirenden Asymptote. 

Die 217. Art. Fig. LIX, 2. Der unendliche Zweig ist auf die concave Seite der os- 
culirenden Asymptote hinübergetreten. 

r. Fünfter Fall. Die Trident-Gurve, 

y, 18. Die 218. Art. Fig. LX. Die Trident-Curve besteht aus zwei unendlichen 
Zweigen, von welchen einer innerhalb und der andere aufserhalb der sie einfach osculi- 
renden parabolischen Asymptote liegt. Die beiden Zweige ziehen sich auf entgegengesetz- 
ter Seite ihrer geradlioigen Asymptote hin. Der zuletzt bezeichnete Zweig hat notbwen- 
dig einen Wendungspunct *)• \ 

VL Sechster Fall. Die cubische Parabel* 
VI, 19. Die 219. Art. Fig. LXI. Die cubische Parabel 

277. Wir haben also in der vorigen Nummer im Ganzen 219 verschiedene Arten 
von Gurvcn dritter Ordnung erhalten. Mehrere dieser Arten enthalten Gurven, deren Lauf 

groCse 

*) In der Gleichung der Trident-Corre: 

bedenlet p den Abstand des bezüglichen Panctes von der geradlinigen Asymptote, nnd der Ausdruck: 
(p*+Aq), den Abstand jenes Pnnctes von der oscolirenden parabolischen Asymptote, genommen aof dto 
Durchmessern dieser letztem, wobei überdiefs noch diefee bdden Abstände, je nach der verschiedenen Be- 
stimmung der Functionen p und q , mit verschiedenen constanten Coeflicienlen za mnUpIiciren sind. 
Das Product dieser beiden Abstünde ist also für alle Pnnete der Trident-Curve constant, wonach diese 
Curve, wenn ihre geradlinigei ihre osculirende parabolische Asymptote nnd irgend ein Punct derselben 
gegeben sind, leicht zu construiren ist 

Die Curve hat eine grofse Analogie mit der gewöhnlichen Hyperbel. Wir IcÖnnen uns alle Poncte 
der Ebene einer solchen Curve, parallel mit einer ihrer beiden Asymptoten, so fortgerfickt denken, dab 
die Puncto derselben Parallelen ihre gegenseitigen Abstände beibehalten. Wenn alsdann diese Umgestal- 
lung dadurch näher bestimmt wird, dafs* die zweite Asymptote der Hyperbel in eine Parabel fibergeht, 
welche die erste Asymptote zu einem ihrer Durchmesser hat, so geht die Hyperbel selbst in die Tri» 
dent-Curve über, welche jene Parabel zu ihrer osculirenden Asymptote hat, und jede der zweiten Asym- 
ptote der Hyperbel parallele gerade Linie. verwandelt' sich in eine ähnliche Parabel, die eine gewohnliche 
parabolische Asymptote der Trident-Cnrve ist. 
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groÜBe ITebereiiifitimmuDg darbietet; und nach, solchen Uebereinstimmnngen könnto wir 
ohne Mühe die verschiedenen Arten in Familien zusammenstellen. Dann würden zum Bei- 
spiel die Arten: 127, 130, 136, 140, 142, 146, 153, 157, 158 und 202 eine einzige solche 
Familie bilden, in welcher jede Curve nur aus einem Zweige mit zwei Wendungspuncten 
besteht, der einer geradlinigen Asymptote beide Male auf derselben Seite sich nähert. 
Ich halte ^ für onnöthig, die yerschiedenen Familien, die mau auf diese Weise findet, 
hier aufzustellen. 

Ich füge nur noch die letzte Bemerkung hinzu, dads durch keine affine Umgestal* 
fang irgend eine der in dem Vorstehenden aufgezählten Gruppen von Gurren in eine an*' 
dere übergeheii, und auch keine Cürve irgend einer Art in irgend eine Curve einer andon 
Art sich verwandeln kann. Die drei Asymptoten einer Curve dritter Ordnung bleiben 
nemlich auch noch die Asymptoten der neuen 'Curve, und hiernach kOnneu wir die affine 
Umgestaltung dadurch vollständig bestimmen, dab wir dem ursprünglichen Asymptoten- 
Dreiecke irgend ein anderes als entsprechend ansehen. Die gröfste Ellipse in dem* ur- 
sprünglichen Asymptoten -Dreiecke geht alsdann in die gröÜBte Ellipse, die dem neuen Drei-, 
ecke sich einschreiben ISfst, über; und die Lage der drei Mittelpuncte der ursprüng- 
lichen Curve, in Beziehung auf das Asymptoten -Dreieck und die gröfste Ellipse, bleibt 
nach wie vor dieselbe. Die Gruppen todem sich also nicht, und^ endlich ändern sich auch 
die Arten in jeder einzelnen Gruppe nicht, weil, wenn die ursprüngliche Curve einen Dop- 
pelpunct hat, sie ihn auch nach der Umgestaltung behält, und sonach die Uebergangs- Ar- 
ten in jeder Gruppe dieselben bleiben. 
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278. Die Theorie der singulftren Pnncte der Curven, die man, weil sie aus' den 
Arbeiten der gröfsten Geometer hervorgegangen ist, als abgeschlossen und vollendet zu be- 
tri^chten geneigt war,. bat sich in Folge der neticBten Untersuchungen über algebraische 
(Curven äk ungenügend erwiesen, und es ist nicht zu verkennen, dafa in ihr verschieden- 
artige Begriffe zusammengeschmolzen worden sind* Mir scheint es, däfis man die Theorie 
dieser Puncte aus einem andern Gesicbtspuncte entwickeln, und ihr Wesen nicht mehr wie 
bisher darin suchen mnfs, dafs in der Taylor sehen Entwicklung einer Coordinate ala 
Function der andern, die Differential -Coefficienten Mull, unendlich und unbestimmt werden 
können.. Es ist vor Allem eine Fundamental-Unterscheidung festzustellen. Man kann sich 
eine. gegebene Curve einerseits als von einem sich bewegenden Puncte beschrie- 
ben und andrerseits als von einer sich bewegenden geraden Linie umhüllt vor- 
stellen. Das Princip der Reciprodtät ist das Band, welches diese beiden Yorstellongswei- 
sen mit einander verknüpft. Auf die erste Yorstellungsweise bezieht sich die analytische 
Darstellung der Curve durch eine Gleichung zwischen linearen Pnnct- Coordinaten , auf 
die zweite Yorstellongsweise die Darstellung der Curve durch eme Gleichung zwischen U- 
nearen Linien -Coordinaten. 

So wie einerseits femer in besondem FlUen zwei oder mehrere Zweige einer Curve 
durch einen und denselben Punct gehen können, so können andrerseits mehrere Zweige die* 

31 
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selbe gerade Linie berühren. Neben Doppelpuncte und mehrfache Puncte stellen sich 
Doppeltangeäten und mehrfache Tangenten. Zwei imaginäre Zweige können sich in einem 
reellen Puncte schneiden, welcher alsdann, wenn er blob ein Doppelpunct ist, als con)ii- 
girter isolirter Punct sich darstellt: ebenso können zwei Zweige eine reelle gerade Li- 
nie berühren, und diese Boppeltangente stellt sich alsdann, im Allgemeinen, als eine con« 
)ngirte isolirte gerade Linie dar. Statt sich zu schneiden, können zwei Zweige einer Curve 
sich berühren» und bilden alsdann, wenn kein dritter Zweig der Curve durch den Beruh* 
rungspunct geht, einen Rückkehrpünct: statt dafs eine gerade Linie von zwei Zweigen einer 
Curve in zwei verschiedeneu Punclen berührt wird, können die beiden Berührungspuncte 
anch zusammenfallen; im Allgemeinen schneidet alsdann die Doppeltangente die Curve, in- 
dem sie dieselbe berührt, und es bilden die beiden zusammenlallenden BerOhrnUgsponcte 
«inen Wendungspunct. Die Tangente in einem Rückkehrpuncte ist, im Allgemeinen, kei- 
uesweges als eine Doppeltangente im obigen Sinne anzusehen; eine gerade Linie, welche^ 
indem sie sich bewegt, die Curve umhüllt, rückt continnirlich sich fortbewegend über den 
Rückkehrpünct hinaus, und nur der BerC^hrungspunct auf dieser geraden Linie ändert im 
Rückkehrpuncte plötzlich die Richtung seiner Bewegung. Ebenso ist ein Wendungspunct, 
im Allgemeinen, keincsweges ein Doppelpunct; der die Curve beschreibende Punct bewegt 
sich continuirlich durch den Wendungspunct hindurch, und nur die Tangente der Carve' 
in dem beschreibenden Puncte ändert, bei diesem Durchgange, plötzlich ihre Bewegung. 
Bei dreifachen und mehrfachen Puncten und bei dreifachen und mehrfachen Tangenten 
kommen neue Beziehungen in Betracht. Es kann die Tangente in einem mehrfachen Puncte 
zugleich auch eine mehrfache Tangente sein. Nach diesen Betrachtungsweisen ergeben sich 
alle Singularitäten im Laufe der Curven. 

Was die analytische Darstellungsweise der Theorie der singulären Puncte betrifft, so 
scheint es mir unumgänglich nothwendig, statt der gewöhnlichen DifferentiaUCoefficienten, 
nftekhe €MnKwerthe von Verhält nissefi {teiicbz«ltig;er Aendflituigcii Ufeier CosrdiiMlMi be- 
deuten, partielle Differential -Coefficienten, velcte sich als Functionen der beiden Coor- 
dinaten darstellen, einzuführen. 

Wir wollen in den folgenden Nummern dieses Paragraphen, weil wir uns hier zuvörderst 
nur mit den Curven dritter Ordnung beschäftigen, btofs in UntersQchungen über Doppel- 
puncte und Wendtfngspuncte eingehen, in der Art, dafs wir, um den Gesichtspunct nicht 
zu beschränken, zuerst die Theorie dieser Puncte in ihrer ganzen Allgemeinheit aosfiäbr- 
lich entwickeln, und dann zur Discussion der Eigenschaften der fraglichen Puncte, in so 
fem sie bei Curven dritter Ordnung vorkommen, uns wenden« 

279. E« sei: -F(i7, ^) = U = 0, (1) 

die Gleichung irgend einer Curve, und 

77 = x|-|-y, (2) 

die deichung einer geraden Linie« rj und | bedeuten beli^ige lineare Punct-Cöordinaten, 
und können als beliebige lineare f^nctionen gewöhnlicher Parallel «Coordinateo, welche, 
wenn sie gebrochene sind, indeOs dieeeUben Nenner haben müssen, betrachtet werden, x und 
y sind zwei Constante. 2ur Bestimmung der Dorchsehnitlspuncte der geraden Linie and 
der Curve, erh«lteB wir, wenn wir etwa f] zwischen den beiden vorstehenden GleicboDgen 
eliminiren , die folgende 'Gleichung : 

Tax^+r)>t) = ff=0. ^ (3) 

Indem wir Be^immungen über die Wurtchi alieser Gieichung »acbeB» «acfaen wir Vor- 
aussetzungen über die Natur der Curve <( 1 ) oder über ihre Beziebong zur geraden Lini« 
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(2)» Wenn die Curve eine gegebene ist, und wir h und y als unbestimmte Constante, 
das.heifet die gerade Linie (2) als irgend eine beliebige betrachten, so können wir, im 
Allgemeinen, zwei Annahmen über die Wurzeln der letzten Gleichung machen, und da« 
durch alsdann jene beiden ConstanteA als bestimmt ansehen^ Sollen zwei Wurzeln der 
Gleichung (3) einander gleich sein, und also zwei Durchschnitte der geraden Linie (2) 
und der Curre (1) zusammenfallen, so muis bekanntlich, mit dieser Gleichung zugleich, 

die folgende bestehen: -rj := 0. (4) 

Wenn die Gleichung (3) drei gleiche Wurzeln haben und demnach drei Durchschnitts- 
pnncte der ^erad^i Linie und der Curve zusammenfallen sollen, so mufs ,. zugleich mit 
den beiden Gleichungen (3) und (4), auch noch die folgende bestehen: 

^ = 0. (5) 

Vorläufig sehen wir hieraus, dafs, wenn eine algebraische Curve von einer höheren Ord- 
nung als der zweiten gegeben ist, es, im Allgemeinen, solche gerade Linien gibt, welche 
die Curve so schneiden, dafs drei Durchschnittspuncte in einen einzigen Punct zusammen- 
fallen. 

Wir können der Gleichung (4)^ die folgende Form geben: 

du \^ du ^ _, 

-^.x+ -^ = 0, (6) 

and der GleichuDg (5) die folgende: 

d^-''-*-2d^*+dF = "- ^^^ 

280. Wenn die Gleichung (1) eine algebraische ist und bis zu irgend einem n. Grade 
ansteigt, so ist die Gleichung (6) eine algebraische vom (n — 1). Grade in Beziehung auf 
fj und,^. Die letztgenannte Gleichung stellt also, wenn wir x als gegeben betrachten, eine 
Curve der (n — 1). Ordnung dar, und diese Curve schneidet die gegebene, im Allgemeinen, 
in n(n — l)Puncten. Bestimmt man hiernach die Constante y so, dafs die gerade Linie 
(2) durch einen dieser Durchschnittspuncte geht, so fallen von den n Durqhschnittspuncten 
der hiernach vollkommen bestimmten geraden Linie und der Curve zwei in dem obigen 
Durchschnittspuncte zusammen. Aber x als gegeben betrachten, heiCst, in dem Falle dafs 
fj und I gebrochene lineare Functionen bedeuten, dafs die gerade Linie (2) durch einen 
festen Punct geht, und in dem Falle, daCs 17 und | gapze lineaire Functionen bedeuten, 
dafs die gerade Linie (2) eine gegebene Richtung hat. Wir erhalten hiemach die nach- 
stehenden« Resultate. 

Es lassen sich,* einerseits, durch einen gegebenen festen Punct, und 
andrerseits parallel mit einer gegebenen geraden Linie, an eine Curve 
der n.Ordnung, im Allgemeinen n(n — 1) Tangenten legen. 

Wenn der feste Punct insbesondere auf dem Umfange der Curve liegt, so ist die 
Tangente der Curve in diesem Puncte für zwei zu rechnen. Betrachten wir den Fall, 
dafs dieser Punct auf einer Asymptote der Curve unendlich weit liegt, so ist ersichtlich, 
dafs die Anzahl derjenigen Tangenten, welche einer Asymptote der Curve parallel sind, 
diese 'Tangente selbst nicht mitgerechnet, um zwei Einheiten sich reducirt. 

Es fallen in die Tangente in einem Wendungspuncte der Curve, die wir als eine os- 
culirende bezeichnen können, zwei Tangenten zusammen: sie ist also doppelt zu zählen, 
vrenn die gegebene Richtung ihr parallel ist; sie ist dreimal zu zählen, wenn der Wen- 
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gestaltung aus einer andern Curve totstanden denken (wir kennen eine solche Umgestal- 
tung als von der Variation einer Constanten abbftngig betrachten), rechtfertigt sich die Be- 
zeichnung jeder durch den Doppelpunct gehenden geraden Linie als eine T&ngente der 
Curve. Zur Bestimmung von x hat man im Allgemeinen (6): 

du 

^ _ _ d| 



dU' 

dj? 
und dieser Ausdruck stellt sich, auf den Doppelpunct bezogen, unter der unbestimmten 
Form % dar; für die Tangente der Curvc, im obigen Sinne des Wortes, bleibt also in die- 
sem Falle X vollkommen unbestimmt. Nennen wir aber, indem wir uns die Cnrve durdi 
die stetige Bewegung eines Punctes beschrieben denken, Tangente nur eine solche ge- 
rade Linie, welche durch zwei auf einander folgende Lagen des beschreibenden Punctes 
geht, und dadurch eine vollkommen bestimmte Lage erhält, oder nennen wir, was dasselbe 
heifst, indem wir uns die Curve durch leine sich stetig bewegende gerade Linie umbfillt 
denken, die umhüllende gerade Linie in verschiedenen Lagen eine Tangente der Curve — 

so stellt sich x als eigentlicher Differential-Quotient -^ dar, und dann mfissen 

wir nach dem wahre^n Werthe des blofs unter unbestimmter Form sich darstellenden 
Ausdruckes für diese Constante fragen. Für den wahren Werth findet man, nach dem 
bekannten Verfahren: 

du d^U dPU 

'^ ~ "" , du ~ d^U . d'ü ' 



dl? dl?* di?d| 

und, wenn wir entwickeln, ergibt sich die Gleichung: 

d»U , , » d^U ^d*U ^ ,_, 

d^-^+2-^j^3|-.x+^ = 0. (16) 

Da diese Gleichung in Beziehung auf x vom zweiten Grade ist, erhalten wir, im Allgemei- 
nen, zwei verschiedene Werthe für diese Constante» und diesen entsprechend aus (2) 
zwei verschiedene Werthe für y. Die Curve hat also in ihrem Doppclpuncte, im Allge- 
meinen, zwei verschiedene Tangenten, wenn wir dieses Ausdruckes uns in dem 
engem Sinne bedienen. 

Da die letzte Gleichung (16) mit der Gleichung (7) identisch dieselbe isf, so sehen wir, 
in dem Doppelpuncle drei Durchschniltspuncte jeder der beiden Tangenten und der Curve 
zusammenfallen. Hierbei ist indefs der dritte Punct, was die Beziehung jeder der beiden 
Tangenten zur Curve betrifft, als ein fremder Punct zu betrachten. 

Die beiden Wurzeln der Gleichung (16) sind reell oder imaginär, je nachdem Afx 
Ausdruck; 

/d^uy dnj d^ „ 

W/d|/ di?^ • dS^ ' • ^ ^"^ 

positiv oder negativ ist; sie fallen zusammen, wenn dieser Ausdruck verschwindet. Dem 
entsprechend sind die beiden Tangenten im fraglichen Doppclpuncte reell, oder imaginär» 
oder sie fallen zusammen. Hiernach erhalten wir eine dreifache Unterscheidung der D<^ 
pelpuncte: Puncte, in welchen zwei reelle Zweige der Curve sich schnei- 
den, conjugirte isolirte Puncte, Rückkehrpuncte. 
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Wenn eine gegebene Coire einen Doppelpanct hat, und wir die, durch diesen Punct 
gehenden, geraden Linien nicht als Tangenten rechnen, so rediicirt sich die Anzahl derje- 
nigen Tangenten der Curre, welche einer gegebenen geradai Linie parallel sind, oder 
durch einen gegebenen Punct gehen, im .Allgemeinen um zwei Einheiten. DieCs folgt so* 
^eich, ireil diejenige Curre, deren Durchschnitte mit der gegebenen die Berührungspuncte 
auf den fraglichen Tangenten sind, und welche, bei gehöriger Annahme von x, durch fol- 
gende Gleidiung dargestellt wird: 

^U ^ du ^ 

^-d^+■dr = «' 

durch den, vermittelst der Gleichungen (15), bestimmten Doppelpunct geht, wonach zwei 
ihrer frühem n(n — 1) Durchschnitte der gegebenen Curve in diesem Doppelpuncte zusam- 
menfallen. 

Wenn der Doppelpunct insbesondere ein Rückkehr punct ist, so reducirt sich die 
Anzahl der fraglichen Tangenten, die entweder einer gegebenen geraden Linie parallel 
sind, oder durch einen gegebenen Punct gehen, um drei Einheiten, weil die durch die 
letzte Gleichung dargestellte. Curve alsdann die gegebene Curve auf der Tangente im 
Rückkehrpuncte dieser letztern berührt, wonach in diesem Puncte auf der Tangente drei 
der n(n-^l)DurchschnittspuDcte zusammenfallen. -Es hat nemlich die durch die letzte Glei- 
chung dargestellte Curve mit der gegebenen in einem gegebenen Puncte nothwendig jedes- 
mal dann eine gemeyischaftliche Tangente, wenn die beiden Curven (15) sich in dem ge- 
gebenen Puncte berül^n, und um nachzuweisen, dafs dicfs Statt hat, brauchen wir blofs 
die Gleichungen (IS) zu differentiiren, wonach sich ergibt: 

d^ü d^ü 

dl? _ di?d| dif d|» 



dS dnj^' d£ ~ d^u * 

dl?* di?d| ^ 

in 
Die beiden Werlhe für -jj, werden,' wenn der Ausdruck (17) verschwindet, was einen 

Bückkehrpunct anzeigt, auf welchep die Differential -Quotienten zu beziehen sind, unter 
einander und mit den gleichen Wurzeln der Gleichung (16) gleich, woraus denn folgt, 
dafs die Tangenten der beiden Curven (15) mit der Tangente im Rückkehrpuncte der ge- 
gebenen Curve zusammenfallen. 

Die fragliche Reduction der Anzahl, der Tangenten, die sich parallel mit einer gege- 
benen geraden Linie oder durch einen gegebenen Punct an rine gegebene Curve legen 
lassen, tritt auch aus der geometrischen Anschauung hervor. Was namentlich den Fall 
eines Rückkehrpunctes betrifft, so kdnnen vvir denselben immer dadurch entstehend uns 
▼erstellen, dafs ein abgesondertes Oval, indem es auf einen Punct sich reducirt, mit einem 
andern Zweige sich vereinigt, wodurch die beiden Tangenten des Ovales zugleich mit einer 
Tangente des Zwages wegfallen. . ' 

283. Für Rückkehrpuncte, denen wir zuvörderst unsere Aufmerksamkeit schenken 
^FToIlen, beatehC also nebea den (aleichnngen (15) auch noch die folgende Gleichung: 

i^rddie, w<Maa wir entwickeln und sj und £ als veränderlich betrachten, in dem FaHe, dafi^ 
onprCiogliche <jJeiGfaHng vom n. Grade ist, im Allgemeinen, eine Curve der 2(n — 2).Ord* 
danstidlL Wenn dae gegebene Curve also einm Rückkefarpunct hat, so gehen durch 
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diesen Punct nicht nur die beiden Curven (15), sondern auch die neue, ebeü bestimmte 
Curve. 

Die letzte Gleichung ist von denjenigen drei Gliedern der Gleichung der gegebenen 
Curve (1), in welchem t] und | gar nicht und nur in der ersten Potenz vorkommen, 
unabhängig. Wenn wir die drei Coefficienteu, welche diesen drei Gliedern angehören, als 
unbestimmte ansehen, so können wir dieselben auf lineare Weise , im Allgemeinen, so be- 
stimmen, dafs die bezügliche Curve durch einen gegebenen Punct geht, und diesen Punct 
zum Doppelpuncte hat. Soll der gegebene Punot insbesondere ein Rückkehrpunct der 
Curve werden können, so erhalten wir für denselben einen geometrischen Ort, und dieser 
wird durch die Gleichung (18) dargestellt. 

Wir wollen als Beispiel die Curven dritter Ordnung nehmen, und denmach 

U ^ pqr+^ 
setzen. Betrachten wir alsdann die Function s und die Constante ft als beliebig zu be- 
bestimmen, so bleiben die bezüglichen Curven blofs der Bedingung unterworfen, daCs sie 
drei gegebene gerade Linien, P, Q und R, zu ihren Asymptoten haben. Indem wir, wie 
früher, . p-hq+r ^ ß 

setzen und hiemach r als Function von p und q betrachten, finden wjr sogleich 

d'U ^ d«U ^ 

dF = "^'' d? = -2P^ 

1^ ^ ^^2q-2p = r«(p+q), ^' 

wonach die Gleichung (18), indem wir p und q für 17 und | nehmen, in die folgende 

übergeht: (r — (p + q))^ — 4pq = 0, 

und diese können wir ohne Mühe aifth auf die nachstehende Form bringen: 

p'+q«+r» = f/J«. (19) 

Wir sind auf diesem neuen Wege zu demselben Resultate als in der 240. Nummer ge- 
langt, dafs nemlich der' geometrische Ort für die möglichen Rückkehrpuncte solcher Cur- 
ven dritter Ordnung, welche drei gegebene gerade Linien zu ihren gemeinschaftlichen Asym- 
ptoten haben, diejenige Ellipse ist/ welche die drei Seiten des von den drei gegebenen 
geraden' Linien gebildeten Dreiecks in ihren Mitten berührt. 

Wenn^p, q und r, statt ganzer linearen Functionen, die gebrochenen: — , ~ und — 

bedeuten, bo stellen die drei Gleichongen: 

p' = 0, q' = 0, r'=rO, 

solche drei gerade Linien dar, welche die bezügliche Curve dritter Ordnung in denjenigen 
drei Puncten, in welchen derselbe von der geraden Linie: 

n = 0, 
geschnitten wird, berühren. Mit Beibehaltung der bisherigen Bezeichnung,' stellt alsdann 
die Gleichung (19), die wir nun auch auf folgende Weise schreiben können: 

p +q +r = ißn^y 
eine solche Ellipse dar, welche die drei Seiten des von den drei Tangenten gebildeten 
Dreiecks so berührt, dafs, wenn man die Berührungspuncte auf diesen Seiten mit den ge-' 
genüberliegenden Winkelpuncten durch drei gerade Linien verbindet^ diese drei geraden 
Linien in dem Pole der geraden Xioie: n = 0, in Beziehung ^auf das Tangenten-Dreieck, 
sich schneiden (14. Mummer). Der geometrische Ort für die möglichen Rückkehrpuncte 
solcher Curven dritter Ordnung, welche drei gegebene gerade Linien in den Durchschnitts-' 

pun- 
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puncIeD denelben mit einer vierten gegebenen geraden Linie berühren, ist ako ebenfalk 
eine leicht zn bestiniBiendey dem, von den drei erstgenannten geraden Linien gebildeten, 
Dreiecke eingeschriebene Ellipse *)• 

284. Durch Hülfe der Gleichang (7) können wir leicht denjenigen Winkel bestim- 
men, welcher von den beiden Tangenten in einem gegebenen Doppelpuncte einer gegebe- 
nen Curve eingeschlossen wird. Wir wollen zu diesem Ende wiederum für tj und $ die 
beiden ganzen und linearen Functionen p und q einführen, und diesen Functionen über- 
diefs die Bedeutung kürzester Abstände von den beiden als gegeben zu betrachten- 
den geraden Linien: p == und q = 0, ^beilegen. Wir wollen femer den von diesen 
gegebenen geraden Linien gebildeten Winkel & und den zu bestimmenden Winkel, welche 
die beiden Tangenten in dem fraglichen Doppelpuncte mit einander bilden, ta nennen, und 
endlich die beiden Wuizeln der Gleichung (7) durch x' und x" bezeichnen. Alsdann ist 

bekannt ermafsen : 

_ . =fc(x''— y)#mi» 

''^^ — l±(x^H-*')co*i?+xy" 

Das doppelte Zeichen des Ztthlers des vorstehenden Ausdrackes für tango) wird dadurch 

bedingt, daÜB wir den Winkel w tou seinem Nebenwinkel nicht unterscheiden können; 



) Wcim wir sUtt der beiden rerladeriidieii Grölsen ly und £ swei andere 9 and ^ dorch die beiden Glei- 

ckongen : 

fl a= f(9, v^), 5 » f (9, V)» 

in denen f and f ' beliebige Fonetionen anselgen, einftbren, so eipbt eich 

dU ^ dU^d, dü^ dl 
d^ dii d(p d$ d^ 
du dU d« ^ dU de 

diff dti dtp d| dyf 



d>U d»U/di|V - ^d«ü dl, dg d«ü/dg\« du d'iy düd»y 
V """V ^dy/ ■*" dijds'dy'dy"*" dg" Vd^/ "^di, 'dy» "^dg d<p* ' 
dHJ — dUJ/dg^y d'U^diy dg d'U/d$y dU d'i, dU d'g 
dv»» ~ dij* ^dvf/ diidS*dv'*dif>"*"d|* ^dyr/ diy'd^* dg d^;" 

_dnj^ ^ d'U di^ di| d'U /dij.dg^ ^11 JK^i^^'ü dg^dg^dü J^^dU^ j^ 
d^^^ ^ df/^'d^'dv' df}dg Vd^ d^ d%p d^/ dS* d^ djff di| d^dy» dg d^di/;' 
ZoT^rderst seben wir, dab, ale, Folge der Gleicbongen (15), fttr einen Doppelpanct überhaupt, zogleich 
mit der Gleichang der Cnrre die Gleicbnngen: 

d9 ^ ^' d^ "' 

befriedigt werden mfisaen, nnd dann eibalten wir för enien solchen Panct: 

X d*U V ^^^{h ^^h ÜV {("ÜSV - ^.^'üj 
\S^/ dq>^*dyf* '^^dtp'd^ di^'dy/ Kdijdg/ d^* JFv 
F&r einen R&cklcehrponct insbesondere er^t sich also, statt der Gleichnng (18), die folgende von glei- 
cher Form: 

f a'uy d'ü d«y ^^ 

V dfpdxffy d(p* d}p* 

Wir riehen hieräns den ScMofs, dals die aOgemeine analytische Bestimmnng der Riickkehrpancte 
dieselbe ist, gleichTiel, welche Functionen -Annahme wir der Coordinaten-Besfimmong in Grande legen; 
dafs, wenn eine Carre in der Art onbestimmt bleibt, dais sie einen Rficlckehrpanct zoläbt, der aaf einem 
besttmmUn geometrischen Orte liegt, aach nach jeder beliebigen continoirlichen ümgestaltang, der 
neue fragliche geometrische Ort zn der neaen Curve dieselbe Beuehong behslt Ein specielles Beispiel 
hierron enthält die obige Nammer des Textes. 

Die Fonn der Gleichung (18) dringt ans zu Betrachtongen über Constractionen des Ranmes, die 
ich, wenn sie nicht zn weit aofseihalb des Bereiches der Yortiegenden Schrift sich befibiden, gern be- 
rOhren möchte. 
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das doppelte Zeichen im Nenner dadurch, daÜB auch & mit seinem Nebenvnnkel Tertaiisdit 
werden kann. Wir wollen hier die Yoraossetzang machen, dafs wir diejenigen von dea 
beiden gegebenen geraden Linien gebildeten Scheitelwinkel & nennen, innerhalb welcher 
ein Pimct angenommen werden muCs, wenn die beiden bezOglichen Functionen -Werthe p 
und q im Zeichen übereinstimmen sollen. Alsdann müssen wir im Nenner des vorstehen- 
den Ausdrucks das obere Zeichen nehmen. Substituiren wir für (x^+x'), x*^ und (x* — x^) 
die aus der Gleichung (7) sogleich sich ergebenden Werthe, so geht die Gleichong in die 
folgende ttber: 

^*" = dn j , d»ü ^ ^ d>ü • <^> 

V^^lidT-^'^+l? 
285. Um die vorstehende Gleichung für den Fall der Curven dritter Ordnung zu 
discutiren, wollen wir unserer Functionen -Bestimmung die identische Gleichung: - 

p«m(^) + q^n(x)+r«tn((>) ^ k, (21) 

zu Grunde legen, indem wir (10. Nummer) die in dem Asymptoten -Dreiecke den drei 
Asymptoten P, Q und R gegenüberliegenden Winkel (n), (x). und (q) nennen,' und, wäh- 
rend A den Inhalt des Asymptoten -Dreiecks bedeutet, 

2^sin(7i)9in(x)9in(Q) = k' 
setzen. Alsdann bezeichnen nicht nur p und q, sondern auch r, kürzeste Abstände von 
den bezüglichen Asymptoten, und diese kürzesten Abstj&nde sind, indem wir fiir k den po- 
sitiven Werth nehmen für Puncte innerhalb des Asymptoten -Dreiecks alle drei positiv. 
Zugleich sehen wir, dafs nun der Winkel (q) an die Stelle des oben durch & bezeichne- 
neten Winkels tritt. Die identische Gleichung (21) gibt, wenn wir die partiellen Diffe- 
rential- Coefficienten Wf Unterscheidung umklammem: 



/dr\ sin (7t) /dr\ sin(xy 

Wenn wir hiemach den Ausdrack : 

Ü ^ pqrH-fts 
zweimal nach einander differentiiren, so ergibt sich: 

d^U ^ /dr\ ^^ sm(n) 

d^U ^ /dr\ ^ «»(x) 

di^ = *p W = "^•isr(7)' 

d^ü . /dr\ /dr\ *mi(x) sinjn) 

dPi = '+ndi;+pld^; = ^-^•5^-p-iür(^)- 

286. Die Gleichung (20) stellt, wenn wir den Winkel ta als gegeben ansehen, und 
uns auf Curven dritter Ordnung beziehen, im Allgemeiden diejenige Curve dar, auf deren 
Umfange man einen Punct beliebig annehmen kann, wenn dieser Punct ein Doppelpunct 
der Curve dritter Ordnung sein, die beiden Zweige dieser Curve in diesem Doppelpuncte 
sich unter dem gegebenen Winkel (o schneiden sollen. Wir setzen hierbei voraus, dats 
die drei Asymptoten der Curve dritter Ordnung gegeben sind. Zuerst wollen wir denje- 
nigen Fall discutiren, daCs der gegebene Winkel w ein rechter ist; für diesen Fall gibt 
die Gleichung (20): 

d»U ^d^U , x^d'U ^ .«2^ 

d^-2dFdi-^^*(?> + di^ = ^' ^^^ 
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und wenn wir für die dr«i partiellen Differeotial-Coefficieiiten ihre in der Torigen Num- 
mer entfvickelteii Werthe sobstituiren, und den alloi Gliedern gemeinschaftlichen Coeffi- 
denten 2 fortlassen, finden wir: 

nn(xy^9in(n)9m(Q) , ^ 9in(n)—9m(x)eos(Q) , _ 
p. r-T-T ^^ — hq«: r-r-r ^ + Teos(Q) := 0. 



Diese Gleichung reducirt sidi, wenn ^ir berücksichtigen, dafs 

nn(7t) =s «m ((«)+(())) = •m(x)ea«((>)+«in(())co«(x), 
unmittelbar auf die nachstehende: 

fcos(7t)+qcoß(x)+reos(0 = 0. (23) 

Nadi der 16. Nummer erhalten wir sogleich die geometrische Bestimmung der durch diese 
Gleichung dargestellten geraden Linie , nnd demnach den folgenden Satz: 

Wenn die drei Asymptoten der Curven dritter Ordnern^ gegeben sind, 
so ist der geometrische Ort für diejenigen Doppelpuncte solcher Curven, 
in welchen die beid-en Tangenten auf einander senkrecht stehen, eine 
gerade Linie, und zwar die Polare des gemeinsamen Durchschnittes der 
von den Winkelpuncten des Asymptoten-Dreiecks auf die gegenüberlie- 
genden Seiten desselben gefällten Perpendikel, in Beziehung auf das 
Asymptoten-Dreieck. 

Wenn insbesondere die drei Asymptoten ein gleichseitiges Dreieck bilden, so reducirt 
rieh der erste Theil der letzten Gleichung auf eine Constante, nemlich auf kcotgßO^. Die 
bezügliche gerade Linie liegt also unendlich weit, und es gibt, im eigentlichen Sinne, keine 
Curve dritter Ordnung, welche die drei Seiten eines gleichschenkligen Dreiecks zu ihren 
Asymptoten hat und deren zwei Zweige sich unter rechten Winkeln schneiden. Wenn 
das Ton den drei Asymptoten gebildete Dreieck ein rechtwinkliges ist, so geht die gerade 
Linie (23) durch den Scheitel des rechten Winkels. Denn, wenn etwa ((>') der rechte 
Winkel ist, so kommt: peas(n)+qco9(x) :=: 0. 

Dieses Resultat war yorauszusehen, da auch das System der drei Asymptoten selbst durch 
die allgemeine Gleichung des dritten Grades dargestellt und dann jeder Durchschpitt zweier 
Asymptoten ab ein Doppelpunct angesehen werden kann. Es folgt aus der geometrischen 
Beziehung der geraden Linie (23) zum Asymptoten-Dreiecke, dafs überhaupt diese gerade 
Linie die Seite dieses Dreiecks entweder schneidet, oder nicht schneidet, je nachdem das 
Dreieck entweder ein stumpfwinkliges oder ein spitzwinkliges ist Die geschnittenen Sei-^ 
ten in dem ersten Falle sind diejenig^i beiden, welche den stumpfen Winkel bilden. 

287. Wenn wir tangm = setzen, so stellt die Gleichung (20) den geometrischen 
Ort der Rückkehrpuncte dar. Wir wollen diese Gleichung in unserer neuen Functionen- 
Bestimmung entwickeln. 

Wenn wir die beiden Theile der eben angeftihrten Gleichung zum Quadrat erbeben, 
und dann für die partiellen Differential -Coefficienfen im Zähler des zweiten Theiles die 
Ausdrücke der 285. Nummer und zugleich ((>') statt & einsetzen, so finden wir, wenn wir 
den allen Gliedern gemeinschaftlichen Coefficienten 4 vernachlässigen: 

p* am {n) H- q* 9in? (x) + r' am* (q) — 2pq «n (tz) am (x) — 2pr sin (n) mt (p) — 2qr atn (x) Hn (q), 
und wenn wir hierzu den folgenden Ausdruck: 

lpam(;r)+qatii(x)H-ramj(p)l* — k*, 
der identisch gleich Null ist, addiren, so ergibt sich: 

2{p*nfi*(;r) + q«amHx)+r*am»(p)} — k^ 
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Die gesachte Gleicbimg äes geometrischen Ortes für die Rfickkefarponcte ist hiernach die 

folgende: " p^«i*(;r)+q»*m*(x)+r««v»*((>) = 5k'- (24) 

Wir können ans leicht aaf directem Wege davon flberzeagen, daüs- diese Gleichintig 
mit der Gleichung (19) der 283. Nummer übereinstimmt, and wie diese diejenige Ellipse 
darstellt, welche die Seiten des Asymptoten -Dreiecks in ihren Mitten berührt. Wenn wir 
nemlich in der vorstehenden Gleichung p = setzen, so ergibt sich: 

2q*«m*(x)+2r««iiV(>)— k* = 0; 
die identische Gleichung (21) gibt unter derselben Voraussetzung: 

wonach wir, wenn wir abziehen, erhalten: 

|qmi(x) — r«t»(p)}* =2 0. 
Die durch die Gleichung (24) dargestellte Curve zweiter Ordnung berührt also die Asym- 
ptote P, und zwar im Durchschnitte, mit der durch die Gleichung: 

qrin(x) — rirtii(^), = ^, 
dargestellten geraden Linie , in der wir sogleich diejenige erkennen , welche die ACtte der 
in dieser Asymptote liegenden Dreiecksseite mit dem Durchschnittspuncte der beiden an- 
dern Asymptoten Q und R verbindet. 

288. Für irgend einen beliebig angenommenen Werth des Winkels & erhalten ¥nr, 
nach den' beiden vorigen Nummern, nun unmittelbar die. Gleichung: 

t^.^ - 2(p««in«(«)+q'*m«(x)+r«n»Vg))--k« 

(pco«(^)H-qco«(x)H-rco»(p))* ' 
oder, indem wir, der Kürze halber, 

pco«(;r)+qco«(x)H-r<?o«(p) ^ u 

setzen, die nächstehende Gleichung: 

{p*«itV«)+q''«ft\x)+r^«»\(>)— Jk^} — Ju'lof^«« = 0. (26) 

Wir erkennen aus der Form dieser Gleichung sogleich eine solche Curve zweiter Ord- 
- nung, welche, mit der durch die Gleichung (24) dargestellten Curve der Rückkehrpuncte, 
auf der geraden Linie (23) oder u = (27) 

einen doppelten Contact hat. Dieser doppelte Contact ist indeCs nothwendig ein ima- 
ginärer, weil jene Curve zweiter Ordnung, als geometrischer Ort für die Rückkehrpuncte, 
mit der zuletzt erwähnten geraden Linie, als geometrischer Ort für diejenigen Doppel- 
puncte, in welchen zwei Zweige der Curven dritter Ordnung sich rechtwinklig schneiden, 
keinen reellen Punct gemein haben kann. 

Denken wir uns also eine Reihe solcher Curven zweiter Ordnung beschrieben, welche 
' alle, mit der dem Asymptoten-Dreiecke eingeschriebenen Curve der Rückkehrpuncte, auf der 
geraden Linie (27) einen imaginären doppelten Contact haben, so ist jede dieser Curven der 
geometrische Ort für solche Doppelpuncte, in welchen die beiden Tangenten der bezfigli- * 
chen Curve dritter Ordnung sich unter denselben gegebenen Winkeln schneiden. In 
dem besondem Falle, dafs die drei Asymptoten ein gleichseitiges Dreieck bilden, und also 
die gerade Linie (27), auf welcher der doppelte Contact Statt findet, unendlich weit 
liegt (286), sind alle jene Curven zweiter Ordnung ähnlich, ähnlich liegend und conc«^ 
trisch. Es sind Kreise, welche mit dem, dem Asymptoten -Dreiecke eingeschriebenen Kreise, 
dem Orte der Rückkehrpuncte, denselben Mittelpunct haben. In jedem andern Falle liegt 
die Linie (27) nicht unendlich weit, und dann theilen sich die fraglichen Curven zweiter 
Ordnung in Ellipsen und Hyperbeln ab, zwischen welchen eine Parabel den Uebergang 
fiildet. Wenn, bei irgend einer Annahme des Winkels to, die Gleichung (26) eine Hyper- 
' bei darstellt, so bestimmen die beiden Asymptoten dieser Hyperbel zwei solche Richtun- 
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gen , welche die Eigenschaft haben , daCs, wenn der Dojppelpunct einer Corre dritter Ord- 
nongy deren drei Asymptoten gegeben sind, nach dieser Richtung immer weiter fortrückt, 
die beiden Tangenten in diesem Doppelpnncte sich unter soldien Winkeln schneiden, die 
dem Winkel a» und dessen Nebenwinkel sich immer mehr annähern, so jedoch, dafs der 
Grftnze der Annäherung im engem Verstände keine Curve dritter Ordnung mehr entspricht, 
weil diese, in so weit sie nicht unendlich weit liegt, in eine gerade Linie übergeht. Wenn 
die drei gegebenen Asymptoten ein gleichseitiges Dreieck bilden, so mufs oi nothwendig 
ein rechter Winkel sein, wenn ein bezüglicher Doppelpunct unendlich weit liegen soll; 
wenn wir alsdann aber, nach einer beliebigen Richtung, einen Doppelpunct annehmen, so 
schneiden sich in diesem Pnncte die beiden Zweige der Curve unter Winkeln, die sich 
um so mehr einem rechten Winkel nähern, als der Doppelpunct weiter entfernt angenom- 
men wird: es liegt alsdann, mit andern Worten, nach jeder beliebigen Richtung 
ein solcher Dpppelpunct, in welchem zwei Zweige der Curve sich unter rechten Winkeln 
schneiden, unendlich weit Im allgemeinen Falle existirt eine Gränze der Abweichung des 
Winkels o» von einem rechten Winkel, wenn es unendlich weit liegende, diesem Winkel 
entsprechende Doppelpnncte geben soll. Dieser Gränze entspricht, dafs die Gleichuiig (26) 
eine Parabel darstellt, und dann liegt der entsprechende Doppelpunct, nach der Richtung 
der Durchmesser dieser Parabel, unendlich weit. Um die Bedingung auszudrücken, dafs 
die Gleichung (26) eine Parabel darstelle, wollen wir, indem wir diese Gleichung der 
Kfine wegen auf folgende Weise schreiben : 

L = 0, 
die folgende Gleichung in partiellen Differential« Coefficienten, wobei vrir r als Function 
von p und q betrachten, entwickeln: 

/d^LV d^L d»L _ ^ 
\dpdq/ >. dp* * dq' ' 
Auf diesem Wege finden mr, nach allen trigonometrischen Reductionen, wenn wir zugleich 
den fraglichen Gränzwerth von w durch chq unterscheiden: 

Seaig^wo = eoig^(n)+cotg^(x)+coig^(g)—l. ' (28) 

Diese Gleichung zeigt, in Uebereinstimmung mit dem Vorerwähnten ^ dafs ^o ^^ rechter 
Winkel ist, wenn das Asymptoten -Dreieck ein gleichseitiges ist, wonach 

cotg\n) = €Oig\x) = eotg^Q) = l 
Der Gränzwerth Wq weicht um so mehr von einem rechten Winkel ab, um je mehr das 
Asymptoten -Dreieck von einem gleichseitigen verschieden ist. Wenn nur einer der drei 
Winkel des Asymptoten -Dreiecks gegeben ist, so erhalten wir, nach dem bekannten Yer- 
fahrei/, für das Maximum von cotg^to^y das heiist für die grüfste Abweichung des Winkels 
Wq von einem rechten Winkel, sogleich die Bestimmung, dafs die übrigen beiden Winkel 
des Asymptoten -Dreiecks einander gleich sein müssen. 

Jeder, irgend einem beliebigen Winkel & entsprechende, durch die Gleichung (26) 
dargestellte Kegelschnitt liegt entweder ganz aufserhalb oder ganz innerhalb der Curve der 
JRückkehrpnncte, welche für den vorliegenden Fall dreier reellen A^symptoten eine Ellipse 
ist. Die aufserhalb liegenden Kegelschnitte beziehen sich auf solche Doppelpuncte, in wel- 
chen zwei reelle Zweige .sich schneiden, und für welche der Winkel (o ein reeller Winkel 
ist. Die. innerhalb der Curve der Rückkehrpuncte liegenden Kegelschnitte, welche offenbar, 
"wie diese Curve selbst^ sämmtlich Ellipsen sind^ beziehen sich auf isolirte Puncte (244), 
Air welche & imaginär und tang^& negativ ist. Die Gleichung (25) zeigt, dafs für jeden 
reellen Werth von <o oder tangio der bezügliche Kegelschnitt in^er reell ist. Aber er 
^bt eine Gränze für negative Werthe von iang^&^ Bei dieser Gränze reducirt sich die 
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durch die Gleichung (26) dargestellte Ellipse auf einen Punct, welcher, ab in die Reihe ^ 
der auf der geradien Linie (27) sich doppelt berührenden Conren zweiter Ordnung gehO> 
rig, mit dem Pole dieser geraden Linie, in Beziehung auf die Curve der Rückkehrpimdc, 
oder auch in Beziehung auf irgend eine andere jener Curven zweiter Ordnung, die einem 
beliebigen Werthe von <o entspricht, zusammenfällt. 

Um bei den folgenden Erörterungen den Gebrauch des Imaginären zu yermeiden, wol- 
len wir durch die nachstehende Gleichung: 

tej^'o) = — «m*S» 
statt deß imaginär werdenden Winkels <ü einen reellen Winkel $ einführen. Es kommt 
diefs darauf hinaus, einen isolirten Punct als eine Ellipse, deren Asymptoten die beiden 
imaginären Tangenten der Curve dritter Ordnung in diesem Puncte sind, zu betrachten, 
oder vielmehr für den isolirten Punct das System dieser beiden imaginären Tangenten, das 
als eine verschwindende Ellipse angesehen werden kann, zu nehmen, und dann den von 
den beiden gleichen Durchmessern der Ellipse gebildeten Winkel £ zu nennen. Auf diese 
Weise ' erhalten wir, den verschiedenen Werthen von | entsprechend, eine Unterscheidung 
der isolirten Puncte, welche der Unterscheidung der Doppelpuncte, in welchen zwei reelle 
Zweige sich schneiden, nach den verschiedenen Werthen der Durchschnittswinkel w ent- 
spricht. Wenn wir hiernach in die Gleichuns (26) den neuen Winkel | einführen, so 
kömmt : {p* sin\n) + q^ «iV(x) + r^ 9m\0 — | k* } -*- 1 u* «n« | = 0. (29) 

Um die oben erwähnte Gränze, wo, bei negativen Werthen von tahg^ta, die Glei- 
chung (26) aufhört eine reelle Curve .darzustellen, oder mit andern Worten, um das 
Maximum von «ui^| analytisch zu bestimmen, wollen wir, wozu uns die Gleichung (26), 
verbunden mit der identischen Gleichung (21), berechtigt, mi^£(= — iang^asi) als Function 
zweier von einander unabhängigen Gröisen, etwa p und.q, ansehen, in dieser Voraus- 
setzung differentiiren und dann 

setzen. Durch diese beiden Gleichungen, welche für das fragliche Maximum beide zugleich 
bestehen müssen, ist die Lage der bezüglichen Doppelpuncte vollkommen bestimmt. Wir 
erhalten also nicht mehr, wie früher, für einen beliebig angenommenen Werth von Hmg^f» 
oder «in^l einen geometrischen Ort, sondern einen einugen, wenn nicht etwa mehrere voll- 
. kommen bestimmte Puncte. Wir können alsdann jenen Gränzwerth von m*| selbst leicht 
entwickeln, wenn wir in den allgemeinep Werth diesem Ausdruckes (25) die Coordinaten- 
Bestimmung, wie sie die letzten beiden Gleichungen (30) geliefert haben, einführen. 

Statt die fraglichen Doppelpuncte durch die beiden Gleichungen (30) zu bestimmen, 
können wir auch, was analytisch genommen zu demselben Resultate führt, die Gleichung 
(29) nach einander in Beziehung auf p und q differentiiren und die beiden resultirenden 
Gleichungen mit der ursprünglichen Gleichung (29), zur Bestimmmung von «m^| und 
der auf jene Doppelpuncte sich beziehenden Werthe der beiden Functionen p und q, zu- 
sammenstellen. Jene Differentiation gibt, wenn wir berücksichtigen, dafs 

co8(7i) — cotg{q)sin(7i), — =t co»(x) — cofg"((>)«m(x), 

sogleich die folgenden beiden Gleichungen: 

i^8ia(n) — rnn{ij)+\nsm^^{eotg{n)—cotg(Q)) = 0, 
qsin(x)—T9m(Q)+^usin^t(coig(x)^eotg(g)) = 0. ^^*^ 

Multipliciren wir die erstp dieser Gleichungen mit co^(;r), die zweite mit cotg(x) und ad- 
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diren beide alsdann za der identkcben Gleidnmg: 

Teos(p)—TM(0caig(fi) = 0, 
80 ergibt sieb, wenn wir berückfiicbdgen, dafs 

sogleicby mn r«ifi(^) darcb u aimadrücken, die nacbstebende Gleichung: 

TriH(^){coig(n)+€aig(x)+eoig(Q)] =^usm^^eaig\n)+coig^{x)+caig(7t)coig(Q) 

+€aig(x) eoig(Q)] H-u. (32) 

Wenn wir hiemacb die Gleichung (29) unter der folgenden Form schreiben: 
f^9in\7i)+q^nH\x)+T^m^\Q)-2p(im(n)9m(x^ 

so können wir zuvörderst aus dieser Gleichung vermittelst der Gleichungen: 

p«ji(^) = r«m(p)— Juwi'|{co<^(;r) — col'^(())j, 
qam(x) === rn»(p) — Ju«M»*|{col;S(x) — co%(p)}, 

p und q eliminiren und in der resultirenden Gleichung: 

— 3r' «»V((>) + r «in (q) u «tii*| (cotg(n) -|- coig(x) — 2 cotg (q)) 

+ia»*m*|(co^^)+eo<^x)-2«%((>))^+u»«i'| = 0, 
für T9in(Q) den ans (32) sich ergebenden Werth einsetzen. Alsdann finden wir, wenn 
wir zugleich berücksichtigen, dafe 

€otg(n) €ofg(x) H- €oig(ft) eoigCp) + eoiß(x) eotgig) = 1 , 
nach allen Reductionen die folgende Gleichung: 
{\''eoif^{n)^€^\x)^caig\Q)\9m^l^\i^eaig\n)'''^^ = 0. (33) 

Diese Gleichung ist, in Beziehung auf «m'|, vom zweiten Grade , und wird, was un* 
mittelbar sich ergibt, befriedigt, wenn wir mf?^ gleich Eins nehmen; für die zweite Wur- 
zel derselben ergibt sich hiemach unmittelbar: 

3 

diese Wurzel ist eine negative und ako offenbar fremde Wurzel. 

Wenn wir zu den Gleichungen (29) und (31) zurückgehen, um das Zusammenbeste- 
hen dieser drei Gleichungen geometrisch zu deuten, so sehen wir, dafs «tn^l eine solche 
Bestimmung erhält, nach welcher die durch die erstgenannte Gleichung dargestellte Curve 
einen Doppelpunct hat (282), und da diese Gleichung nur bis zum zweiten Grade ansteigt, 
artet die fragliche Curve nothwendig in ein System von zwei geraden Linien ode^ in einen 
isolirten Punct aus. Letzteres ist der hier einzig mögliche Fall, weil der doppelte Contact 
der, bei beliebiger Annahme von |, durch die Gleichung (29) dargestellten Curven zwei- 
ter Ordnung ein imaginärer ist, und nur diesem Falle entspricht, dafs «tn'l ein Maximum 
ist. Denn )>ekanntlich ist der durch die Gleichungen (30) (an deren Stelle wir die bei- 
den Gleichungen (31) genommen haben) in Verbindung mit der Gleichung (29) bestimmte 
Werth von rai^l nicht nothwendig ein Maximum oder Minimum. Der durch die Gleichung 
(34) angezeigte Werth ist es nicht. Die geometrische Bedeutung dieses Werthes ergibt 
sich sogleich, indem vrir erwägen, daCs die drei Gleichungen (29) und (31) auch dann 
zugleich bestehen, wenn Mti^^ eine solche Bestimmung erhält, dafs durch die Gleichung 
(29) eine Parabel dargestellt wird. Dann stellen nemlich die Gleichung^ (31) zwei 
Durchmesser derselben dar, welche, nach bestimmter Richtung, in unendlicher Entfernung' 
auf der fraglichen Parabel sich schneiden. Wir finden diese Bemerkung bestätigt, wenn 
wir in die Gleichung (34) ( — tang^ao) für «m'f schreiben, wonach dieselbe in die Glei- 
chung (28) übergeht. 
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Da der Werth von «itt^l bis zur Einheit anwachsen kann» so kann der Winkel | je- 
der beliebige sein. Wenn wir den bezflglicben isolirten Punct, in dem oben festgestellten 
Sinne, als eine Ellipse betrachten, so kann mithin das Axen- Verhältnis dieser Ellipse je- 
des beliebige sein. Wenn bei der eben bestimmten Gränze «tit^l ^ 1 and demnach der 
Winkel ^ ein rechter ist, geht die Ellipse in einen Kreis über, nnd so wie ein Kreis an- 
endlich viele imaginäre Asymptoten hat, so ist auch, wenn eine Cunre einen solchen Dop- 
pelpunct hat, dem «tn^| = 1 entspricht, jede durch denselben gehende imaginäre gerade 
Linie als eine Tangente der Curve in diesem Poncte anzusehen. Wenn aber £ ein rech- 
ter Winkel ist, so erhalten wir nach dem Yorstehendeii nicht, wie bei jeder andern An- 
nahme der Winkel | oder cu, für den geometrischen Ort der Doppelpuucte einen Kegel- 
schnitt, sondern, statt desselben einen einzigen yoUkommen bestimmten Punct. 

289. Wir wollen femer noch, indem wir die drei Asymptoten einer Corve' dritter 
Ordnung als gegeben betrachten, den geometrischen Ort Tür diejenigen Doppelpuucte, in 
welchen eine der beiden Tangenten, der Curve einer gegebenen geraden Linie pa- 
rallel ist, aufsuchen. 

Wenn wir 77 und £ in der Bedeutung ganzer und linearer Functionen p und q neh- 
men, so bestimmt überhaupt die Glachung (7), die wir demgemäfs auf folgende 'Weise 
schreiben wollen: 

d*U . . ^ d»U . d«U ^ 
. dP^^'t2dpdi^+d? = »' <^> 

di6 Richtungen der beiden Tangenten in einem Doppelpuucte der bezüglichen Curve, wenn 
wir auf diesen Piinct die partiellen Differential -Coeffidenten beziehen. Legen wir die 
Gleichung: U ^ pqr + /«s = 0, . 

zu Grunde, und betrachten dann in der Gleichung (35) x als von vorne herein, angenom- 
men, so stellt diese Gleichung, wenn wir die partiellen Differential-Coefficienten als Func- 
tionen von p, q und r entwickeln und diese Gröfsen als veränderlich ansehen, den gesucii^ 
ten geometrischen Ort für solche Doppelpuucte dar, in welchen eine Tangente der gera- 
den Linie: . p = xq, (36) 
parallel ist. Wenn wir die Entwicklung der Gleichung (35) wirklich ausführen und hier- 
bei die identische Gleichung: 

P+q+r = /?, 
zu Grunde legen, so ergibt sich: 

x«q+x(2p+2q— /9)+p = 0. 
In dieser Gleichung erkennen wir nac^ der 267. Nummer denjenigen Durchmesser der 
Curve dritter Ordnung, dessen zugeordnete Chorden der geraden Linien (36) parallel sind. 
Derselbe Durchmesser wird also auch durch die Gleichung (35) dargestellt Differentüren 
wir diese Gleichung in Beziehung auf x, so kommt: 

d^ü d^ü 

d?r^ + dldi = '*' /36) 

und wenn wir zwischen dieser Gleichung und der Gleichung (35) x eliminiren, finden wir: 

/d^uy d'u d^u _ 

Vdpdqy dp^ * dq^ ~ ' 
für die Gleichung derjenigen Curve, welche, bei beliebiger Annahme von x, von der ge- 
raden Linie (35) timhült wird, und keine andere ist, als die Curve der Rückkehrpuncte. 
Wir könnten nach den frühem Entwicklungen im Voraus vrissen, dais wir zu diesem Re- 
sultate gelangen würden. 
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Wenn die drei Asymptoten einer Curve dritter Ordnung gegeben sind, 
•80 ist der geometrische Ort für solche Doppelpuncte, in welchen ^eine' 
Tangente der Curve einer gegebenen geraden Linie parallel ist, eine ge- 
rade Linie, welche die Curve der Rückkehrpuncte berührt. 

Wir können hier mehrere Constructionen anknüpfen, und insbesondere zum Beispiel 
eine Curve^ dritter Ordnung construiren, deren drei Asymptoten gegeben sind, und die einen 
solchen Doppelpunct hat, in welchem die beiden Tangenten zweier gegebenen geraden Li- 
nien parallel sind. Wir brauchen zu diesem Ende blofs diejenigen beiden Durchmesser der 
Curve, durch die Yermittelung der drei gegebenen Asymptoten derselben, ^ zu bestimmen, 
deren zugeordnete Chorden bezüglich den beiden gegebenen geraden Linien parallel sind. 
Der Doppelpunct der Curve liegt alsdann im Durchschnitte dieser beiden Durchmesser, 
und nachdem der Doppelpunct bestimmt worden ist, ergibt sich die Construction der Curve 
selbst sehr leicht. 

Soll die Curve statt eines Doppelpunctes einen Rückkehrpunct haben, und ist die 
Richtung der Tangente in diesem Puncte gegeben, so müssen wir, wie vorhin, denjenigen 
Durchmesser suchen, dessen zugeordnete Chorden die gegebene Richtung haben. Der 
Rückkehrpunct fällt alsdann in denjenigen Punct, in welchem dieser Durchmesser von der 
Curve der Rückkehrpuncte berührt wird. 

Wenn das Asymptoten -Dreieck und der Doppelpunct einer Curve dritter Ordnung 
gegeben sind, so beruht die Bestimmung der beiden Tangenten der Curve in diesem 
Puncte auf der Auflösung einer quadratischen Gleichung. Denn die Richtung dieser beiden 
Tangenten ist durch die beiden Wurzelwerthe von x in der Gleichung (3fe) bestimmt, in 
welcher die partiellen Differential -Coefficienten, dadurch, dafs sie auf den gegebenen Dop- 
pelpunct bezogen werden, gegebene Werthe erhalten. Wenn der gegebene Doppelpunct 
insbesondere ein Rückkehrpunct ist, so wird die Bestimmung der Tangente in diesem Puncte 
eine lineare, wobei an die Stelle der Gleichung (35) etwa die Gleichung (36) tritt. Zugleich 
ist ersichtlich, dafs die beiden Tangenten in einem gegebenen Doppelpuncte den beiden 
Tangenten in denjenigen beiden Rückkehrpuncten, welche in die Berührungspuncte auf den, 
von dem Doppelpuncte aus, an die Curve der Rückkehrpuncte gelegten Tangenten fallen, 
psirallel sind. 

290. Die hauptsächlichsten Resultate, zu denen wir in den letzten Nummern gelangt 
sind, können wir in dem Nachstehenden zusammenfassen. 

Wenn die drei Asymptoten einer Curve dritter Ordnung gegeben sind, 
so ist der geometrische Ort für solche Doppelpuncte, in welchem die bei- 
den Tangenten der Curve sich unter denselben gegebenen Winkeln schnei- 
den, ein Kegelschnitt. Wir erhalten einen reellen Kegelschnitt, sowohl 
für jede beliebige Annahme der Durchschnitts- Winkel zweier reellen 
Zweige, als auch für jede beliebige Annahme der Winkel der gleichen zu- 
geordneten Durchmesser isolirter Puncte. Alle diese Kegelschnitte ha- 
ben einen imaginären doppelten Contact. Ihre gemeinschaftliche Berühr 
rungs-Ch.orde ist die Polare des Durchschnittspunctes der drei von den 
Winkelpuncten des Asymptoten-Dreiecks auf die gegenüberliegenden 
Seiten gefällten Perpendikel, in Beziehung auf das Asymptoten-Dreieck., 
Sie ist der geometrische Ort solcher Doppelpuncte, in welchem zwei 
Zweige der Curve sich unter rechten Winkeln schneiden. Es gibt eine 
Gränze der Durchschnitts-Winkel, wenn die bezüglichen Doppelpuncte 
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onen^lich weit liegen sollen, und dieser Gränxe entspricht, dafs der Ke- 
geiscbnitt insbesondere eine Parabel ist. F&llt der Doppelpanct in den 
Pol der gemeinschaftlichen BerQhrangs-Chorde der sich doppelt berüh- 
renden Kegelschnitte, inBetiehung auf einen beliebigen derselben and ins- 
besondere in Beziehung auf die Corve der RQckkehrpuncte, so ist er ein 
isolirter tonnet, der sich dadurch von allen (ihrigen auszeichnet, dafs Jede 
durch denselben gehende imaginäre gerade Linie eine Tangente der be- 
zfiglichen Curve in diesem Puncte ist. Wenn ein Doppelpunct nach ein- 
ander yerschiedene Lagen auf einer beliebigen Tangente an der Curve der 
Rückkehrpuncte annimmt, so behSlt eine der beiden Tangenten in demsel- 
ben immer dieselbe Richtung. 

291. Die in der vorigen Nummer zusammengestellten Resultate bestehen auch flir 
den Fall zweier imaginären Asymptoten. Der doppelte Contact bleibt auch hier nothwen- 
dig ein imaginärer. Es lyerden nur dadurch, dafs die Curve der ROckkehrpuncte nicht 
mehr eiQe Ellipse, sondern eineHjperbel ist, leichte Modificationen hervorgebracht. Weil 
zum Beispiel die, in die Reihe der sich doppelt berührenden Kegelschnitte gehörige, Parabel 
nothwendig innerhalb der Curve der Rückkehipuncte liegt, so können nicht nnr Doppel- 
puncte, in welchen zwei reelle Zweige der Curve unter einem beliebigen gegebenen Win- 
kel sich schneiden, sondern auch isolirte Puncte, deren zugeordnete Durchmesser sich un- 
ter Winkeln schneiden, deren Annäherung an einen rechten Winkel eine besthnmte Gränze 
taicht überschreitet, unendlich weit nach zwiefach bestimmter Richtung sich entfernen. Es 
gibt, wie in dem Falle dreier reellen Asymptoten, auch immer noch eine einzige Lage des 
Doppelpunctes, ton der Art, dafs jcide durch denselben gehende imaginäre gerade Linie 
die bezügliche Curve in diesem Puncte berührt; denn, wenn auch immerhin alle analyti- 
schen Entwicklungen der letzten Nummer, für den vorliegenden Fall imaginärer Asympto- 
ten, unter imaginärer Form sich darstellen, so haben wir doch .gegen Ende der 286. 
Nummer für das Maximum von mi^| einen Werth, der von der galizen Bezeichnungsweise 
unabhängig ist, nämlich die Einheit, gefunden. . 

Um den Gebrauch des Imaginären ganz' zu vermeiden, können wir, indem wir die h 

Functionen -Bestimmung der 251. Nummer zu Grunde legen, die fraglichen Curven dritter ii 

Ordnung durch folgende Gleichung darstellen: ' 

U = (t — |/?)(t*+w»)+itts = 0. 
Wenn wir hiemach in der Gleichung (20) t und w an die Stelle von p nnd q schreiben, 
und datin für die partiellen Differential -Coefficienten ihre Ausdrücke in t und w ansetzen, 
so finden vrir ohne alle Mühe: 



Diese Gleidiung geht in die Gleichung der Curve der Rückkehrpuncte über (255), wenn 
wir tangia = setzen. Der geometrische Ort solcher Doppelpuncte, in welchen, bei ge- 
gebener, reeller Asymptote und gegebenem Asymptotenpuncte, die beiden Zweige der b&- jr^ 
züglichen. Curve dritter' Ordnung sich unter rechten Winkeln schneiden, ist die durch die p^ 
Gleichung: 

4t-^wco«^ — ß = ö, 
dargestellte gerade Linie. & bedeutet die GröCse derjenigen beiden, von den geraden Li- 
nien: t = und w s= gebildeten Scheitelwinkel, innerhalb welcher .diejenigen Pancte y^i 
liegen, für welche die Functionen t und w, die kürzesten Abstände von den oben bezeicb- !'^ 



tr 
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Helen geraden Linien bedeuten, Werthe mit übereinstimmenden Voneiehen erbalten. Int 
insbesondere & ein rechter "Winkel, so geht die letzte Gleichung in die lolgende über: 

4t-/J = /?~2p = 0. 
und stellt also diejenige gerade Linie dar, welche der leellen Asymptote parallel ist und 
in der Blitte zwischen dieser und dem Asymptotenpuncte hindurchgeht Der Pol Y dieser 
geraden Linie, ZZ^ in Beziehung auf die Curve der Rfickkehipuncte: 

3(t-J/?)»-W = -Ä/?», 
liegt also auf der geraden Linie w = 0. Wenn insbesondere also , wie in der Constm- Fig. 13. 

ctioo der 13. Figur, vorausgesetzt wird, dafs die in Rede stehenden Gurren dritter Ord- 
nung imaginttre Kreis -Asymptoten haben, so ist die Linie ZZ die Directrix und ihr Pol, 
der Punct Y, der Brennpunct der Gurre der Rückkehrpuncte. Es haben hiemach alle, 
bei beliebiger Annahme' von lu oder |, durch die Gleichung (37) dargestellten Kegelschnitte, 
und namentlich auch die Parabel UU, den Asymptotenpunct, A, zum gemeinsamen Brenn- 
puncte und die gerade Linie ZZ zur gemeinsamen Directrix (255). Der Annahme sm^$ s= 1 
entspricht in unserm besondera Falle nicht mehr eine eigentliche Curve, sondern das Sy- 
stem der reelleb Asymptote und des Asymptotenpunctes, was vorauszusehen war, weil die- 
ser Punct hier als ein Kreis zu betrachten ist, und ein Kreis unendlich viele imagin&re 
Asymptoten hat, die alle zu Tangenten werdra, wenn der Radius desselben verschwindet 
2S2. In dem Falle, dals eine parabolische Asymptote (welche eine unendliche Reihe 
soldier Asymptoten reprftsentirt) und eine geradlinige Asymptote einer Gurve drifter Ord- 
nung gegeben sind, ändert sidi in den oben erhaltenen Resultaten (290) ebenfalls nichts 
▼cm Bedeutung. Nehmen wir nemlich: 

U = p(q*-l-Ap)+A<s s= 0, 
fiOr die allgemeine Gleichung einer solchen Curve, so finden wir, wenn wir die Gleichung 
(20) in dieser Annahme entwickeln: 

^ (p — qco#u--!|-A)' 

Die Gleichung: p — qeosi?'+A ^ 0, 

stellt hiernach den geometrischen Ort für solche Doppelpuncte dar, in. welchen die beiden 
Zweige der bezOgiichen Gurve sich unter rechten Winkeln schneide^. Wir sehen, dab 
dieser Ort eine leicht zu bestimmende gerade Linie ist, welche auf der Durchmesser-Rich* 
tnDg der parabolischen Asymptoten senkrecht steht* Der Pol dieser geraden Linie, in 
Beziehnng auf die Parabel der Rückkehrpuncte, Mt in die gemeinsame Axe der paraboli« 
sehen Asymptoten, welche zugleich auch die Axe der eben genannten Parabel ist. 

293. Wenn wir endlich die Gleichung (20) entwickeln, indem wir: 

ü = p'+Aq'-l-fAS Ä 0, 
setxen, gelangen wir zu der nachstehenden Gleichung: 

wobei wiederum & denjenigen Winkel bezeichnet, den die beiden geraden Linien p =: 
and q = mit einander bilden. Hieraus ersehen wir zuvörderst, dafs der geometrische 
Ort für die Rflckkehrpuncte, welche eine gegebene semicubische Parabel: 

p«+Aq» s 0, 
za ihrer Asymptote haben, die durch die Gleichung p = dargestellte gerade Linie P ist, 
wdche durch den Rückkehrpunct dieser semicubischen Parabel geht, und diejenige Richtung 
hat, nach welcher die Parabel von einer geraden Linie, weil der dritte Durchschnittspunct 

33* 
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uneodlich weit liegt, nar io zwei Puncten geschnitten wird. Dieses Resultat folgt nothwen« 
dig daraus, dafs, einerseits, in die Reihe der fraglichen Curven dritter Ordnung unendlich 
▼iele semicubische Parabeln gehören, die man alle erhält, indem man die gegebene, parallel 
mit sich selbst, so verschiebt, dafs ihr Rückkehrpunct die Linie P zurücklegt, und dafs, 
andrerseits, keine andere der fraglichen Curven einen Rückkehrpunct haben kann. 

Im Allgemeinen stellt die Gleichung (38), bei beliebiger Annahme der Winkel cu oder 
I, ein System von zwei geraden Linien, welche der Linie P parallel sind, ak geometri- 
schen Ort der bezüglichen Doppelpuncte, dar. Von diesen beiden geraden Linien föllf, 
wenn wir o) == oder, was dasselbe bedeutet, | = setzen, die eine unendlich weit, 
und deshalb erhalten viir als geometrischen Ort der Rückkehrpuncte nur eine einzige ge- 
rade Linie. Die fraglichen beiden geraden Linien fallen, bei einer zwiefachen Voraus- 
setzung, in eine einzige zusammen. Wenn* wir erstens den Winkel o) einem rechten 
Winkel gleich nehmen, so erhalten wir, nach Ausziehung der Quadrat -Wurzel, die Glei- 
chung: 3p+>t = 0; (39) 
wenn wir zweitens £ = & setzen, und nach vorhergegangener Entwicklung wiederum 
die Quadrat- Wurzel ausziehen, finden wir: 

3p — A = 0. (40) 

Die beiden vorstehenden Gleichungen (39) und (40) stellen zwei gerade Linien dar, wel- 
che der Linie P parallel sind, und zu beiden Seiten des Rückkehrpunct es der gegebe- 
nen semicubischen Parabel von diesem Puncte in gleicher, leicht zu bestimmender, Entfer- 
nung liegen. Die erste dieser beiden geraden Linien schneidet die semicubische Parabel in 
reellen Puncten, die zweite nicht; Die erste ist der geometrische Ort für solche Doppel- 
puncte', in welchen zwei Zweige -sich unter rechten Winkeln schneiden. Die zweite ist 
der geometrische Ort für solche isolirte Puncte, für welche der Winkel ^, der alsdann 
gleich & ist, sein Maximum der Annäherung an einen rechten Winkel erreicht hat Denn, 
wenn viiv 9in?^>9in?& nehmen, so stellt die Gleichung (38) ein System zweier imaginären 
geraden Linien dar, und es gibt keine entsprechenden isolirten Puncte mehr. Wir sehen 
zugleich, dafs nur in dem Falle, wo die Linie P auf der Tangente im Rückkehrpuncte der 
gegebenen semicubischen Parabel senkrecht steht, die fraglichen Curven einen solchen iso- 
lirten Punct haben können, für welchen | ein rechter Winkel ist, wodurch bedingt wird, 
dafs jede durch den isolirten Punct gehende imaginäre gerade Linie als eine Tangente der 
Curve in diesem Puncte anzusehen ist. Wir erhalten hier a&er nicht mehr einen einzigen 
solche Punct, sondern jeder Punct der geraden Linie (40) kann ein solcher Punct sein. 

Um die Resultate dieser Nummer aus dem richtigen Gesichtspuncte aufzufassen, iliüs- 
Ben wir nicht übersehen, dafs, wenn wir eine der fraglichen Curven, parallel mit sich 
selbst, nach ^er Richtung der geraden Linie P, verschieben, diese Curve immer nodi fort- 
fährt, die gegebene semicubische Parabel zur Asymptote zu haben. Es geht hieraus her? 
vor, dafs alle diejenigen Curven dritter Ordnung, welche einen Doppelpuuct, der auf einer 
gegebenen, mit der Linie P parallelen, geraden Linie liegt, haben, congruente Curven sind, 
und dafs man hiernach alle verschiedenen Curven dritter Ordnung, welche eine gege- 
bene semicubische Parabel zu ihrer Asymptote haben, auch dann noch erhält, wenn man 
zugleich noch voraussetzt, dafs diese Asymptote eine osculirende sei, wonach alle Dop- 
pelpuncte auf der Tangente im Rückkehrpuncte der gegebenen semicubischen Parabel 
liegen. 

294. Wir haben schon in der 279. Nummer die Behauptung festgestellt, dafs, wenn 
eine Curve der dritten odeT einer hohem Ordnung gegeben ist, es im Allgemeinen solche 



§. 6. Nähere Untersuchungen über Doppelpuncte etc. 261 

gerade Linien ^bt, aufweichen drei Diurcbschnitte mit der Ciirve in eioem einzigen Pimcte 
zoBammenfallen. Wir wollen die Beatimmung solcher geraden Linien in ihrer Allgemein- 
heit hier wieder aofinehmen. 

Es sei, wie in der eben angezogenen Nummer, 

F(i7,|) = U = 0, (1) 

die Gleichung der gegebenen Curve. Differentiiren wir diese Gleichung zweimal nach ein- 
ander , indem wir rj und | als zwei von einander unabhängige Teränderliche Gröfsen anse* 
hen, so kommt: 

^.d,;+-^.d^ = 0, (2) 

du ,, ^dü „. -d'U , , ^^ d*U , -. . d^U ,., 
^.d^+.5|.-d>|+^.d,*+2.^^.d,d^+^.d£^ = 0. 

Wenn wir voraussetzen , dafs 

^ 5^.d«.7+^.d«| = 0, (3) 

SO reducirt sich die letzte Gleichung auf ihre drei letzten Glieder, indem sie in die nach- 
stehende übergeht: 

Die bdden Gleichungen (2) und (4) sind keine andern ab die Gleichungen (6) und (7) 
der 279. Nummer, wenn wir x für -^ schreiben. Eliminiren wir den eben bezeichneten 
Differential -Quotienten zwischen den Gleichungen (2) und (4), so ergibt sich unmittelbar : 

duyd^u ^jdu du dHJ_ /duy dHj _ 

.dg; dl?» ~^ dj? • dl •di?dr"*"V dfjJ d^ — "• ^^^ 

Diese Gleichung stellt, wenn wir die . verschiedenen partiellen Differential -Cofficienten ent- 
wickeln, eine neue Curve dar; sie steigt, wenn die Gleichung (1) von irgend einem 
n. Grade ist, im Allgemeinen, bis zum [2(n— l)+(n— 2)]. oder (3n — 4). Grade an. 

Wenn wir hiemach irgend einen der Durchschnittspuncte der, durch (4) dargestell- 
ten , Curve mit der gegebenen Curre betrachten, so gibt die Gleichung (2) im AUgemei- 

dw 
nen auf lineare Weise den Werth des Differential -Quotienten ju für diesen Punct; be- 



c- 



wir denselben durch x und bestimmen dann die Constante l in der folgenden 
GIdchung: 17 = x^ + X^ 

8O9 dafs diese Gleichung durch die Coordinaten-Werthe des fraglichen Punctes befriedigt 
wird, so stellt diesdbe eine gerade Linie dar, welche die gegebene Curve so schneidet, 
dafs auf derselben in dem fraglichen Puncte drei Durchschnitte zusammenfallen. 

295« In dem bisher betrachteten Falle wurde die einzige Bedingungs- Gleichung (3) 
befriedigt, indem sie sich in zwei Bedingungs -Gleichungen 

auflösete; woraus zunächst folgt, dafs, im Allgemeinen, eine Curve irgend einer beliebigen 
Ordnung keinen Doppelpunct zuläfst. . Wenn aber die Curve dennoch einen Doppelpunct 
hat, so liegt derselbe, weil die Gleichung (5) befriedigt wird, wenn die letzten Gleichun- 
gen (6) beide zugleich bestehen , nothwendig auf der durch (5) dargestellten Curve. Noch 
mehr: diese Curve mulB die gegebene in dem Doppelpuncte berühren, was von vorne 
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berein sich ergibt, wenn wir erwägen , dafs in einem Doppelpnncte twei gerade Linioi 
sich schneiden, auf deren jeder drei Dorchschnitte mit def Curve in diesem Doppelpnncte 
zusammenfallen; und was wir auf analytischem Wege sogleich dadurch best&tigt finden^ 
dafSy wenn wir die Gleichung (5) in Beziehung auf ij und | differentüren^ auch die Dif- 
ferential-Gleichung noch befriedigt wird, wenn die Gleichungen (6) zusammen besteben. 

296. Wir wollen nun von dem singulftren Falle der Doppelponcte abstrahiren» und 
überhaupt die geometrische Bedeutung der Bedingungs- Gleichung (3) nachwasen. Ans 
der Zusammenstellung dieser Gleichung uQd der Gleichung (2) folgt: 

d^— "dl"' ^ ^ 

wonach der Differential -Ausdruck: . . 

. ._ . Ay ^ dld^ig-diyd^g 
d.x = d.^ = g|5 , 

Terschwindet, und also x, im Allgemeinen, ein Maximum oder Minimum erreicht. Die Tan- 
genten der gegebenen^ Curve gelangen also in den Durchschnittspuncten dieser Curre und 
der Curve (5) zu ejner Gränzlage, so da(s die Richtung dieser Tangenten, bevor sie 
die gegebene Curve in einem solchen Puncte berühren, fortschreitend sich ändert und nach- 
her, in entgegengesetztem Sinne sich Sndernd, wiederum den frühern Richtungen der Tan- 
genten parallel wird. Wir nennen alle, reelle oder imaginäre, Puncte, in welchen die ge- 
gebene Curve von der Curve (5) geschnitten wird, Wendungspuncte. 

Weil zwei auf einander folgende Tangenten der gegebenen Curve in jedem ihrer 
Wendungspuncte zusammenfallen,- so ist offenbar, dafs der Krümmungs- Halbmesser der 
Curve in diesen Puncten unendlich grpfs wird, und daCs der. Mittelpunct des Schmie- 
gungs- Kreises vor und nach einem solchen Punctie auf entgegengesetzter Seite der Tan- 
gente in demselben liegt. Der Sinn der Krümmung ändert sich in einem Wendungspuncte, 
die Tangente in demselben berührt die Curve, indem sie dieselbe zugleich schneidet Diese 
Tangente ist eine osculirende. 

Um auch diese Folgerungen an die anal jtiflche Bezeichnungsweise zu knüpfen, bemer- 
ken wir zuvörderst, dafs, bei der obigen Bestimmung der Wendungspuncte einer gegebe- 
nen Curve, sich durchaus nichts ändert, was für verschiedene, ganze oder gebrochene, li- 
neare Functionen tj und | auch bedeuten mögen. Legen vnr demnach dieseq Functionen 
die Bedeutung rechtwinkliger Parallel -Coordinaten bei, so wird bekanntlich <ler Krüm- 
mungs- Halbmesser durch den nachstehenden Ausdruck bestimmt: 

(diy»+dg*)t 

woraus wir sogleich erkennen, daCs, als Folge der Gleichung (7) und der obigen Behand- 
lung gemäfs, der Krümmungs- Halbmesser in einem Wendungspuncte unendlich grofs wird. 

297. Weil in einem Wendungspuncte der Krümmungs -Halbmesser unendlich groCs 
wird, und diese Eigenschaft für die Bestimmung derselben characteristisch ist, da aber andi, 
TOU der andern Seite, der Krümmungs -Halbmesser immer 'mehr wächst, wenn der bezüg- 
liche Punct auf einem hyperbolischen oder parabolischen Zweige einer gegebenen Curve 
immer weiter fortrückt: so werden wir zu der Yermuthung geleitet, dafs von den (3n— -4)n 
Durchschnittspuncten der gegebenen Curve und der Curve (5) mehrere immer unend- 
lich weit liegen und als fremde Puncte den eigentlichen Wendungspuncten sich beige- 
sellt haben. Wir wollen hierüber in einige allgemeine Untersuchungen eingehen, weil wir 
durch diese, Über schwierige, bisher unerklärbar gebliebene Puncte der allgemeinen Theorie 
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» 

der algebnischen Correii, AoCmJiIuCb erhalten. Hierbei werden wir^ um unendlich weit 
entfernte Poncte sogleich untencheiden m können, die' Yoraussetzang machen, daÜB tj and 
I lineare and ganze Fonetionen gewöhnlicher Parallel- Coordinaten bedeuten. 

Um onaera Zweck so erreichen, wollen wir uns des folgenden analytischen Hüifa- 
Satzes bedienen. »^Wenn U« ein Prodact von nlinearen Functionen von 17 and £ bezeich- 
net, und wir dann, in der Yoraassetzang U ^ IT., die Gleichung (5) entwickeln, so wird 
Um ein Factor dieser Gleichung.* Wenn wir zum 'Beispiel n ss 3 nehmen, und demnach: 

U = Ua = pqr, 
setzen, indem wir durch p, q und r lineare und gwze Functionen Ton tj und | darstel- 
len, erhalten wir, wenn wir die Gleichung (5) unmittelbar entwickeln und kdnen Factor 
reniadildssigen : 

' P'^r Vd^d« dldqy^' Vdiydl dldfy/^Hdiydl iW 

■'"P' Vdi? di di dy \dv d| d$ d^y ■*"P' W ds~ di d^Ad^ d| "" d| 5^/ 

"*■ '^ Vdi? di d£ dj \dv di ~di dl?; 1 — "• 

Wir 'können die vorstdienden Entwicklungen bedeutend Ter einfachen, wenn wir tj imd | 
ab mit p und q identisch ansehen, wodurdi die Bestätigung des obigen Httifssatzes durch- 
aus keiner Einschilnkung unterworfen wird. 

Wir wollen den in Rede stehenden Hfilbsatz vollständig beweisen. Zu diesem Ende 
reicht es hin, zu zeigen, dafs, wenn derselbe für die Yoraussetzung, daCs n = m, gilt, er 
seine Geltung auch dann behält, wenn wir n =: m-j-l setzen; dafs also, wenn, ^ der ge- 
machten Yoraussehung gemäfs, 

V^U.V^Um ^dU« du« d«ü. ^ /dU«V d^U _ TT V /GX 

\wl i^"*Är*"dr'a^"*"vw/ w = • • ^^ 

wobei Y eine Function vom (2m — 4). Gerade bezeichnet, und wenn wir dann: 

U = U.p, 
setien, indem p dne lineare Function bedeutet, die Gleichung (5). durch Unp theilbar 
wird. Ffir die Terschiedenen, in dieser Gleichung vorkommenden, partielioi DifFerential- 
Coeffidenten erhalten wir, wenn wir, was unbeschadet der Allgemeinhdt erlaubt ist, ij 
and p als identisch betrachten, die nachstehenden Ausdrficke: 

du du« . „ du du. 

d^ = -d^-P-*-^-» dF = "dr*P' 

d«ü d*ü, . «du« d»U d»ü. . du« d»U. d^J« 



dti* An* ^ dv dijdl dj7d| »^^ d| d|» d|» »^' 

und wenn wir diese AusdrOcke in die Gldchung ^) einsetzen, und die idratische Glei- 
chong (8) beriicksichtigen, so ergibt sich: 

TT \xr ^^fji ^9^' >^*ü du« d«U «/'dU.V)__ 

- ü.pjVp«+(ü«+2^.pj^--^^^.p-3(^-g^j j *0. 

Die Form dieser Gleichung enthält den geforderten Beweis. 

298. Wenn wir nun, nach diesen Torläufigen Entwicklungen, durch die Gleichung 
(1) eine Curve irgend einer beliebigen n. Ordnung und durch die Gleichung: 

U. = 0, (9) 

das System der n Asymptoten dieser Curre darstellen, so können wir immer: 

ü = Ü. + U(..a) (10) 
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setzen, indem wir durch U(n-.2) eine Function des (n — 2). Grades bezeichnen. Diese Form 
wird dadurch bedingt, dafs der Grad der Gleichung der Curve, yerbunden mit der Glei- 
chung einer jeden ihrer Asymptoten, sich um zwei Einheiten reduciren muis, weil .von 
den nDurchschnittspuncten einer beliebigen Transversalen mit der Curve, wenn insbeson- 
dere eine Asymptote für diese Transversale genommen wird, zwei unendlich weit liegen. 
Entwickeln wir hiernach wiederum die Gleichung (5), indem wir von der vorstehenden 
identischen Gleichung ausgehen, so erhalten wir eine Gleichung, die zum (3n — 4). Grade 
ansteigt. In dieser Gleichung entspricht der Function Üb, wenn wir U(K.a) ganz unbe- 
rttcksichtigt lassen und durch V(aa~4) eine Function des (2n — 4). Grades darstellen, nach 
der vorigen Nummer ein Glied von folgender Form: 

UBV(an— 4). 

Die ilbrigen Glieder der Gleichong (5) steigen, wovon man sich sogleich Qberzeugt, nur 
bis zum (3n — 6). Grade an; bezeichnen wir, der Kürze halber, das Aggregat dieser Glie- 
der durch Y(3ii~6)9 so können wir die fragliche Gleichung auf nachstehende Weise 
schreiben : 

UBV(2a-4) + V(3.-6) =0. (11) 

Die Form dieser Gleichung, deren Grad, wenn wir Un = setzen, um zwei Einheiten sich 
reducirt, zeigt an, dafs die n Asymptoten der gegebenen Curve, deren Gleichung: 

zugleich auch Asymptoten der Curve (5) oder (II) sind. Es liegen also 2n Durch- 
schnittspuncte der beiden eben bezeichneten Curven unendlich weit. Eliminiren wir zwi- 
schen den letzten beiden Gleichungen die Function Un, so kommt: 

U(ii-.2) V(a» — 4) = V(3a-.6). 

Diese Gleichung stellt eine Curve der 3(n — 2). Ordnung dar, welche, bei Vemadilässigiing 
der unendlich weit entfernten Durchschnittepuncte, die gegebene Curve in denselben Pun- 
cten schneidet, als die Curve (5) oder (11). Die Anzahl dieser Durchschnittspuncte be- 
trägt hiemach 3n(nt— "2). 

Eine Curve der n. Ordnung hat, im Allgemeinen, 3n(n — 2) Wendungs- 
puncte. 

299* Nach diesen allgemeinen Erörterungen wollen wir nns fetzt wiederum aus- 
schlief stich zu den Curven der -dritten Ordnung zurückwenden, und, indem wir: 

jMS ^^ ^+xq+()r, (12) 

setzen, für die allgemeine Gleichung dieser Curven die folgende nehmen: 

ü ^ pqr+;rp+xq+(>r = 0. (13) 

Alsdann ergibt sich, wenn wir der Functionen -Bestimmung, wie früher, die identische 
Gleichung: 

p+q+r = /?, 
zu Grunde legen: 

du , . , ^ dU ' , / , , 

■g^ = q(r— p)+(^-(>), -g^ = p(r — q)+(x-p), 

d'U ' d^U d*U ^ 

dp = -2^' dFdi = '-P~^' d? = -"^- 

Wenn wir in der Gleichung (5) ri und | mit p und q vertauschen, und dann die vor- 
stehenden Ausdrücke für die partiellen Differential -Coeffidenten in diese Gleichung an- 
setzen, so finden wir, indem wir blofs den gemeinschaftlichen Factor (—2) vemadi- 
lässigen : 

pqf 
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pqr{p'+q*+r* — pq — pr— .qr} 

+nrp{q(q— p)+r(r— p)}+xq{p(p — q)4-r(r — q)}+pr{p(p — r)+q(q— r)} 

-|-;r*p-f-x*q + pV+x()^p — q — rj+^rpjq — p — T^+7zx[r — p — q} = 0. (14) 

Diese Gleichung des 5. Grades reducirt sich auf den 3. Grad, nvenn irir für pqr seinen 
Werth aus der Gleichung (13), vfotUr sich — (^p+xq+^r) ergibt, nehmen und substi* 
toiren. Alsdann kommt sogleich: 

(^+x+p)pqr — ;rp' — xq' — pr' 
4-;r'p+x'q+(>'r+xp(p — q — T)+7ti}(q — p — T)+nx(r — p — q) = 0. 

Wenn irir von Neuem für pqr den obigen Ausdruck substituiren, so verwandelt diese 
Gleichung sich zuletzt noch in die folgende: 

;tp»+xq'+(>r» + xp(2q+2r — p)4.;r(>(2p + 2r— q)+;rx(2p+2q— r) = 0, (15) 

der wir auch, indem -wir berücksichtigen, dals p + q + r ^ /?, folgend^ Form geben 
können : 

^•+xq'+pr* — 3xQp — 3nQq — 3;rxr+2(jtxH-^p4-px)/9 = 0. (16) 

Die durch die vorstehende Gleichung dargestellte Curve dritter Ordnung schneidet 
die gegebene Curve dritter Ordnung (13) in den Wendungspuncten dieser letztem. Die 
Anzahl dieser Wendungspuncte beträgt also, in Uebereinstimmung mit der vorigen Num* 
mer, neun. 

Wenn x = 0, so reducirt sich fis auf eine blofse Function von p, wonach die Asym- 
ptote P eine osculirende Aymptote der gegebenen Curve dritter Ordnung ist. Aber durch 
dieselbe Voraussetzung wird p ein Factor der Gleichung (14), woraus folgt, dafs einer 
der neun Wendungspuncte auf der osculirenden Asymptote P liegt, so dafs diese an die 
Stelle einer osculirenden Tangente getreten ist. 

Wenn ;( = x = (», so geht die lineare Function ^s In eine blofse Constante nß 
Ober, wonach die gegebene Curve dritter Ordnung drei osculirende Asymptoten bat. Die 
bleichung (14) reducirt sich alsdann auf ihre erste Zeile, und sinkt, wenn wir i—nß) 
statt pqr schreiben ^ auf den zweiten Grad herab. Wir kOnnen sie alsdann auch unter der 
folgenden Form schreiben: 

pq+pr+qr = J/9*, 
oder endlich auch unter der folgenden: 

(p-lr^)'+(q-J/?)'+(r-l/^' = 0. 

Drei Wendungspuncte sind also mit der Linie S unendlich weit gertickt. Die übrigen 
sechs sind offenbar imaginär, denn die letzte Gleichung, welche hier die Gleichung '(15) 
▼ertritt, stellt nur einen Punct und zwar den Schwerpunct des von den drei Asymptoten 
der gegebenen Curve dritter Ordnung gebildeten Dreiecks dar, für welchen p = q=r=}/?, 
in Uebereinstimmung mit der identischen Bedingungs- Gleichung. 

300. Wenn die gegebene Curve dritter Ordnung einen Doppelpunct bat, und wir 
für diesen Doppelpunct 

p = Pi , q = qi , r .= ri , 

setzen, so können wir die Gleichung der Curve nach der 244. Nummer unter der folgen- 
den Form schreiben: 

pqr— (qirip+pjriq+piq|T)+2piqiri = 0. (17) 

Um für diese neue Constanten -Bestimmung die Gleichung (14) umzubilden, brauchen 
vm ' 1 jfs 

n = — qir^, . x = — Pin, Q — — Piqi, 

34 
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za nehmen; zu den Gleichungen (15) und (16) müssen mr alsdann aber, des Gliedes 
2piqii*i in der Gleichung der gegebenen Curve dritter Ordnung wegen , noch den folgen- 
den Ausdruck hinzufügen: 

2piqiri {p^+q^+r^ — pq — pr — qr} +2piqiri(;r+x+^) 

= 3piq,r|(p^+q*+r*) — 2piqiri(J/S^+Piqi+Piri + qirj), 

und erhalten alsdann, indem wir zugleich alle Zeichen ändern: 

(qiriP^+Piriq^+PiqiO — 3piq,ri(p* + q^+r*) 
+ 3piqiri(pip + qiq+rir) — piqiri(p4*+qi^ + ri*) = 0. 

Der erste Theil dieser Gleichung verschwindet, wenn -wir die auf den Doppelpunct d^ 
gegebenen Curve dritter Ordnung sich beziehenden Functionen -Werthe einsetzen. Der 
bezügliche Ort geht also durch diesen Doppelpunct Differentüren wir die letzte Glei- 
chung, so gibt die resultirende: 

qiri(p' — Pi*)dp+piri(q'" — qi'»)dqr»-piqi(r'"— ri«)dr = 0, 

auf den fraglichen Doppelpunct bezogen, keine Relation zwischen den Differentialien dp^ 
dq und dr. Um eine solche zu erhalten, müssen wir noch zweimal differentüren; als- 
dann kommt: 

qi^idp'+piridq^+Piqidr' = 0. 

Wir ziehen hieraus den Schlufs, dafs der fragliche geometrische Ort ein System von drei 
geraden Linien ist, die sich alle drei in dem Doppelpuncte der gegebenen Curve dritter 
Ordnung schneiden. Die letzte Gleichung, verbunden mit der Gleichung: 

dp4-dq+dr = 0, 

gibt die Richtung dieser drei geraden Linien, deren Durchschnittspuncte mit der gegebe- 
nen Curve die Wendungspuncte dieser letztem sind. Von diesen fallen also sechs in 
in dem Doppelpuncte zusammen. Von den drei übrigen können zwei imaginär sein und 
auch zusammenfallen. Dieses letztere kann nur im Doppelpuncte 8el|)st geschehen, und 
dieser ist alsdann ein Rückkehrpunct. Wenn wir, um diefs zu zeigen, dr zwischen den 
beiden letzten Gleichungen eliminiren, so erhalten wir, indem wir dp = zdq setzen: 

qi(ri— Pi)z' — 3piqiZ^ — 3piqiZ-f-Pi(ri — qi) = 0, 

und wenn wir in Beziehung auf z differentüren: 

(ri — pi)z^ — 2piZ — pi = 0. 
Als Bedingung, dafs diese beiden Gleichungen alsdann tiberhaupt eine gemeinschaftliche 
Wurzel haben, finden wir: 

Pi'+qi'+V = \ß^y 
und für diese Wurzel selbst: 

2qxZ+(pi + qi-.ri) = 0. 

Aber nach der 244. Nummer hat alsdann die Curve einen Rückkehrpunct, und der vor- 
stehende Werth von z zeigt die Richtung der Tangente in diesem Puncte an. 

Ein isolirter Punct vertritt hiernach sechs imaginäre, ein Durchschnitt zweier 
reellen Zweige vier imaginäre und zwei reelle, und ein Rückkehrpunct sogar sechs 
imaginäre und zwei reelle, alfio im Ganzen acht Wendungspuncte. 

Die vorstehenden Resultate erleiden keine wesentlichen Modificationen, wenn die ge- 
gebene Curve dritter Ordnung zwei imaginäre Asymptoten hat. Wenn alsdann die Linie 
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S onendlich weit liegt, so liegea mit ihr zwei imaginlire und ein reeller Wendungspumet 
unendlidi weit Wenn die Cnrre alsdann tmesa Doppelpunct bat, so schneiden sich in 
demselben nothwendig zwei reelle Zweige, wonach sie ihre beiden reellen und zwei ima- 
ginSre Wendungsponcte verliert, und also zwei imaginfire Wendungspnncte noch übrig 
behalt 

301. Wir wollen uns nun sogleich zur Betrachtung des untergeordneten Falles, daCs 
zwei der drei geradlinigen Asymptoten parallel werden, wenden, um zu sehen, wie die 
allgemtinen Resultate sich hier particularisiren. Legen wir im diesem Ende die Gleichung: 

ü s p(q* — **)-l-/4q+<r = 0, (18) 

CO Grunde, so kommt: 

^ = ^^-&\ — = 2pq+^, 

d*U_^ d»ü ^ d^U ^ . 

di^ =^ **' d^i = 2q, j^ = 2p, 

Setzen wir diese Werthe der partiellen Differential« Coefficienten in die Gleichung (5) 
ein, iDdem wir in derselbot p nnd q für 17 und ^ nehmen, so kommt, mit Yemachlässi- 
gong des gemeinschaftlichen Factors 2(q*— ^*): 

2(2pq+p)q— (q«-.^«)p = 0. 
Die Gleichung (18) gibt für den zweiten Theii dieser Gleichung — (ftq-f*«^), wonach sich: 

4pq**f-3f*q+a s=- 0, 
ergibt, und wenn wir wiederum für pq* seinen Werth aus der Gleichung (18) einsetzen, 
so kommt: 

4&^^fiq—3ff SS 0. (19) 

Diese Gleichung ersten Grades, welche hier also an die Stelle der Gleichung (16) tritt, 
stellt eine gerade Linie dar, welche die gegebene Curve (18) in ihren Wendungspuncten, 
deren Anzahl hiemach nitir drei beträgt, schneidet "Weil die Reduction des Grades der 
vorstehenden Gleichijog aus der YemachlSssigung des Factors (q' — &'^) hervorgegangen 
ist, so sehen wir, dafs die fragliche Curve deishalb nur drei Wendungspnncte hat, weil 
die sechs übrigen auf den beiden parallelen Asymptoten unendlich weit liegen. Die . 
durch die letzte Gleichung (19) dargestellte gerade. Linie ist leicht zu construireu. Nen-Tad VI, 
nen wir nemlich die beiden Durchscbnittspuncte der Asymptote P und der geraden Linie: ^^^^^ 
q = 0, welche in der Mitte zwischen den beiden, reellen oder imaginären, parallelen bis LIU. 
Asymptoten hindurchgeht, mit der Curve bezüglich S und Q', und C den Durchschnitts- 
punct jener Asymptote P mit dieser Linie Q, so erhält man aus der Gleichung der Curve, 
indem vrir p und q die Bedeutung von Parallel -Coordinaten unterleg^Q, sogleich 

Bezeichnen .wir endlich die Dorchschnittspuncte der zu construirenden geraden Linie 
(19) mit der Asymptote P und der Linie Q bezüglich durch P^ nnd Q^, so ergibt sich 
hiernach: 

CQi == ICQ', CP' = 3CS. 

Wenn die beiden parallelen Asymptoten imaginär sind, so sind auch die sechs* un- 
endlich weit liegenden Wendungspuncte alle imaginär, und also die übrig bleibenden 
alle drei reell. Sind hingegen die beiden parallelen Asymptoten reell, so sind von die- 
sen drei Wendungspuncten zwei notbwendig imaginär. Fallen endlich die beiden pa- 
rallelen Asymptoten in der Linie Q zusammen, woitadi & verschwindet, so ist mit diesen 
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Asymptoten auch die Linie (19) parallel: die Curve behält also dann nnr einen ein- 
zigen reellen Wendungßpunct, und dieser liegt auf einer geraden Linie , die von den 
beiden zusammenfs^Uenden Asymptoten dreimal so weit entfernt ist^ als die Linie S. 

Wenn die Asymptote P insbesondere eine osculirende ist, so liegt auf ihr ein Wen- 
dungspunct unendlich weit« Indem wir fi = setzen , geht alsdann die Gleichung (19) 
in die folgende über: 

4^ap_3cr = 0. 
Die beiden einzigen Wendungspuncte liegen also auf einer geraden Linie , weldie der os- 
cnlirenden Asymptote P parallel ist, und zwar dieser Asymptote um ein Viertheil näher, 
als der Durchschnittspunct der Linie Q mit der Curve, in welchem diese das BCnimum 
oder Maximum ihrer Entfernung von derselben Asymptote erreicht Die Wendungspuncte 
sind reell öder imaginär, je nachdem die parallelen Asymptoten, umgekehrt, imaginär 
oder reell sind. Wenn diese zusammenfallen, so sind alle Wendungspuncte unendlidi 
weit gerückt. 

302. In Beziehung auf Wendungspuncte bieten die Curven dritter Ordnung mit pa- 
rabolischen Asymptoten nichts Ausgezeichnetes dar. So wie einerseits die Curven mit drei 
reellen und andrerseits die Qurven mit zwei imaginären Asymptoten, haben auch sie, zwi- 
schen diesen beiden Haupt- Abtheilungen den Uebergang bildend, im Allgemeinen drei 
reelle und sechs imaginäre Wendungspuncte. 

Betrachten wir aber insbesondere die Trident-Curve, deren Gleichung wir früher 

die nachstehende Form gegeben haben: 

U = p(p'+Aq)+^ = 0, 

wobei die osculirende parabolische Asymptote derselben durch die Gleichung: 

p«+Aq = 0, 

dargestellt wird, so ergibt sich: 

dU « , . , du , d'ü ^ d»ü , d'U 

_ = 3p^+Aq, ^ = Ap, — = 6p, 5^ = *, d? = «' 

und wenn wir diese Ausdrücke in die Gleichung (5) einsetzen, indem wir rj und | mit 
p und q identisch nehmen, so finden wir: 

pq = 0. 
Der Factor p in der vorstehenden Gleichung zeigt Wendungspuncte an, welche auf der 
geradlinigen Asymptote der Trident-Curve unendlich weit liegen. Abstrahiren wir von 
demselben, so behält die Curve nur noch drei Wendungspuncte, welche auf der Tan- 
gente QQ ihrer osculirenden parabolischen Asymptote, im Durchschnitte 
derselben mit der geradlinigen Asymptote P liegen. Von diesen Wendongs- 

pnncten sind zwei imaginär, für den dritten und rellen ist: p = VfJi^ 

303. Betrachten wir diejenigen Curven dritter Ordnung, welche semicubische Para» 
beln zu ihren Asymptoten haben, und die wir durch die nachstehende Gieidiung darstel- 
len können: 

U = p'+Aq'^+jWp+X = 0, 
so kommt: 

du „ ,^ du ^, d^U ^ d^ü ^ d^ü ^, 

_ = 3p^+^, -^ = 2Aq, ^-6p, 5^ = 0, ^. = 2i, 

wonach die Gleichung (5) in die folgende tibergebt: 

(3p'»+/t)«4-12Aq*p = 0. 
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Elimiiiiren ^ir zwischen dieser Gleichoog und der Gleichung der gegebenen Cnrfe Aq', 
80 finden wir: 

3p«-i-6/ip> + 12xp— /i* = 0. (20) 

Diese Gleicfanng stellt ein System Ton solchen vier geraden Linien dar, von denen jede 
der gegebenen Cmnre nur in zwei Puncten begegnet ^ weil der dritte Dorchschnittspunct 
unendlich weit liegt. . Eine Cnrve dritter Ordnung mit semicubi- parabolischen Asympto- 
ten hat also im Allgemeinen acht Wendungspuncte, die paarweise von der Tangente im 
Rfickkehrpnncte der osculirenden semicubi- parabolischen Asymptote zu beiden Seiten der- 
selben gleich weit abstehen. 

Wenn die fragliche Gurre insbesondere eine nach höchster Ordnung oscnlirende 
Asymptote hat, was mit sich bringt , dab /i = 0, so gehi die letzte Gleichung in die 
nachstehende Ober: 

p(p*+4x) = 0. 
Zwei Wendungspuncte liegen also auf derjenigen geraden' Linie P, welche die Rückkehrpuncte 
der semicubi -parabolischen Asymptoten der Curve «nthält* Von den drei geraden Linien, 
welche die noch übrigen drei Paare von Wendungspuncten verbinden, sind zwei imaginär, 

für die dritte derselben ist p s= — ^ix. Diese gerade Linie begegnet der vorliegenden 
Curve oder begegnet ihr nicht, je nachdem X und x im Zeichen übereinstimmen oder 
nicht, also je nachdem die Linie P, umgekehrt, der Curve nicht begegnet oder begegnet. 
Zwei Wendungspuncte und nur zwei sind immer reell und liegen entweder auf der zu- 
letzt bestimmten geraden Linie (die 216. Art) oder auf der Linie P (die 217. Art). 

In dem Falle der semicubischen Parabel selbst reducirt sich die letzte Gleichung auf: 
p4 ^. 0, wonach die vier Paare von Wendungspuncten alle in dem Rückkehrpuncte Bich 
y^dnigen« 

Wenn, indem wir uns zu dem allgemeinen Falle zurückwenden, die Curve einen 
Doppelpunct hat, so ist für denselben q as 0, und mithin: 

P*+W+* = 0» (21) 

und es besteht alsdann, neben dieser Gleichung, die zwei gleiche Worzeln haben muCs, 

zugleich ihre Differential-Gleichung: 

3p*+^ = 0. (22) 

Aber auch dann, wenn wir die Gleichung (20) differentiiren, finden wir Ae vorstehende 
Gleicbong (21), so dafs die letzte Gleichung (22) aus der Gleichung (20) nach einer 
xweimaligen Differentiation hervorgeht. Wir sehen hieraus, dads, in dieser Voraussetzung, 
die Gleichung (20) drei gleiche Wurzeln hat, und also drei der vier durch diese Glei- 
choiig dargestellten geraden Linien, in derselben, durch den fraglichen Doppelpunct ge- 
henden, geraden Linie zusammenfallen, und also, bei Curven dritter Ordnung mit semi- 
cubi -parabolischen Asymptoten, ein Doppelpunct immer an die Stelle von sechs Wen- 
dimgspiincten tritt. Da ferner die Summe der vier Wurzeln der Gleichung (20) gleich 
Null ist, so sehen wir, dafs die beiden noch übrigen Wendungspuncte auf einer vierten 
geraden Linie liegen, welche auf entgegengesetzter Seite von der Linie P dreimal so weit 
entfernt ist, als der fragliche Doppelpunct. Aber zugleich steht derjenige Punct, in wel- 
chem die Curve in die Linie q = einschneidet, auf entgegengesetzter Seite, nur dop- 
pdt so weit von der Linie P ab, als jener Doppelpunct. Wenn sich hiernach im Dop- 
pelponcte zwei reelle Zweige der Curve schneiden (die 207. Art), so begegnet jene vierte 
* gerade Linie, auf welcher zwei Wendungspuncte liegen, der Curve nicht: sie begegnet ihr 

J aber immer und hiemach sind diese beiden Wendungspuncte immer reell, wenn der Dop- 
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pelpunct ein isolirter Punct ist (die 211. Art). In den beiden besQglichen Figuren ist Ae 
fragliche gerade Linie WW genannt. 

Eine Curve der fraglichen Art ohne Doppelponct stthlt unter ihren acht Wendungs- 
pnneten immer sechs imaginäre. Indem wir uns nemlich, durch die stetige Umgestaltnng 
eiiier gegebenen solchen Curve, alle die übrigen, welche dieselbe semicobische Parabd 
zur OBculirenden Asymptote haben, hervorgegangen denken, können die einigen Uebcr- 
gSnge in Beziehung auf die Realität der Wendongspuncte nur beim gleixeitigen Zusam- 
menfallen von sechs derselben in einem Doppelpuncte Statt finden. Diese ausammeiifal- 
lenden Wendungspuncte sind aber nothwendig alle sechs imaginär, wenn der Doppelponct 
ein isolirter ist, und nur zwei derselben sind reell, wenn zwei reelle Zweige der Curve 
sieb schneiden. Hieraus ergibt sich die obige Behauptung. 

304. Betrachten wir endlich noch die cubische Parabel, deren Gleichung die folgende 
ist: p'+iq = 0, 

so kommt: 

du « , dÜ " d'ü ^ d»ü ^ ^^ ^ii 

dF = ^P' dT = ^' d^ = ^P' d^ = ®^ di^"="- 

wonach die Gleichung (5), mit Hinweglassung des constanten Factors 6k\ einfach die fol* 
gende ist: p == 0. 

Die durch diese Gleichung dargestellte gerade Linie schneidet die Curve in einem einzigen 
Puncte, weil die beiden andern Dorchschnittspuncte unendlich weit liegen. Die cubische 
Parabel hat also auch nur einen einzigen reellen Wendungspunct, der nicht ^unend« 
lieh weit liegt; sie haf keine imaginären Wendungspuncte. 



I>iseii0sion der allf^enieliien Cflelehang der Carven dritter 

Ordniui§f anter der Form pqr+/A8^ = 0. 

305. Wir haben im ersten Paragraphen dieses Abschnittes nachgewiesen, dafs sich 
die allgemeine Gleichung des dritten Grades. zwischen zwei veränderlichen GröCBen, Au&- 
nahmsfölle abgerechnet, immer, indem wir die bisherige Bezeichnung beibehalten, auf die 
Form: pqr+^s = 0, 

bringen läfst Die allgemeinen Eigenschaften der Curven dritter Ordnung lassen sich al&o 
alle aus dieser Form herleiten, und dann, mit den gehörigen Modificationen, sei es durch 
algebraische Entwicklungen, sei.es durch Gränz- Betrachtungen in der Construction^ selbst, 
auch auf diejenigen besondern Fälle, welche jene allgemeine Form nicht umschlietst, über- 
tragen. 

Im Allgemeinen können wir, bei gleichen Bestrictk>nen, für die allgemeine Glei- 
chung des dritten Grades jede beliebige Form nehmen, welche zu diesem Grade ansteigt, 
und neun von einander unabhängige Constante enthält^ und dieselbe alsdann auf die 
eben angedeutete Weise behandeln. Ich wähle für diesen Paragraphen die folgende Form 
mit neun Constanten: 

pqr+jus'^ = 0, (1) 

welche sich von der bisher behandelten blofs dadurch unterscheidet, dab, statt der linea- 
ren Function s, das Quadrat derselben vorkommt. Den vier linearen und ganzen Fcmctio- 
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nen p» q» r und 8 enftpreehen» wie bUhar, Tier gerade Linieo : diese Linien stehen aber zu 
der durch (1) dargestellten Cnrve in einer neuen geometrischen Beziehung, welche sich 
sogleich aus der Form der vorstehenden Gleichung ergibt. Wir könnem nemlich diese 
GleichuBg auf dreimalige Webe befriedigen, indem wir 

p SS 0, und zugleich s^ ss 0, 

q = 0, » » 8* =: 0, 

r =3 0, >» • s' = 0, 

setzen. Wir sehen hieraus erstens, dab jede der drei geraden Linien: 

p = 0, q = 0, r = 0, (2) 

die Cnrre dritter Ordnung nur in zwei Puncten schneidet, zweitens, dafs diese beiden 
Dordischnittspnncte in einen einzigen Punct zusammenfallen, und drittens, dafs die g^ 
rade Linie: -8 = 0, • (3) 

durch diesen Punct geht Zuvörderst folgt hieraus, dais der dritte Durchschnittspnoct je- 
der der drei geraden Linien (2) mit der Curve unendlich weit liegt, und diese Linien 
also doi drei Asymptoten der Curve parallel sind; femer ergibt sich, dafs diese drei ge- 
raden Linien (2) die Curve dritter Ordnung berfihren, und endlich, dafs die drei Berfih- 
imigspuncte auf der geraden Linie (3) liegen. 

306. Da die Gleichung (1) die allgemeine Gleichung der Curren dritter Ordnung 
ist, so folgt, dafs, wenn irgend eine solche Curve gegeben ist, die Berührungspuncte auf 
drei, den drei Asymptoten dersdben parallelen Tangenten in gerader Linie liegen. Ob es 
alMT ein einziges System solcher drei Tangenten, oder ob es mehrere gibt, hängt, analy- 
tisch genommen, davon ab» ob man der Gleichung der gegebenen Curve nur auf eine ein- 
zige oder auf mdirfache Weise die Form der Gleichung (1) geben kann« Die Antwort 
auf die eine dieser beiden Fragen ist zugleich die Antwort auf die andere. Wir erbalten 
dieselbe durch eine einfache Betrachtung, die im Gnmde nur die Umkehrung der Entwick- 
inngen der vorigen Nummer ut. Wir ktanen nemlich leicht zeigen, dafis, wenn wir ir- 
gend zwei Tangenten an eine gegebene Curve dritter Ordnung, parallel mit irgend zwei 
ihrer drei Asymptoten legen,, und durch die Berührungspuncte auf diesen beiden Tangeur 
ten eine gerade Linie ziehen, diese die gegebene Curve zum dritten Male so sdineidet, 
dafs die Tangente der Curve in diesem Durchschnittspuncte der dritten Asymptote paral- 
lel ist Wenn nemlich p = und q s: die Gleichungen irgend zweier Tangenten sind, 
welche zweien beliebigen Asymptoten der gegebenen Curve dritter Ordnung parallel sind, 
md die Gleichung s ^ diejenige gerade Linie darstellt, welche durch die Berfihrungs- 
poacte auf diesen beiden Tangenten geht, so mufis nothwendig die Gleichung der Curve 
folgende Form annehmen können t 

pqg+fM* = 0, 
damit dieselbe, wenn p und q gleich Null gesetzt werden, sich auf 8^ reducire. In dieser 
Form mufs fi ein constanter Coefßcient und der als unbekannt eingeführte Factor g 
eine lineare Function sein. Da nun aber die vorstehende Gleichung ebenfalls s^ = 
g^bt, wenn wir g gleich Null setzen, so folgt unmittelbar, dafs auch die '^ Gleichung: 

g = 0, 
eine solche Tangente der gegebenen Curve darstellt, die einer Asymptote derselben und 
«war nothwendig der dritten parallel ist. 

Da sich, nach der 281. Nummer, an dne gegebene Curve dritter Ordnung, parallel 
jmit jeder ihrer Asyn^ptoten, vier Tangenten an die Curve legen, und hiemach die Be- 
litbmgspun^e, auf den vier Tangenten, die einer Asymptote parallel sind, mit den Be- 
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i-ührungspniicfen auf den vier einer beliebigen zweiten Asymptoten parallelen Tangenten 
durch sechszehn yerschiedene gerade Linien verbinden lassen , so findet die eben discu- 
tirte Constniction eben so oft ihre Anwendung , und eben so oft können wir, im Allge- 
meinen, der Gleichung einer gegebenen Cunre dritter Ordnung auf verschiedene Weise 
die Form (1) geben. Hiemach erhalten wir den folgenden Satz als vollständige Deutimg 
der Form der Gleichung (1). 

Wenn eine Curve dritter Ordnung gegeben ist, so kann man an die- 
selbe parallel mit jeder ihrer drei Asymptoten, im Allgemeinen, vier Tan- 
genten legen, so dafs man im Ganzen zwölf Tangenten erhält. Die zwölf 
Berührungspuncte auf diesen Tangenten liegen zu drei auf sechszehn ver- 
schiedenen geraden Linien, in der Art, dafs durch Jeden Berührnngspanct 
vier dieser geraden Linien gehen. 

Da wir im Ganzen 64 verschiedene Mal solche drei Tangenten zusammenstellen kön- 
nen, welche den drei Asymptoten parallel sind, so gibt es solcher Zusammenstellungen 
aufser den 16, bei welchen die Berührungspuncte auf den drei Tangenten in gerader Li- 
nie liegen, noch 48. In jeder dieser 48 Zusammenstellungen tritt der schon in der 67. 
Numiner erwähnte Fall ein, dafs in dem von den jedesmaligen drei Tangenten 
gebildeten Dreiecke diejenigen drei geraden Linien, welche die Winkel- 
puacte mit den Berührungspuncten auf den gegenüberliegenden Seiten 
verbinden, in demselben Puncte sich schneiden. 

307. Die Discussion des vorstehenden Satzes gibt neue Aufschlüsse über die Natur 
der Curven dritter Ordnung. Wir wollen mit einiger Ausführlichkeit hierbei verweilen. 

Es können diejenigen Tangenten einer Curve dritter Ordnung, welche einer beliebi- 
gen ihrer Asymptoten parallel sind, entweder alle vier reell, oder zwei reell und zwei 
imaginär, oder endlich alle vier imaginär sein. Aber für jede der drei Asymptoten kann 
nicht zugleich, ohne dafs dabei auf die beiden andern Rücksicht genommen wird, einer 
der drei möglichen Fälle willkührlich vorausgesetzt werden. Der Fäll, daCs die jeder der 
drei Asymptoten einer Curve dritter Ordnung parallelen Tangenten alle vier reeU sind, 
und den wir als den Normalfall betrachten wollen, kann wirklich Statt finden. Wenn 
nemlich die Curve (die 1. Art zum Beispiel) ein zugeordnetes und abgesondertes Oval hat, 
so sind offenbar zwei (reelle) Tangenten dieses Ovals jeder der drei Asymptoten parallel 
Wenn wir nachweisen, dafs aufserdem noch eine reelle Tangente einer der Asymptoten 
parallel ist, so ist dadurch zugleich dargethan, dafs derselben Asymptote auch noch eine 
vierte Tangente parallel ist. Diese Nachweisung liegt aber im vorliegenden Falle für jede 
Asymptote vor Augen, sei es, dafs wir einen solchen Zweig betrachten, der einer der 
x\symptoten sich annähert, nachdem er sie zuvor geschnitten und der offenbar eine dieser 
Asymptote parallele Tangente hat, oder sei es, dafs wir den jedesmal vorhandenen hy- 
perbelartigen Zweig betrachten, welcher ganz in einem von zwei Asymptoten gebildeten 
Winkel liegt , und nolhwendig eine der dritten Asymptote parallele Tangente hat In dem 
fraglichen Normalfalle liefert hiemach der allgemeine Satz eine sechszehnfache Constru* 
ction dreier reellen, in gerader Linie liegenden, Puncte. 

308. In dem Normalfalle der vorigen Nummer ist die gerade Linie: s = 0, bei ei- 
ner sechszehnfachen Bestimmung jedesmal eine reelle, und jedesmal sind auch ihre drei 
Durchschnitte mit der Curve reell. Kann aber überhaupt die Linie: s = 0, reell sein und 
die Curve in solchen drei Puncten schneiden, von welchen zwöi imaginär sind? Wir er- 
halten auf diese Frage eine verneinende Antwort. Wenn nemlich zwei der drei, den drei 
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Asymptoten pandlelen, Tangeiiten inaginär sind, 80 wird in der bezüglichen Gleichung 
"der Carre dritter Ordnung Ton der Form (1) das Product pcjr imaginär, folglich %aaü 
auch, weil die Curve reell ist, damit das Imaginäre sich aufhebe, fis^ imaginär sein, folg- 
lich auch s' und endtich s. 

Sine imaginäre gerade Linie kann eine gegebene Curve in einem reellen Puncte, aber 
nur in einem einzigen, schneiden. Es bringt diefs mit sich, dafs durch denselben Punct 
auch die, mit jener imaginären geraden Linie zusammengehörige, gerade Linie geht, so dafe 
die beHen imaginären geraden Linien durch Gleichungen von folgender Form: 

B'+gY^Ti = 0, s' — s"V^=^l =r 0, 

dargestellt werden , und ihr auf der Curve liegender Durchschnitt zugleich der Durchschnitt 
zweier reellen geraden Linien ist, deren Gleichungen die folgenden sind: 

s' = 0, s" = 0. 

Die beiden letzten Gleichungen sind auf einzige Weise durch eine der beiden imaginären 
geraden Linien bestimmt, und deshalb kann diese die gegebene Curve höchstens in einem 
einzigen Puncte schneiden. 

Da wir auf diese Weise also dargethan haben, dafs die Linie s == 0, wenn sie reell 
ist, die Curve (1) nothwendig in drei reellen Puncten schneidet, und, wenn sie imaginär 
ist, dieselbe nicht in mehr als einem einzigen reellen Puncte schneiden kann,*6Q ergibt 
sich leicht die Unmöglichkeit der folgenden Voraussetzungen. Es können nicht 

1) zweien Asymptoten vier reelle Tangenten und der dritten zwei, 

2) zweien Asymptoten vier reelle /Tangenten und der dritten keine, 

3) einer Asymptote vier reelle Tangenten und jeder der, beiden übrigen zwei, 

4) einer Asymptote vier reelle Tangenten, einer andern zwei und der dritten 

keine, 

5) zweien Asymptoten zwei reelle Tangenten und der dritten keine 
parallel sein. 

Die allgemeinste Form, welche wir, für den Fall dreier reellen Asymptoten, der 
Gleichung (1) Überhaupt b.eilegen können, ist die folgende: 

(p'+n/IH) (q'+x/ZH) (r'+()l^=l) +(^'+^''Kin)(s^+s"r=l)^ =: 0, (4) 
und geht, wenn wir, der Kürze halber, 

setzen,^ in die folgende über: 

(p'+;iV-i)(q'+xVtIl)(r'+pl/Z:i)+S'+S'y=l = 0. 

Es bedeuten hierbei p', q', r', s' und s'' reelle lineare Functionen (die drei ersten dersel- 
ben stellen, wenn wir sie gleich Null setzen, drei den Asymptoten parallele gerade Li- 
nien dar) und ^, x, (», ^' und fi" constante CoefGcienten. Damit aus der vorstehenden 
Gleichung, nach ihrer Entwicklung, das Imaginäre verschwinde, ist, weil sie zugleich vom 
dritten Grade bleiben mufs, unumgänglich nothwendig, dafs' der Ausdruck: 

?PV+^p'r;+^qV— ;rxp+S", (5) 

identisch gleich Null werde, und dann reducirt sich die fragliche Gleichung auf: 

p'qV— (x^'+;r(»q'+;rxr')+S' = 0. (6) 

"Wenn femer die Gleichung (i) die Form der Gleichung (4) annehmen kann, sa kann sie 
zugleich auch folgende Form annehmen: 

(p'^-^rVITI) (q'— xVCTl) (r'-.^;ri) + (/i'-«,a'T/Zn)(8'-s'r=T)» = 0, (7) 
oder, da alsdann 
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aadi die folgende: 

Und diese Gleichung redacirt sieb, Tvcnn yviv berücksichtigen, dafs der Aasdruck bei (5) 
identisch gleich Null ist, wiederum auf die Gleichung (6); so dafs also die Gleichungen 
(4) und (7), beide von derselben Form, beide dieselbe Curve dritter Ordnung dar- 
stellen. 

Man überzeugt *sich. sogleich, dafs durch die Gleichung: S" = 0, ein System von zwei 
geraden Linien dargestellt wird, deren Durchschnittspunct derselbe ist, ab der Durch- 
schmttspunet der beiden imaginären Linien S: 

8'+s'r:=l = 0, s'-8"i/^ri — 0, (8) 

oder, was dasselbe heilst, der beiden reellen geraden Linien: 

s' = 0, s" = 0, 

Da der Ausdruck (5) identisch gleich Null wird, so stellt die Gleichung 

Qp'({+xpV+7i(^r^—!rtxQ = 0, (9) 

eben dasselbe Linien -System dar. Wenn wir in dieser letzten Gleichung das constante 
Glied nxq vernachlässigen, so stellt dieselbe, im Allgemeinen, einen Kegelschnitt dar, wel- 
cher durch die drei Durchschnittspuncte je zweier der drei geraden Linien: 

p' = 0, q' = 0, r' = (10) 

geht^ und diesem Kegelschnitte ist der durch die vorstehende Gleichung dargestellte ähn- 
lich. Soll dieser in ein System von zwei geraden Linien fibergehen, so muCs es der eben 
bezeichnete also auch, und diefs setzt voraus, daCs eine der beiden, diesen Kegelschnitt 
vertretenden, geraden Linien eine der drei Linien (10), und die andere irgend eine sol- 
che isty die durch den Durchschnitt der beiden übrigen dieser drei Linien geht. Hier- 
durch wird bedingt, dafs einer der drei unbestimmten Coefiicienten 7t, x und g verschwinde; 
setzen wir etwa ^ r= 0, so geht die Gleichung (9) in die folgende über: 

(xp'-t-jrqV = 0. 
Es schneiden sich hiemach die beiden Linien S, welche durch die Gleichungen (8) dar- 
gestellt werden y in Uebereinstimmung mit dem Frühem auf der Tangente r' = 0. 

Wir sind also zu dem Schlüsse gekommen, dafs die Gleichungen (4) und (7) in ih- 
rer allgemeinen Form unstatthaft sind, und dafs sich diese Form nothwendig auf fol- 
gende Weise particularisirt : 

(p'±Ä>cri) (q'±x>cri)r'+<^'db/T/3i)(8'±ß''Kz:i)« -= o. 

Früher haben wir gezeigt, dafs, in dem Falle dreier reelkn AsjraptoteQ, wemi die 
.die Linie S reell ist, diese Liüie die Curve io^mer in drei reellen Pnnctea schneidet; jetzt 
sehen wir, dafe, wena die Linie S imaginär ist, sie der Curve immer in einem einzigen 
reellen Puncte begegnet, und daCs durch diesen Punct alsdann «ine zweite solche gerade 
Linie geht. Da hiernach die in gerader Linie liegenden drei Berüfcrungsponcte anf drei 
den Asymptoten parallelen Tangenten einer Curve dritter Ordnung nicht alle drei imagi- 
när sein können, so ist, neben der Unmöglichkeit der oben schon ausgeschlossenen fünf 
Fälle, auch noch die Unmöglichkeit der folgenden beiden dargethao. Es können 

6) die jeder der drei Asymptoten parallelen Tangenten nicht alle vier imagi- 

när, noch 

* - > ■ 

7) blofs zwei, einer einzigen der drei Asymptoten parallelen, Tangenten reell sein. 
Als mögliche Fälle bleiben uns hiernach bloCs drei übrig.- Es können 
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1) jeder der drei Asymptoten vier, 

2) jeder derselben zwei, oder endlich 

3) einer derselben vier und den beiden übrigen Asymptoten keine Tangenten 

parallel sein. 
809. Um die Ucoberstcht der vollständigen Consiroction des Satzes der 306. Nummer 
na erleiditerny wollen wir die vier Berührongsponcte auf den Tier jeder der drei 'Asyn^ 
ptoten parallelen Tangenten auf die naehstebende Weise bezeichnen: 

Pi> Pa» Pf» P*; Qi, Qu Qa, Qi'; Ri» R«» Rs» R*» 

Alsdann erhaltan wir folgendes Schema zur Bestimmung derjenigen sechszehn geraden 
Linien 9 von denen jede drei dieser zwölf Berührungspuncte verbindet: 

PiQiRi, PsQaRi, P.QaRa, PsQ^Ra , 
PiQaR*, PaQ4R,, PiQsR*, P3Q1R4, 
P2Q1R., PiQaRa, P1Q4R3, P4Q1R3, 

PaQ.Ri, P4Q4R., PtQ4R4, P4Q1R4. 

In diesen Schema ist die Bezeichnung der Berührungspuncte anf den, sweien Asymptoten 
parallelen, Tangenten willkührlich; sobald diese Bezeichnung aber einmal feststeht, ist die 
Bezeichnnog der Berührungspuncte auf den, der dritten Asymptote parallelen , Tangenten 
^eiD# ToUkommen bestimmte. R|, R,, Bg und B« sind zum Beispiel diejenigen Berührungs* 
puncte, welche etwa bezüglich mit P| und Qi, P| und Q,, Pi und Q« und P| und Q3 
in gerader Linie liegen, während wir die letztgenannten Puncte in beliebiger Ordnung 
nehmen können. 

Wenn wir voraussetzen, dafs in dem zweiten der drei möglichen Fälle (308) etwa 
die drei Puactenpaare P, und P4 , Q3 und Q« , R, und R4 imaginär sind, so zeigt das vor- 
stehende Schema, dafs alsdann von den sechszehn Linien S'nur Tier reell sind. Diese 
Linien entsprechen der ersten Yertical-Columne des obigen Schemas, und bilden eine voll- 
ständige vierseitige Figur, deren sechs Winkelpuncte die sechs reellen Berührungspuncte 
Pi und Pa, Qi und Q2, Ri und R« sind. 

In dem Falle, dafs alle zwölf Berührungspuncte reell sind, lajBsen sich auf vierfache 
Weise sechs derselben so auswählen, dafs dieselben die sechs Winkelpuncte einer voll- 
ständigen vierseitigen Figur sind. Dieser vierfachen Zusammenstellung entsprechen als- 
dann die vier Yertical-Columnen des Schemas. 

310. Wenn eine Curve dritter Ordnung einen Doppelpunct hat, so reducirt sich 
die Zahl derjenigen Tangenten desselben, die irgend einer gegebenen geraden Linie und 
insbesondere einer Asymptote derselben parallel sind, im Allgemeinen um zwei Einheiten, 
iadem wir die beiden Tangenten, welche in eine durch den Doppelpunct gehende gerade 
Linie zusammenfallen, nicht mehr als Tangenten betrachten (282). Denkt man sich zum 
Beispiel, dafs eine Curve mit einem zugeordneten Ovale, welche vier jeder Asymptote pa- 
rallde Tangenten hat, allmälig sich so umgestaltet, dafs das Ovar in einen zugeordneten 
Punct übergebt und dano imaginär wird *), so nähern 'sich zwei jener vier, jeder der drei 
Asymptoten parallelen, Tangenten einander immer mehr, fallen zusammen, indem sie auf- 
boren, im engem Sinne des Wortes Tangenten zu sein, und werden dann imaginär.. Hat 
eine Curve dritter Ordnung folglich einen isolirten Punct, so sind jeder ihrer Asymptoten 



') Eine solche Uingestaltong der Carre en'rspricTit zam Beispiel, wenn wir dieselbe durch die Gleichung: 

pqr-+-/i8 =5 0, 
darstellen, einer versdiiedenen Amuhme des consUnten CoefBcienten ft. 
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zwei reelle Tangenten parallel, und der allgemeine Satz der 306. Nummer liefert hier also 
nur viermal drei Puncte, die in gerader Linie liegen. Wenn wir das allgemeine Schema 
der vorigen Nummer auf den vorliegenden Fall anwenden wollen, so ist. klar, dafs sechs 
der zwölf Berührungspuncte, für die 'wir P, und P«, Q, und Q«, R3 and n4 nehmen kön- 
nen, in dem isolirten Puncte zusammenfallen, wonach die geom^ische Bedeutung der 
letzten drei Yertical-Columnen wegfällt, und nur die erste derselben viermal drei Poncte^ 
die in gerader Linie liegen, ohne dafs sie zusammenfallen, anzeigen. 

Wenn wir überhaupt eine-Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpuncte als Ueber- 
^gangs-Curve zwischen zweien andern Curven dieser Ordnung betrachten, so hat die eine 
dieser beiden Curven zwei mit jeder ihrer Asymptoten parallele Tangenten, und die an» 
dere entweder vier jeder oder nur vier einer einzigen Asymptote parallele Tangenten. 
Dafs diese beiden Fälle die bi^iden einzig möglichen sind, sehen wir sogleich, wenn wir* 
ei:wägen, dafs die Anzahl der Tangenten der einen Curve die jeder ihrer Asymptoten 
parallel sind, die Anzahl der dieser Asymptote parallelen Tangenten der andern Curve 
nothwendig um zw«i Einheiten tibersteigt oder um zwei Einheiten , geringer ist, als diese;, | 

und zugleich die .Beschränkungen tiber die mögliche Anzahl der den drei Asymptoten pa< | 

rallelen reellen Tangenten berücksichtigen (308). Der erste Fall tritt nicht nur dann ein, \ 

wenn die Uebergangs- Curve einen isolirten Punct hat, sondern auch dann» wenn sie ^e 
Schleife bildet; in dem zweiten Falle schneiden sich zwei Zweige der Curve, ohne eine 
Schleife zu bilden. In dem ersten Falle hat die Curve mit dem Doppelpuncte jedesmal 
zwei jeder' ihrer Asymptoten parallele Tangenten, in dem zweiten Falle hat sie nur zwei 
einer einzigen Asymptote parallele Tangenten. 

Wenn ein Curve dritter Ordnung einen Rückkehrpunct hat, so reducirt sich die 
Anzahl ^er jeder ihrer drei Asymptoten parallelen Tangenten auf Eins, weil drei Tau- 
genten, die alsdann im eigentlichen Sinne keine Tangenten mehr sind, in derjenigen durch 
den Rückkehrpunct gehenden geraden Linie, welche dieselbe Richtung hat, zusammenfal- 
len (282). Die Berührungspuncte auf den drei einzigen den drei Asymptoten parallelen 
Tangenten liegen in gerader Linie. 

311. Wenn eine der drei AsymptQten der Curve dritter Ordnung, etwa die erste, J 

eine osculirendc ist, so fällt eine der vier ihr parallelen Tangenten mit ihr zusammen, ^ 

und einer der vier durch P^, P,, P3 und P4 bezeichneten Berührungspuncte liegt auf ihr 
unendlich weit. Dieser unendlich weit entfernt liegende Berührungspunct sei P^, alsdann 
sind die folgenden vier, der im allgem^nen Schema bezeichneten, geraden Linien: 

PiQiRi, P1Q2R2, P1Q3R4, P1Q4R3, 

unter einander und mit der osculirenden Asymptote parallel. UeberdieCs liegen in diesem 
Falle, nach der 281. Nummer, die Puncte P^, P3 und P4 alle drei auf derjenigen geraden 
Linie, welche durch den Durchschnitt der beiden nicht osculirenden Asymptoten geht and 
das vpn diesen auf der osculirenden Asymptote interceptirte Segment balbirt. Die vreitere 
Discussion dieses Falles ist der des allgemeinen ganz analog. 

Wenn die Asymptoten der Curve alle drei osculirende sind, so liegen .drei 
der zwölf Berührungspuncte auf den drei Asymptoten unencllich weit und sind aus diesem 
Grunde als in gerader Linie liegend anzusehen. Wir wollen Pj, Q-| u^d R^ für diese 
drei Puncto nehmen. Yoti den sechszehn geraden Linien des allgemeinen Falles liegt also 
eine unendlich weit, es sind drei derselben jeder der drei Asymptoten parallel, und man 
erhält nur noch die folgenden sechs geraden Linien, von welchen jede durch solche drei 
Berührungspuncte geht, deren keiner unendlich weit liegt : 
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PaQiR«, PaQaRa, PaQaBa, 

P^QaRa, PaQ^Ro P4QaR4. 

UeberdieOs liegen die durch gleichnamige Symbole bezeichneten Puncte: P,, P3, P4, Q^, 
Q,, Q« und R«, Rs» R4 auf denjenigen drei geraden Linien, welche die drei Winkel- 
pancte des, von den drei Asymptoten gebildeten, Dreiecks mit den Mitten auf den gegen- 
überliegenden Seiten desselben verbinden. 

312. Wir sollen uns nun rar Betrachtang des Falles, daCs zwei Asymptoten der 
Curve dritter Ordnung imaginär sind, wenden. Zwischen den vier imaginären Tangenten, 
welche einer der beiden imaginären Asymptoten parallel sind, und den vier der andern 
imaginären Asymptote parallelen Tangenten, besteht alsdann eine solche Abhängigkeit, dafis, 
wenn wir jene durch die Gleichungen: 

q. + r.VCIT = 0, q,+r/ia = 0, q3+r3V=T = 0, q^+r^V^H = 0, 

darstellen, yrir für die Gleichungen von diesen die folgenden erhalten: 

qi—ry^ = 0, q, — r^VCn; = 0, q^ — T^yZri = 0, q, — r^l/ZTi = 0. 

Hiemach ergeben sich die folgenden beiden Formen für die Gleichung der Curve: 

(p'+^VZl) (q,+r,/=l) (q,_r.Viri)+S, + S/=T = 0, (11) 

(p'+Ji/^H) (q,+r,V-l) (q^_r,)/Zn)+S,+S,>Cn[ = 0. (12) 

Die erste dieser beiden Formen reducirt sich auf: 

(p'+;jVcri)(p,>+ri')+s,-HS/:ri = o, 

und verlangt y dals 

<qi*+r4«) + Sa = 0. 
Diese identische Bedingungs- Gleichung ist unstatthaft, weil sie aussagt, dafs zwei imaginäre 
Linien S mit zwei den beiden imaginären Asymptoten parallelen Tangenten zusammenfal- 
len. Die Linie S ist hiernach im vorliegenden Falle nothwendig reell, wonach die Form 
der Glüchung (11) auf folgende Weise sich particuldrisirt: 

pW+r,»)+^^ = 0. (13) 

Wir ziehen hieraus den Schlufs, dafs immer vier der sechszehn geraden Linien S reell 
sind. Die übrigen zwölf sind nothwendig imaginär. Diesen entspricht die Form der 
Gleichung '(12), wobei ein doppelter möglicher F9II zu unterscheiden ist: es schneidet die 
Linie S die Curve entweder in drei Puncten, die alle drei imaginär sind, oder von 
welchen einer reell ist; im ersten Falle ist die bezügliche, der reellen Asymptote pa> 
rallele, Tangente imaginär, im zweiten Falle reell. 

Weil die Gleichung der Curve sich immer auf die Form (13) bringen läCst, können 
die der reellen Asymptote parallelen Tangenten nicht alle vier imaginär sein. Es sind ihr 
also entweder vier reelle Tangenten oder zwei parallel. In dem Falle vier reeller 
Tangenten schneidet jede der zwölf imaginären Liuien S die Curve in einem der reellen 
. Berühmngspuncte auf diesen Tangenten.. In dem Falle zveeier reellen Tangenten schnei- 
den nur vier der zwölf imaginären Linien S die Curve in einem reellen Puncte. Wir fin- 
den diefs leicht durch das allgemeine Schema der 309. Nummer bestätigt. Denn bezeich- 
nen wir, nach der obigen Aufeinanderfolge der den. beiden imaginären Asymptoten paral- 
lelen Tangenten, die Berührungspuncte auf denselben durch Q^, Q,, Q3, Q4 und R|, fi^y 
B«, R4, so sind Pi und P^ immer zwei reelle Berührungspuncte; in jedem derselben schnei- 
den sich zwei der vier reellen Linien S. Diesen entspricht: 

PiQiRi, PiQ.Ra, P2Q3R8, P.Q4R4, 

während die zwölf imaginären Linien S durch folgende Symbole bezeichnet .werden: 



278 Dritter Abschn. Die Gorven dritter Ordnung. 

P.Q3R4, P1Q4R3, P,QiR«, , P1Q.R1, 

P3Q3R1, PaQaRs, P^QaR«, P4QiR3, 

P3Q4Ra> P8QlR4»- P4Q4Rl> - P4QaR4- 

In dem Falle, dafs der reellen Asymptote nur zwei reelle Tangenten paralld sind, haben 
die acht Linien S, die den letzten acht Symbolen entsprechen , keinen rellen Punct mit 
der Gurre gcinein. 

313. Wir erhalten sogleich diejenigen Modificationen, welche der allgemeine Salz 
der 306. Nummer in dem Falle, dafs die Gurve dritter Ordnung parabolische Asjm- 
ptoten bat, erleidet. Zwei geradlinige Asymptoten der Gurve sind alsdann nämlich als 
unendlich weit liegend und den Durchmessern der -parabolischen Asymptoten parallel an- 
zusehen. Es gibt im Allgemeinen, paralld mit diesen Durchmessern, vier, und parallel 
mit der nicht unendlich weit entfernten geradlinigen Asymptote, drei Tangenten der Gurve. 
Legt man hiernach eine gerade Linie durch den Berührungspunct auf einer der letztge* 
nannten drei Tangenten und durch den Berührungspunct auf einer der erstgenannten vier 
Tangenten, so schneidet diese gerade Linie die Gurve noch in einem dritten Puncte, und 
dieser ist der Berührungspunct auf einer zweiten der fraglichen vier Tangenten. Hiernach 
erhalten wir den nachstehenden Satz: 

Die BerühruDgspuncte auf denjenigen, vier Tangenten einer Gurve 
dritter Ordnung mit parabolischen Asymptoten, welche der Durchmesser- 
Richtung dieser Asymptoten parallel sind, bilden ein Viereck, dessen 
Diagonalen und gegenüberliegenden Seiten sich in den drei Berührnngs- 
puncten auf denjenigen Tangenten der Gurven, welche der geradlinigen 
Asymptote parallel sind, schneiden. 

Die Gleichung (1) nimmt für den vorliegenden Fall ^ folgende Form an: 

P(q'-x')+^' = 0. (U) 

Die Geltung dieser Form rechtfertigt die obige Uebertragung des allgemeinen Satzes« 

Aehnlich wie bei den bisher 'betrachteten beiden Haupf-Glassen von Gurven dritter 
Ordnung erhalten wir auch bei Gurven dritter Ordnung mit parabolischen Asymptoten drei 
verschiedene Fälle zu unterscheiden. Es können erstens die drei der geradlinigen Asym- 
ptote und die vier der DurcBmesser- Richtung parallelen Tangenten der Gurve reell sein, 
was dann der Fall ist, wenn diese ein zugeordnetes Oval hat (die 159. Art). Die Form 
der Gleichung (14) besteht alsdann auf sechsmalige reelle Weise. 

Es können zweitens die der geradlinigen Asymptote parallelen Tangenten, alle drei, 
reell ond die der Durchmesser- Richtung parallelen, alle vier, imaginär sein. Alsdann sind 
von den sechs Linien S nur zwei reell, und diesen 'entspricht die Form: 

p(q*+x^)+A«* — 0. (15) 

Die vier übrigen Linien S sind imaginär, und jedem Paare derselben entspricht eine Glei- 
chung von folgender Form: 

p(q+X|±x,>CIl)(qH.x\±x',l/irT) + (/i,=4=/i/=:i)(s,± = 0. 

Es können -drittens eine der geradlinigen Asymptote und zwei der Durchmesser- 
Richtung parallele Tangenten reell sein. Alsdann sind von den sechs Linien S wiederum 
.nur zwei reell, auf einer derselben liegen die drei reellen Berührungspuncte, die andere 
derselben geht durch «den Berührungspunct auf derjenigen reellen Tangente, welche der 
geradlinigen Asymptote parallel ist. Diesen beiden reellen Linien S entsprechen die bei- 
den Formen (14) und (15). Die vier übrigen Linien S sind imaginär, und schneiden 
sich 9 paarweise, in den beiden Berührungspuncten auf den beiden -reellen, d^r Durchmes* 
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» 

aer-Riditaiig parallelen, Tangenten; jedem Paare dieser Linien entspricht eine Gleichung 
^•n folgender inagiDären Form: 

(pi^KITl) q(q+x,±x,>Cri)+(^a,=fc^,V=T)(8i±s,1^31)' = 0. 

Wenn eine Corve dritter Ordnung mit parabolischen Asymptoten einen Doppel- 
punct hat, so erhalten vfir ParticuIarisatioDen, die den frühern ähnlich sind. Wenn sie 
einen conjugirten isolirten Punct hat (die 160. Art), oder ifvenn sie eine Schleife bildet 
(die 170. Art), so behält sie, im engem Sinne des Wortes, nur noch eine der gcradlini- 
gen Asymptote, nnd zwei der Durchmesser -Richtung parallele Tangenten. Die BeriÜi- 
Tongspuncte auf diesen drei Tangenten liegen in gerader Linie. 

Wenn die geradlinige Asymptote der Curve eine psculirende ist, so bilden die 
Berührungspuncte auf den vier der Durchmesser- Richtung parallel^ Tangenten ein Paral- 
lel- Trapez, dessen parallele Seiten der geradlinigen Asymptote parallel sind. Es schnei- 
den sich femer die beiden übrigen Seiten dieses Trapezes in dem einen und die beiden 
Diagonalen desselben in dem andern Bcrührangspuncte anf den. beiden der geradlinigen 
Asymptote parallelen Tangenten. 

314. Die Gleichung (I) behält ihre geometrische Bedeutsamkeit endlich auch indem 
Falle noch, dafs ^rir sie auf folgende Weise particularisiren: 

P(p+x)(p+x')-|./*s^ = 0. 
Indem wir alsdann f+l(x^x') =e p setzen und durch X und y gehörig za bestimmende 
Constante bezeichnen, können wir diese Gleichung auch folgendergestalt schreiben: 

woraus wir sehen, dafs im vorliegenden Falle die Curve dritter Ordnung semicubische 
Parabeln zu ihren Asymptoten hat. Aus der ursprünglich angenommenen Form tritt also 
in Evidenz/ dafs die Curve alsdann drei solche parallele Tangenten hat, auf welchen die 
Berührungspuncte in gerader Linie-, und zwar auf der Tangente, im Rückkehrpuncte ihrer 
oscnlirenden semicnbi- parabolischen Asymptote liegt. 

Wenn die Corve dritter Ordnung insbesondere entweder erstens zwei parallele 
Tangenten hat, oder zweitens eine Trident- Curve, oder drittens eine cubische Para- 
bel ist, so verliert die Form der Gleichung (1) ihre geometrische Bedeutung. 

315. Wir können die Gleichung (1) auch unter der folgenden Form schreiben: 

s» —'*' 

and dann den ersten Theil dieser Gleichung, der für alle Puncte der Curve constant 
bleibt, leicht geometrisch constrairen. Indem wir fi als eine unbestimmte Constante anse- 
hen, können wir den vier ganzen und linearen Functionen p, q, r und s insbesondere auch 
Se Bedentung kürzester Abstände von den vier geraden Linien: 

p Ä 0, q = 0, r = 0, 8 = 0, 

beilegen, wonach die metrische Relation, welche die vorstehende Gleichung ausdrückt, so* 
g;lei€h sich ergibt* Wir bemerken zugleich, dafs der Werth des Productes pqr von einem 
Puncte einer gegebenen Curve zum. andern sein Zeichen nicht ändern kann; betrachten 
wir also das von den bezüglichen drei, den Asymptoten parallelen, Tangenten gebildete 
Dreieck, so liegen alle Puncte der Corve entweder innerhalb des Dreiecks und innerhalb 
d^ drei Scheitelwinkel der Innenwinkel dieses Dreiecks, oder es liegen alle Puncte in- 
nerhalb der drei von einer Seite des Dreiecks und den Verlängerungen der |edesmaligen 
beiden andern Seiten gebildeten unendlichen Flächenrttume« 
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316. Während der allgeineihe Satz der 306. Nfnnmery wenn die Oirre dritter Ord- 
nung einen Doppelpunct hat, seine geometrische Bedeutsamkeit in Beziehung auf die durch 
diesen Doppelpunct gehenden, den Asymptoten, parallelen und als Tangenten zu betrach- 
tenden, geraden Linien verliert^ besteht die metrische Relation der Torigen.. Nummer auch 
noch für diesen Fall. Weil alsdann die Linie 8 = durch den Doppelpunct, oder den 
Durchschnitt zweier, etwa der beiden ersten, der drei den Asymptoten parallelen geraden 
Linien: 

p = 0, q = 0, ' r = 0, (1) 

geht, so können wir die Gleichung (1) auf die folgende Form bringen: 

pqr+/i(p+Aq)» = 0. (2) 

Die Anzahl der Constanten in dieser Gleichung hat sich auf acht reducirt, weil ihre Form 
voraussetzt, dafs die bezügliche Curvc dritter Ordnung einen Doppelpunct habe. Um die 
Natur dieses Doppelpunctes näher zu bestimmen, wollen wir, wie früher: 

pHhq+r = /?, 
setzen, unter dieser Yoraussetzung zweimal nach einander die Gleichung (2) differentii- 
ren und dann p = 0, q = 0, und also r = /? nehmen. Auf diesem Wege 6nden wir 
sogleich: ' 



(a|)-<*+|)a5-- = »^ 



eine Gleichung zweiten Grades in ^, durch, deren Wurzeln die Richtung der beiden 

Tangenten im Doppelpuncte der Curve (1) bestimmt wird. Je nachdem die beiden Wur-^ 
zeln dieser Gleichung reell oder imaginär oder einander gleich sind, d. h. je nachdem der 
folgende Ausdruck: 

positiv oder negativ oder gleich Null ist, ist der fragliche Punct ein eigentlicher Doppel- 
punct, oder ein conjugirter isolirter Punct, oder ein Kückkehrpunct. Der letzte Fall wird 
also durch eine der folgenden beiden Bedingungs- Gleichungen angez^eigt: 

/9 = 0, iHfi+ß = 0. (3) 

Die erste der beiden vorstehenden Bedingungs -Gleichungen fordert, dafs die drei ge« 
raden Linien ( 1 ) alle drei in demselben Puncte sich schneiden, wonach die Gleichung (2) 
die folgende Form mit sieben Constanted annimmt: 

pq(p+yq)-*-i"(p-*-^q)* = o. (4) 

Die gerade Linie: 

8 = p+Aq ==0, 
fällt alsdann mit der Tangente im Rückkehrpuncte zusammen, weil ihre Durchschnittspuncte 
mit der Curve alle drei in diesem Puncte sich vereinigen. Wenn eine Curve dritter Ord- 
nung mit einem Doppelpuncte gegeben ist, so können wir also, im Allgemeinen, nicht 
drei durch den Doppelpunct gehende und d^n drei Asymptoten der Curve parallele ge- 
rade Linien für die durch (1) dargestellten nehmen, um alsdann die Curve durch eine 
Gleichung von folgender Form auszudrücken: 

pqr+^s' = 0; 
wir können diefs nur in dem besondern Falle, dafs der Doppelpunct ein Kückkehrpunct 
ist, und dann ist die Tangente der Curve in diesem. Puncte die Linie s =: 0. 

Kach der zweiten der beiden Bedingungs -Gleichungen (3) läfst sich die eine der ba- 
den 
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d&k Conetanten fA nnd X durch die andere auf lineare Weise bestimmen, so dafs sich 
also auch wiederum die Ansah! der Constanten in der Gleichung der Curve auf sie- 
ben reducirt. Alsdann gehen die beiden ersten der drei geraden Linien (1) durch den 
RQckkehrponct der Ciwe und sind irgend zweien Asymptoten derselben parallel, während 
die dritte dieser Linien eine der dritten Asymptote parallele Tangente ist. 

317. Die Einfachheit der Gleichung: 

Tpqr+fAS^ = 0, (1) 

bringt, als nothwendige Folge, neue einfache Constructionen einer Curve dritter Ordnung 
mit sich. Wir wollen diese Constructionen- hier indefs mehr andeuten als ausführen. 

Wir können die Gleichung (1) durch Einführung einer neuen Constanten X auf fol- 
gende Form bringen: 

p(qr+As) + s(/«8 — Ap) = 0, 
nnd dieselbe alsdann befriedigen, indem wir 

qr+As ;= 0, und zugleich fis — Ap = 0, (2) 

setzen. Die erste dieser beiden Gleichungen stellt, was ihre Form zeigt, einen Kegel- 
schnitt dar, dessen Asymptoten zweien Asymptoten der Curve dritter Ordnung parallel 
sind, und der durch die beiden Berührungspuncte auf den diesen beiden Asymptoten pa- 
rallelen Tangenten, Q und fi, der Curve dritter Ordnung geht. Die zweite der beiden 
Gleichungen (2) stellt eine solche gerade Linie dar, welche durch den Berührungspunct 
auf der, der dritten Asymptote parallelen, Tangente P geht. Bei verschiedener Annahme 
des unbestimmten Coefficienten A, ändert der fragliche Kegekchnitt seine Form, wäh- 
rend die in Rede stehende gerade Linie sich um den festen Berührungspunct auf der 
Tangente P dreht. 

Wenn anfser den drei den Asymptoten der zu construirenden Curve parallelen Tan- 
genten P, Q und R und den drei in gerader Linie S liegenden Berührungspuncten auf 
denselben, noch irgend ein Punct M der Curve gegeben ist, so ist der Coefficient fi ihrer 
Gleichung (1), und folglich die Curve selbst, gegeben. Den oben bezeichneten Kegel- 
schnitt können wir durch denselben Punct M legen; dadurch wird der Coefficient X und 
somit nicht nur dieser Kegelschnitt selbst, sondern auch diejenige gerade Linie vollkom- 
men bestimmt, welche durch die zweite der Gleichungen (2) dargestellt wird und durch 
die beiden Durch^chnittspuncte des Kegelschnittes und der zu construirenden Curve drit- 
ter Ordnung geht. Der Punct -M ist einer dieser beiden Durchschnittspuncte. Die frag- 
liche gerade Linie ist dadurch, dafs sie durch diesen Punct und den Berührungspunct auf 
der Tangente P geht, gegeben. Indem wir also den zweiten Durchschnittspnnct dieser 
geraden Linie und jenes Kegelschnittes construiren, finden wir einen neuen Punct der zu 
construirenden Curve. Diese Construction läfst sich bekanntlich sehr leicht, auch ohne 
die Curve zweiter Ordnung selbst zu zeichnen, etwa nachdem, gehörig modificirteu, Pas- 
ca Ischen Satze ausführen. 

Da wir die Berührungspuncte auf den drei gegebenen Tangenten in beliebiger Ord- 
nung zusammenstellen können, so gibt dieselbe Constructionsweise, im Allgemeinen, ähn- 
lich wie die Constructionen des dritten Paragraphen dieses Abschnittes,' beliebig viele 
Poncte der zu construirenden Curve» Die in Rede stehende Construction einer Curve 
dritter Ordnung stimmt mit derjenigen einer Curve zweiter Ordnung, wenn drei Puncte 
derselben nnd die Richtung ihrer Asymptoten gegeben sind, überein; mit dem einzigen 
Unterschiede, dafs, während man hier einen neuen Punct der Curve auf jeder beliebigen, 
durch einen der drei gegebenen Puncte gehenden, geraden Linie erhält, diese gerade Linie 
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für. den Fall einer Corve dritter Ordnung , dadurch eine yoUkommen bestimmte wird, daCs 
sie aufser durch den Punct M auch noch durch einen festen Punct (den Berührungspunct 
auf der dritten Tangente) gehen mufs. Jeder neue Constructionspunct dieser Gurre ist 
hiernach anzusehen als ein zu bestimmender Punct einer veränderlichen Curve zweiter 
Ordnung, welche durch zwei feste Punct e geht und deren Asymptoten eine gegebene Rich- 
tung haben. 

318. Wir können die Gleichung ( 1 ) mit Einführung einer neuen Constanten auch 
auf nachstehende zwiefache Weise schreiben: 

p(qr -♦- As*) — s*(Ap — ^) = , 

(p+A')qr — (;;qr— /AS^) = 0. 
Diese beiden Formen führen , wenn wir Xk*+fi = setzen , übereinstimmend m den bei- 
den Gleichungen: 

qr+As* = 0, Äp — fi = 0, 

durch welche, wenn sie zugleich bestehen, die Gleichung (1) befriedrigt wird. Die erste 
dieser beiden GLeiqhungen stellt irgend einen Kegelschnitt dar, welcher die beiden gera- 
den Linien Q und R auf der Linie S, folglich in denselben Puncte'n berührt, als die Gurre 
dritter Ordnung es thut; die zweite Gleichung stellt eine gerade Linie dar, welche einer 
Asymptote dieser Gurre parallel ist. Die Durchschnitte jenes Kegelschnittes und dieser 
geraden Linie liegen, bei jeder Annahme der Constanten A, auf der zu oonsbruirenden 
Curve (1). Sind daher die vier geraden Linien P, Q, R und S und irgend ein Punct 
M der Curve gegeben, so erhalten wir zunächst drei neue Punct e, die auf drei durch M 
gehenden geraden Linien liegen, die den drei erstgenannten gegebenen geraden Linien pa- 
rallel sind, und dann beliebig viele neue Puncte, und zwar nach* demselben Verfahren, 
nach welchem man neue Puncte eines Kegelschnittes erhält, der zwei gegebene gerade 
Linien in zwei gegebenen Puncten berührt, und überdiefs noch durch einen dritten gege- 
benen Punct geht. 

319. Wir können die allgemeine Gleichung (1), mit Einführung einer neuen Con- 
stantdn, endlich auch noch auf folgende Weise schreiben: 

p(qr+Ap)-|-(^« — Ap^) = 0, 
und diese Gleichung befriedigen, indem wir zugleich 

qr+Ap = 0, jUs» — Ap* = 0, 

setzen. Die erste dieser beiden Gleichungen stellt irgend einen Kegelschnitt dar, welcher 
die beiden letzten der drei geraden Linien P, Q und R auf der ersten derselben berührt. 
Die zweite dieser Gleichungen stellt ein System von zwei "solchen geraden Linien dar, 
welche mit den Linien P und S vier Harmonicalen bilden. Jener Kegelschnitt wird von 
diesen beiden geraden Linien in vier Puncte^ der zu construirenden Curve (1) geschnit- 
ten. Ist einer dieser vier Puncte gegeben, so können wir die drei übrigen finden, jedoch ' 
nur einen derselben auf lineare Weise. Es liegt dieser Punct auf derjenigen geraden Li- 
nie, welche den gegebenen* Punct mit dem Durchschnitte der beiden Linien P and S ver- 
bindet, und ist derselbe, welchen die andere Constructionsweise der 217. Nummer schon 
geliefert hat« Die Construction der beiden übrigen Puncte, welche auf der vierten Har- 
monicalen zu den Linien P, S und den eben bezeichneten liegen, ist vom zweiten 'Grade. 
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§. 8. 

DtecaMlon der allg^enneiiien Gleiehnny der Cnrven dritter 

Ordnii]i§r unter der Form pqr+fis' = 0. 

320. Indem Tfir, wie 1>i8ber, durch p, q, r und 8 lineare Functionen und durch fi 
eine Constante bezeichnen, können wir die Gleichung: 

pqr+^8» = 0, (1) 

weil sie nenn unabhängige Constante enthält^ als die allgemeine Gleichung der Cur- 
▼en dritter Ordnung betrachten. Wir erhalten also, indem wir die Form der Torstehen- 
den Gleichung deuten, eine neue allgemeine, characteristische Eigenschaft dieser Curven. 

Um die obige Gleichung zu befriedigen, können wir nach einander: 

p = 0, ' q = 0, r = 0, (2) 

and jedesmal zugleich: 

s» = 0, 
setzen. Wir sehen hieraus, dafs die drei ipurchschnitte jeder der durch die drei Glei- 
chungen (2) dargestellten geraden Linien, P, Q und R, in einem und demselben Puncte zu- 
sammenfallen. Die drei ausgezeichneten Puncte, welche wir auf diese Weise erhalten, 
liegen auf einer einzigen geraden Linie S. Die drei geraden Linien (2) sind Tangenten 
der Cmre, die Ordnung der Bertihrung aber' ist eine höhere, sie osculiren die Curve. 
Wir haben sie Inflexions- oder "Wendungs-Tangenten und die Berübrungspuncte 
auf denselben Inflexions- oder Wendungs-Puncte genannt. Die Form der Glei- 
<5hung (1) schliefst also den folgenden Satz ein: 

Die Wendungspuncte einer Curve dritter Ordnung liegen zu drei in 
gerader Linie. 

321. Die Gleichung (1) zeigt, dafs der Ausdruck ^-^, wenn wir ihn nach einander 

anf die verschiedenen Puncte der bezüglichen Curve beziehen, immer denselben Werth 
. behält. Hiernach ergibt sich .eine metrische Fundamental -Relation, welche, .bei verschie« 
dener Bestimmung der linearen Functionen,, unter verschiedener geometrischer Aussage sich 
darstellt 

Da überdiefs der besagte Ausdruck für jeden Punct der Curve einen Werth mit , 
demselben Zeichen hat, so erhalten wir, wenn die drei Inflexions -Tangenten und die 
Linie S gegeben sind, Bestimmungen, die denen der 165. Nummer ganz analog sind, über 
diejenigen von diesen vier geraden Linien gebildeten FlächenrSume, in welchen die beztig- 
licbe Curve sich erstrecken kann. Insbesondere ergibt sich, dafs die Inflexions -Tangenten 
die Curve zugleich berühren und schneiden. 

322. Die UnvoUständigkeit des Satzes der 320. Nummer springt in die Augen; denn 
es ist ganz unerörtert geblieben, ob wir der allgemeinen Gleichung der Curven -dritter 
Ordnung nur auf eine einzige oder mehrfache Art die Form der Gleichung (1) geben 
können. Nachdem wir aber in dem 6. Paragraphen die Anzahl der Wendungspuncte der 

, Curven jeder beliebigen, und der dritten Ordnung insbesondere, auf directem Wege be- 
stimmt haben, so können wir leicht den fraglichen Satz vervollständigen. 

Eine Curve dritter Ordnung hat im Allgemeinen n.eun Wendungspuncte. Wenn wir 
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durch irgend zwei derselben eine gerade Linie legen, so schneidet diese Linie die Carre 
noch in einem dritten dieser WenduDgspuncte. Eben diefs ist der Satz der 320. Nummer. 
Es läfst sich also der allgemeinen Gleichung der Curven dritter Ordnung so oft auf ver- 
schiedene Weise die Form der Gleichung (1) geben, als aus neun Elementen sich sol- 
che Combinationen zu drei bilden lassen, unter denen nicht zwei sich befinden, in denen 
dieselben beiden Elemente vorkommen*). Wir erhalten hiemach eine zwölf fache Zu- 
sammenstellung, der, wenn wir die neun Wendungspuncte durch P| Qy Ry Pi« P2» Qi» 
Q2, Ri und R2 bezeichnen, das folgende Schema entspricht: 

PQR; 

PPiP., QQxQa, RRiRa? 

PQ1R2, PQ2R1, QPiRa, QP2R1, RPiQ«. RP2Q1; 

PiQiRi, P.Q.R2. 

Wir haben in Beziehung darauf, dafs von den neun Wendungspuncten immer drei reell 
und sechs imaginär sind, hier vier verschiedene Fälle zu unterscheiden. Es geht von den 
zwölf verschiedenen Linien S, welche den zwölf Gruppen des vorstehenden Schema ent- 
sprechen, eine durch die drei reellen Wendungspuncte; jede von dreien dieser Linien 
verbindet einen der drei reellen Wendungspuncte und eines der drei Paare zusammenge- 
höriger imaginärer Wendungspuncte. Die tibrigen acht Linien S sind imaginär, nur mit 
dem Unterschiede y dafs- sechs derselben sich paarweise in den drei reellen Wendungs- 
puncten schneiden, und die zwei übrigen keinen reellen Punct mit der Curve gemein ha- 
ben. Den somit unterschiedenen vier Fällen entsprechen, wenn wir, um das Imaginäre 
in Evidenz treten zu lassen, durch die Buchstaben des lateinischen Alphabets reelle ganze 
und lineare Functionen bezeichnen, die folgenden vier Formen der allgemeinen 

Gleichung: 

pqr+jMS® = 0^ 

p(p'+pY:ri) (p'_p'y3iH-^i8,» = o, 

p(q'±p''l/^ri) (r'=pr"K31) + (^,±y/_l) (s, ± s'^ldf )» = 0, 
(p'±p">Cn) (q'dbq">C:i)(r'±r"K:ri) + (^3±^'3VCri)(s,dbs'3V^ = 0. 
Wir müssen in dem obigen Schema die drei reellen Wendungspuncte durch solche 
drei Symbole bezeichnen, die in derselben Gruppe vorkommen, und für die sechs ima- 
ginären die Bezeichnung so wählen, dafs in drei andern Gruppen die. drei Paare zusam- 
mengehöriger imaginären mit den drei reellen Wendungspuncten sich zusammenfinden. 
Nehmen wir etwa, hiermit in Uebereinstimmung, P, Q und R für die drei reellen Wen- 
dungspuncte, mit denen bezüglich die zusammengehörigen imaginären Pi und P3, Q^'und 
Q2, und Ri und R^ auf denselben drei geraden Linien liegen, so, beziehen sich die vier 
Horizontal- Columnen des Schema auf die vier verschiedenen Fälle und die entsprechen- 
den vier verschiedenen Formen der allgemeinen Gleichung der Curven dritter Ordnung. 
323. Die directe Nachweisung, dafs, und. unter welchen Modificationen, die allge- 



* ) Nicht jede Anzahl yon Elementen ist von der Art, dafs sie sich so za drei groppiren lassen, dals in den 
verschiedenen Gruppen alle Combinationen zweier Elemente vorkommen und jede derselben nur ein ein- 
ziges Mal. Wenn m die Anzahl solcher Elemente und n irgend eine ganze Zahl, Null nicht aqsgeschlos* 
sen, bedentet, so überzeugt mansch leicht, dafs m ron der Form 6n+3 Sein mufs. Die Anzahl der 
verschiedenen Gruppen beträgt alsdann ein Drittel der Anzahl der Combinationen von m Elementen zo 

zwei , mithin -y • -= , und jedes Element kommt in — - — verschiedenen Gruppen vor. 
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meine Gleichung des dritten Grades zwischen zwei veränderlichen Grdfsen sich immer auf 
die Form der Gleichung (1) bringen lasse, beruht auf der Discussion von Gleichungen» 
die wenigstens den 12. Grad erreichen, und die wir auf dieselbe Weise, als wir es im er- 
sten Paragraphen dieses Abschnittes bei einem analogen Gegenstande gethan haben, einlei- 
ten können. Was dort aber leicht war, weil die bezügliche Umformung nur auf einzige 
Art Statt fand, wird hier, wenigstens praktisch, unausführbar. Allen diesen algebraischen 
Entwicklungen sind wir in der Discussion der vorigen Nummer überhoben worden, indem 
wir die Form der Gleichung (1) mit dem schon bewiesenen Resultate, dafs eine Curve 
dritter Ordnung, im Allgemeinen, nenn Wcndungspuncte und unter diesen immer drei 
reelle und sechs imaginäre hat, in Verbindung gebracht haben. Wir können aber den 
Gesichtspunct für diese Discussion noch höher wählen, indem wir die Nothwendigkeit 
des eben erwähnten Resultates, durch unmittelbare Betrachtungen, ebenfalls wiederum aus 
der Form der Gleichung (1) herleiten. 

Weil nemlich 1) die Gleichung (1) so viele Constante als die allgemeine Gleichung 
des dritten Grades zwischen zwei veränderlichen Gröfsen einschliefst, so kann diese Glei- 
chung, bei reeller oder imaginärer Constanten -Bestimmung, immer in jene übergehen. We- 
nigstens bat also eine Curve dritter Ordnung drei Wcndungspuncte, die in gerader Linie 
liegen, und entweder reell oder imaginär sind. 

2) Eine Curve dritter Ordnung kann nicht mehr als drei reelle Wcndungspuncte 
haben. Denn die gerade Linie, welche irgend zwei reelle Wcndungspuncte verbindet, 
schneidet die Curve noch in einem dritten reellen Puncte, der ebenfalls ein Wendungß- 
punct ist; und es gibt kein System von mehr als drei reellen Puncten, von denen )e zwei 
mit einem und nur mit einem einzigen dritten in gerader Linie liegen. 

3) Die imaginären Wcndungspuncte sind in gerader Anzahl vorhanden und gehören 
noihwendig paarweise so zusammen, dafs eine reelle gerade Linie durch die beiden Puncte 
jedes Paares geht und also die Curve aufserdem noch in einem reellen Wcndungspuncte 
schneidet Es gibt hiemach doppelt so viele imaginäre als reelle Wendungspuncte. Denn, 
da in der Gleichung (1) die drei (reellen) Functionen p, q und r beliebig mit einander 
vertauscht werden können, so stehen die reellen Wendungspuncte alle drei in derselben 
Beziehung zur Curve, und offenbar kann einer derselben nicht mit mehr Paaren imaginä- 
rer Wendungspuncte in gerader Linie liegen als ein anderer. 

4) Es sind hiernach nur noch zwei Fälle möglich: entweder hat die Curve dritter 
Ordnung einen reellen und zwei imaginäre oder drei reelle und sechs imaginäre 
Wendungspuncte. Weil augenfällig die allgemeine Gleichung des dritten Grades nicht 
auf blofs einzige Art die Form (1) annehmen kann,, so ist der zweite Fall allein 
statthaft *). 

324. Wir können, weil eine Curve dritter Ordnung, im Allgemeinen, drei reelle 
Wendungspuncte hat, jede Curve dieser Ordnung durch die Gleichung: 

pqr-h^* = 0, (1) 

unter der Beschränkung, dafs p, q, r und s reelle Functionen bedeuten, auf einzige 



*) Wir könnten auch noch aas der Note zar 322. Nammer Argumente hernehmen, am das Obige za be- 
stätigen. Es können z. B. nicht nenn Wendungspuncte und unter diesen vier Paare imaginärer vorhan- 
den sein. Dann mufste nemlich der einzige reelle Wendungspanct mit diesen vier Paaren auf vier ver- 
schiedenen geraden Linien liegen und sonst in keiner Combination mehr vorkommen. Die Anzahl der 
ifflaginSren Wendungspnncte möfate also ebenfalls von der Form (6n+3) sein. 



286 Dritter Abscho. , Die Gurven dritter Ordnung» 

Weise darstellen. Die particulärea Fälle ergeben sich, indem wir Yoraussetzimgen dar- 
über machen, dafs Wendongspuncte und Wendangstangenten unendlich weit liegen. Liegt 
ein Wendungspunct, etwa derjenige auf der Wendungstangente R, unendlich weit, so 
mulis die Linie S derselben parallel sein, und wir erhalten die folgende Form: 

pqr+/u(r+x)» = 0. (2) 

Die Wendungstangente R ist alsdann eine osculirende Asymptote der Curve. Liegen 
die Wendungspuncte alle drei unendlich weit, wonach die drei Linien P, Q und R os- 
culirende' Asymptoten sind, so kommt, indem die Function s auf eine blofse Constante 
sich reducirt: 

fqr+fi = 0. (3) 

Wenn ein Wendungspunct zugleich mit der bezflglichen Wendungstangente unend- 
lich weit liegt, so mufs die dieser Tangente entsprechende Function auf eine Constante 
sich redudren, wonach die allgemeine Gleichung (1) etwa die folgende Form annimmt: 

pq+^® = 0. (4)' 

Es kann überdiefs einer der beiden übrigen Wendungspuncte unendlich weit liegen, wor« 
ans die folgende Form hervorgeht: 

pq+Kq+^)' = 0- (5) 

Es können endlich zwei Wendungspuncte zugleich mit den beiden bezflglichen Wendungs- 
tangenten unendlich weit liegen. Diesem Falle entspricht die Form: 

p+ius* = 0. - (6) 

Auf die vorstehende Weise erhalten wir sechs sich einander unterordnende Arten 
von Curven dritter Ordnung, indem wir blofs aus der Betrachtung der drei reellen Wen- 
dungspuncte den Eintheilungsgrund hernehmen. Da immer sechs Wendungspuncte ima- 
ginär und also ihre Spur für's Auge nicht vorhanden ist, so ist dieses neue Princip der 
Eintheilung allerdings statthaft, nur müssen wir, wenn wir weiter ins Einzelne gehen und ^ 

namentlich in Rücksicht auf Doppelpuncte, Analogien aufgeben, die uns bisher als bedeu- 
tungsvoll entgegengetreten sind. Wir erhalten die weiteren Unterabtheilungen, wenn wir 
auf die Natur der Asymptoten der Curve Rücksicht nehmen. Unmittelbar können wir 
auch in der Form der obigen Gleichungen in Evidenz treten lassen, dafs zwei Wendungis- 
Tangenten parallel sind. 

323, Wir wollen, um zur Betracfitung der Doppelpuncte überzugehen, die Glei- 
chung (1) unter der folgenden Form schreiben': 

(ptftr+itt = U = 0, (1) 

indem wir . x 

p. q r 

nehmen. Zugleich wollen wir, mit Rücksicht darauf, dafs /i ein unbestimmter Coeffi- 
cient ist: 

q>+i^'¥'X = ßf oder p+q^-r = /?6, (2) 

setzen (18), wonach 

d(p+dxp+dx = 0. <3) 

Wenn die Curve (1) überhaupt einen Doppelpunct hat, so bestehen für diesen, zu- 
gleich mit der Gleichung der Curve, die folgenden beiden Gleichungen: 

dy ' itf, "' 

die, mit Berttcksichtiguiig der Gleichung (3), in die folgenden beiden sich entwickeln: 
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and aoch darck die nachstehenden ersetzt werden können: 

q(r-p) = 0, p(r-q) = 0. (4) 

Diese beiden Gleichungen werden zugleich befriedigt , wenn irgend zwei der drei Functio- 
nen p, q und r verschwiDdeo. Wenn die Gleichung der Gurre (1) ebenfalls befriedigt 
werden soll, indem wir etwa q = und r = setzen, so ist nothwendig s ^ q+xr, 
wonach die Gleichung (1) sich folgendergestalt particularisirt: 

pqr-Hfi(q+^r)' = 0. 
Der bezügliche Doppelpunct ist alsdann ein solcher, in welcheoi zwei reelle Zweige 
sidi schneiden. 

Die beiden Gleichungen (4) werden aber auch dann befriedigt, wenn wir 

P = q = r==i/*8 
setzen. Wenn zugleich die Gleichnog der Curve bestehen soll, muCs fi durch folgende* 

Gleidiung gegeben sein: 

In diesem Falle ist der Doppelpunct ein isolirter Punct Da, nach den identischen 
Gleichungen (2), die Linie S durch die Gleichung: 

p-l-q+r = 0, 
dargestellt wird, so ist der fragliche isolirte Punct der Pol dieser Linie, in Beziehung auf 
das Ton den drei Linien P, Q und R gebildete Dreieck (14). 

Wenn eine Curve dritter Ordnung einen conjugirten Punct hat, so is.t 
derselbe der Toi derjenigen geraden Linie, welche die drei reellen Wen- 
dungspuncte der Curve verbindet, in Beziehung auf das von di^n drei be- 
züglichen Wendungstangenten gebildete Dreieek. 

Hiernach lädst sich sogleich durch eine lineare Construction der isolirte Punct be- 
stimmen, wenn die drei Wendungspnncte und Wendungßtangenten gegeben sind, und an- 
dererseits ergeben sich unmittelbar die drei Berührungspuncte auf den Wendungstangenten, 
wenn diese und der isolirte Punct gegeben sind. 

Wir bemerken, wie die Form der Gleichung (1) sich particularisirt, wenn zwei reelle 
Zweige der bezQglichen Curve sich schneiden, und wie nur eine besondere Bestimmung 
di^r Cönstante fi erfordert wird, wenn die Curve einen conjugirlen Punct hat Diese Un- 
gleichmlliBigkeit in der Bestimmung der beiden Hauptarten von Doppelpunoten .liefise allein 
f&r sich schon die Existenz der imaginären Wendungspnncte erschliefsen« Die voUstön- 
dlgie Symmetrie tritt aber dann wieder ein, wenn wir neben die Fundamental -Gleichung 
der 324. Nummer die folgende stellen, in der die imaginären Wendungspnncte in Evi- 
denz treten: 

p(q«+xV)+f*s® = 0. 
In dem besondem Falle eines Rückkehrpunctes können die id^tischen Gleichungen 
(2), im Allgemeinen, nicht statuirt werden. Diesen Fall können wir aber in der folgen- 
den Form: 

pq*+>8» = 0, 
in -welche die Formen der Gleichung (1) der eben angezogenen Nummer und der vorste- 
henden Gleichung zusammenfallen, unmittelbar in Evidenz bringen« Dann existirt nur noch 
ein einziger und zwar reeller Wendungspunct. 

326. Wenn eine Curve dritter Ordnung durch die Gleichung: 

pqr+fis* ^ ü = 0, 
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und auf ihrem Umfange irgend ein Punct, dem die besondem Functionen -Wertbe p', q' 

r' und s! entsprechen mögen, gegeben sind, so erhalten wir, nach der 147. iNummer, für 

die Tangente in diesem Puncte die Gleichung: 

du du . du ^ du 

_.p + _.q + _.r + — .s = 0, 

vrohei die partiellen Differential- Co efficienten auf die besondem Functionen -Werthe m 
beziehen sind. Die Torstehende Gleichung entwickelt sich in die folgende: 

qVp+pVq+p'qV-4-3ii«'^8 = 0. 
Wenn \nr auf der bezüglichen Tangente beliebig einen Punct annehmen, so befriedige 
die Functionen -Werthe, die demselben, entsprechen, und die wir durch p^, q®, r^ and sf 
unterscheiden wollen, diese Gleichung. Setzen wir diese Werthe ein und betrachten dann 
p\ q', r' und s' als veränderlich, so stellt die resultirende Gleichung: 

p®qr-4-q*prH-r"pq-|-3jM8V = 0, 
einen Kegelschnitt dar. Dieser Kegelschnitt geht durch den Berührungspunct auf der obi- 
gen Tangente, er geht gleichermafsen durch die sechs Berührungspuncte auf allen sechs 
Tangenten, welche durch den fraglichen Punct sich im Allgemeinen an die Curve dritter 
Ordnung legen lassen. Wenn wir insbesondere diesen Punct auf der Linie S annehmen, 

so ist s® = 0, wonach 

p04.qO^,.o _ 0^ 

und die letzte Gleichung in die folgende übergeht: 

pV+qV+^V? = 0. (5) 

Diese Gleichung wird befriedigt, wenn irgend ^wei der drei linearen Functionen p, q und. 
r verschwinden; sie wird es, wenn wir die vorhergehende Bedingungs- Gleichung berück- 
sichtigen, auch dann, wenn wir: 

p = q = r 
setzen. Der bezügliche Kegelschnitt geht also, einerseits, durch die drei Winkelpuncte 
des von den Wendungstangenten gebildeten Dreiecks, und andrerseits durch den Pol der 
Linie S, in Beziehung auf eben dieses Dreieck. 

Wenn der Punct, von welchem aus die Tangenten gezogen werden, insbesondere ein 
Wendungspunct ist, so fallen in die bezügliche Wendungstangente, etwa in R, drei der 
sechs Tangenten zusammen, und der fragliche Kegelschnitt (5) artet in ein System von 
zwei geraden Linien aus« Die eine dieser beiden geraden Linien ist die Wendungstan- 
gente selbst, die Gleichung der andern ergibt sich sogleich aus der Gleichung (5); indem 
wir nemlich r^ = setzen und den Factor r vernachlässigen, kommt: 

qOp^-röq = 0. 

Die sechs Berührungspuncte auf denjenigen sechs Tangenten einer 
Curve dritter Ordnung, welche, von irgend einem Puncte der Linie S aus, 
an die Curve sich legen lassen, liegen auf einer Curve zweiter Ordnung, 
welche durch die drei Winkelpuncte des von den Wendungstangenten 
gebildeten Dreiecks und den Pol der Linie S, in Beziehung auf dieses 
Dreieck, geht. Von jedem der drei Wendungspuncte lassen sich nur noch l\ 

drei Tangenten an die Curve legen, und die drei Berührungspuncte auf f^ 

denselben liegen in gerader Linie. Die drei geraden Linien, welche man 1^ 

auf diese Weise erhält, gehen durch die drei Winkelpuncte des obigen [^ 

Dreiecks und schneiden sich alle drei im Pole der Linie S. \f 

Nach dem vorstehenden Satze entspricht jedem Puncte der Linie S ein Kegelschnitt, i^ 

der 1^ 
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der durch vier feste Pimcfe geht, und, umgekehrt, jedem solchen Kegelschnitte ein 
Ponct der Linie S» in der Art, dafs, wenn noch irgend ein Ponct von jenem gegeben is^ 
dieser sich auf lineare Weise bestimmen iäfst. Wenn wir nemlich einen Ponct des Ke- 
gekchnittes durch die besondem Funclionoi-Werthe p,, qi und ri untencheiden, und 
dann drei Constante n^ m ond q so bestimmen, dafis 

npi = xq, = pr„ (6) 

so ist die Gleichung der Polaren dieses Punctes: 

np+xq+QT = Ol 
Die Gleichung des Kegebchntttes gibt aber auch: 

und wenn wir die Gleichungen (6) berücksichtigen: 

np^+xq^+QT^ = 0; 
woraus wir sehen, daüs die Polare des fraglichen Punctes durch den zu bestimmenden 
Ponct auf der Linie S geht. 

Hieran künpft sich dne bemerkenswerthe Constmction der Aufgabe, in einem Puncte 
einer Oure dritter Ordnung die Tangente zu ziehen, wenn, ander diesem Puncte, die 
drei Wendungspuncte und die Tangenten in denselben gegeben sind, die Curye selbst 
aber nicht gezeichnet ist. Man braucht nemlich nur (14) in Beziehung auf das Ton 
den drei Tangenten gebildete Dreieck die Polare des gegebenen Punctes zu construiren. 
Die verlangte Tangente verbindet alsdann den gegebenen Punct mit dem Durchschnitte 
dieser Polaren und der Linie S. Wir sehen zugleich, daCs diese Constmction dann un- 
bestimmt wird, wenn der gegebene Punct mit dem Pole der Linie S zusammenfällt und 
ako dieser Punct ein conjugirter Punct der Curve ist (325). Wenn insbesondere der ge- 
gebene Ponct der Schwerpunct des Dreiecks der Wendungstangenten ist, so ist die be- 
zügliche Tangente der Linie S parallel. 

Die Constmction des BerQhrungspunctes, wenn, umgekehrt die Tangente gegeben is^ 
ist im Allgemeinen vom zweiten Grade, und redndrt sich nur in denFälloi, dais die Tan- 
gente entweder durch einen der drei Wendungspuncte oder durch den Durchsdmitt zweier 
der drei Wendungstangenten, oder endlich durch den Pol der Linie S geht, auf den er- 
sten Grad. 

In die Discussion particulSrer Falle kann ich hier nicht eingehen. 
327« An die neue Form der allgemeinen Gleidiung, die wir diesem Paragraphen zo 
Grande gelegt haben, schlieCBcn sich neue Constmctionen der Curren dritter Ordnung an, 
die wir kniz berfihren wollen. Wir können nemlich, indem wir eine neue unbestimmte 
Constante m einführen, die allgemeine Gleichung anf folgende Weise schreiben: 

p(qr+xs')+s*(fis— xp) == 0, 
und dann beCrie^gen, indem wir zugleich: 

qr+xs* ^ 0, fis — xp = 0, 

setzen. Die erste dieser beiden Gleichungen stellt einen Kegelschnitt dar, welcher die 
beiden Wendungstangenten Q ^/M R auf der Linie S, mithin in den bezfiglirhen Wen- 
dang^uncten berührt; die zweite Gleichung stellt eine gerade Linie dar, die darA den 
dritten Wcndungspupct geht. Die beiden Durchschnitte jenes Kegelschnittes ond dies^ 
geraden Linie liegen auf der zu construirenden Curre, und wenn einer dieser beiden 
IHirclischnitte gegeben ist, eipbt sich der andere anf linearem Wege, auch ohne dals es 
nmhig wäre, den Kegelschnitt selbst zn zeichnen. Wenn also die drei VTendung^oncte 
die drei Wendungstangenten und au&erdem noch irgend ein Punct einer Corre 
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dritter Ordoong gegeben sind, fl^ können wir sogleich denjenigen neuen Punct der Curve 
bestimmen, welcher auf derjenigen geraden Linie liegt , die den letztgenannten Punct mit 
jedenr der drei Wendungspuncte verbindet. Auf diesem Wege erhalten wir zunächst drei 
und dann beliebig viele neue Puncte der Curre. 

328. Wir können, durch Einführung einer neuen unbestimmten Constanten , der all- 
gemeinen Gleichung auch die folgende Form geben: 

p(qr+xps)+8(,tt8* — xp*) s= 0, 
und also dieselbe befriedigen, indem wir zugleich 

qr+xps = 0, jtis' — xp' =s 0, 

setzen. Die erste dieser beiden Gleichungen stellt irgend einen Kegelschnitt dar, welcher 
durch die beiden Wendungspuncte auf den geraden Linien Q und R und durch die bei- 
den Durchschnitte derselben mit der dritten Wendungstangente geht. Die zweite Glei- 
chung stellt ein System von zwei geraden Linien dar, welche mit den Linien P und 
S vier Harmonicalen bilden. Die vier Durchschnitte dieses Systems mit jenem Kegel- 
. schnitte liegen auf der zu construirenden Curve. Ist einer dieser vier Durchschnitte gege- 
ben, so erhalten wir, nach dem Pascal sehen Satze, durch eine lineare Construction so- 
gleich einen zweiten. Die Construction der beiden übrigen ist vom zweiten Grade. Hier« 
aus fliefst eine zweite allgemeine Construction einer Curve dritter Ordnung, wenn ihre 
drei Wendungspuncte und Wendungstangenten und aufserdem noch irgend ein Punct der- 
selben gegeben ist. 

Wenn statt des Punctes der Curve eine Tangente derselben gegeben ist, so kutanen 
wir nach der 326. Nummer den Berfihmngspnnct auf derselben bestimmen. Da diese Be- 
stimmung, im Allgemeined, eine zwiefache ist, so erhalten wir auch zwei verschiedene Cur* 
ven dritter Ordnung. 



329. Neben den Curven dritter Ordnung stehen die Curven dritter Classe. An 
diese Curven lassen sich, von einem gegebehen Puncte aus, drei Tangenten legen; sie 
werden durch die' allgemeine Gleichung des dritten Grades zwischen zwei veränderlich^! 
Gröfsen, wenn wir diesen die Bedeutung linearer Linien - Coordinaten beilegen, darge- 
stellt. Die Discussion derselben Formen, unter welchen wir diese Gleichung im dritten 
Abschnitte behandelt haben, liefert uns auch die Eigenschaften der neuen Curven. Nameint- 
lieh tritt ans die Form: 

pqr+^S* = 0, 
mit der wir uns zuletzt beschäftigt haben, hier bedeutungsvoll entgegen. Es hat eine Corre 
dritter' Classe im Allgemeinen drei reelle und sechs imaginäre Rückkehrpuncte (d^d 
Wendimgstangenten der Curven dritter Ordnung entsprechend). Die Tangenten in d^i 
drei reellen Rückkehrpuncten schneiden sich in einem und demselben Puncte. Stellen wir 
diesen durch die Gleichung s = und jene durch die ^^ichungen p ac O; q = and 
r =1 dar, so ist die letzte Gleichung bei gehöriger Bestimmung von jce die Gleicfaong 
der Curve. Nach den Entwicklungen des zweiten Paragraphen des ersten Abschnittes 
können vrir durch Particularisation der vier linearen Functionen ausdrücken, daCs die be- 
züglichen Puncte unendlich weit rücken, und erhalten alsdann eben so viele besondere 
Arten von Curven dritter Classe. Hier aber, wo das Unendliche besonders hervortritt^ 
hört die Analogie mit den Corven dritter Ordnung auf, weil das Unendlichweitrücken eines 
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Pnnctea dem UnendUcbweitrflckeD einer geraden Linie keinesweges vollständig analog ist. 
Weitere Unterscheidungen der Curven dritter Ciaase liefert die Betrachtung der Asym- 
ptoten« Eine solche Curve kann sechs, vier und zwei geradlinige Asymptoten ha« 
ben, und diese können in UebergangsfäUen auch durch krummlinige ersetzt werden; 
die Curve kann auch ganz im endlichen Räume eingeschlossen sein. Hiernach 
kommen verschiedene Formen zum Vorschein, die mannigfaltiger sind, als die Formender 
Cnrven dritter Ordnung; doch eine bildliche Anschauung derselben zu geben, ist hier nicht 
mOglidi, Die Construction der Curven dritter Classe durch ihre Tangenten ist eben so 
leicht als die Construction der Curven dritter Ordnung durch ihre Piincte; und, wie wir 
hier in jedem Puncte die Tangente (326), können wir dort, auf jeder Tangente den Be** 
rfihrungspunct, sogleich construiren. 

Im Allgemeinen hat eine Curve dritter Qasse keine Doppeltangente, in besondern 
Fallen kann eine solche vorhanden und auf derselben alsdann die beiden BerQhrungspuncte 
entweder reell oder imaginär sein. In dem letztern Falle ist die Doppeltangente eine 
ganz von der Curve isolirte gerade Linie. Die beiden Berührungspuncfe können end- 
lich auch zusammenfallen, alsdann ist die Doppeltangente eine Wendungstangente« 
Wenn eine Curve dritter Classe eine Doppeltangente hat, so vertritt diese sechs Rück- 
kehrpuncte, die entweder alle sechs oder von denen vier imaginär sind, je nachdem die 
Doppeltangente zwei imaginäre oder zwei reelle Zweige berührt. In dem ersten Falle 
behält die Curve also ihre drei reellen Rückkehrpuncte, und die isolirte Doppeltangente 
ist alsdann die Polare des geitieinsamen Durchschnittspunctes der Tangenten in den drei 
Rückkehrpuncten, in Beziehung auf das von diesen Puncten gebildete Dreieck. Wenn 
die Cnrve eine Wendungstangente hat, so ist aufserdem nur noch ein einziger und zwar 
reeller Rückkehrpunct vorbanden* 

330. Ich halte es für überflüssig, nach dem Princip der Reciprocität, auch nur eine 
dnzige Eigenschaft der Curven dritter Ordnung auf die Curven dritter Classe zu Über* 
tragen. Diese Uebertragungsweisen sind bekannt genug. Dagegen will ich schliefslich 
Aofklämng über einen Gegenstand geben, an dem bisher alle Anstrengungen der Geome- 
ter gescheitert sind. Wir können die Frage, die eine Lebensfrage für die allgemeine 
Theorie der Curven ist, auf folgende Weise stellen: „Eine gegebene Curve n. Ordnung 
hat zu ihrer Polar- Curve eine Curve der n(n — 1). Ordnung, und diese gegenseitig zu der 
ihrigen die gegebene der n, Ordnung. Wie kommt es, dafs die Ordnung der Polar-Curve, 
die für die n(n — 1). Ordnung im Allgemeinen bis zur n(n — l^[D(n — 1) — 1]. ansteigt, 
sich hier insbesondere auf n., also um n^(n — 2) JEinheiten reducirt?'' 

Da f ür n ^ 2 keine Reductiön und keine Schwierigkeit Statt findet, wollen wir die 
vorstehende Frage zuvörderst für den Fall, dafs n = 3, und dann für jeden beliebigen 
"Werth von n beantworten. 

Eine Curve dritter Ordnung hat 9 Wendungstangenten; ihre Polar-Curve ist von der 
6. Ordnung und hat 9 Rückkehrpuncte, die )enen Wendungstangenten entsprechen. Im 
Allgemeinen hat eine Curve der 6; Ordnung eine Polar-Curve von der 30. Ordnung; für 
leden Rückkehrpunct der Curve reducirt sich diese Ordnung um 3 Einheiten ; in dem vor- 
liegenden Falle also im Ganzen um 27 Einheiten, so dafs wir wirklich zur Ordnung der 
orsprünglichen Curve zurückkommen. 

Wenn die Curve dritter Ordnung insbesondere einen Doppelpunct hat, so hat sie 
aolserdem im Allgemeinen nur noch drei (reelle oder imaginäre) Wendungstangenten. Ihre 
Polar-Curve reducirt sich, des Doppelpunctes wegen, um 2 Ordnungen; sie ist von der 
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4. Ordnung und hat eine Doppelfangente und drei Rückkehrpnncte. Eine Curve der 4. Ord- 
nung hat im Allgemeinen eine Polar- Curve von der 12. Ordnung* Diese Ordnung redudrt 
sich aber in dem vorliegenden Falle, der drei RCickkehrpuncte wegen, um dreimal 3 Ein- 
heiten, so dafs sie wieder auf die 3. heruntersinkt. 

Wenn die Curve einen Rückkehrpunct hat, so hat sie nur noch eine einzige 
Wendungstangente. Ihre Polar- Curve reducirt sich, des Rfickkehrpunctes wegen, auf die 
dritte Ordnung. Beide Curven sind zugleich von der dritten Ordnung und der dritten 
Classe. Jede hat eine Wendungstangente, die dem RQckkehrpuncte der andern entspricht 

Nach dem 6. Paragraphen, auf den ich mich hier stillschweigend öfter bezogen habe^ 
hat eine Curve n. Ordnung 

3n(n — 2) 
Wendungstangenten, und eben so viele Rückkehrpnncte hat ihre Polar-Cnrve der n(n — 1). 
Ordnung. Wenn wir gegenseitig die Polar- Curve bestimmen, so reducirt sich, der Rück- 
kehrpnncte wegen, die Ordnung derselben zunächst um 9n(n — 2) Einheiten. Die Re- 
duction, die hiernach, wenn n>-3, unerklärt bleibt, beträgt noch n'(n — 2) — 9n(n — 2) 
=: n(n— 2)(n^ — 9) Einheiten. Sie wird durch die Doppeltangenten der ursprünglichen 
Curve, denen eben so viele Doppelpuncte ihrer Polar* Curve entsprechen, bedingt. Da 
jeder dieser Doppelpuncte eine ReductioH von 2 Einheiten mit sich bringt, so würde hier- 
nach die Anzahl dieser Doppelpuncte, und also auch die Anzahl jener Doppeltangenten 

^n(n — 2)(n*— 9) 
betragen. 

Es ist hiemach, zum Beispiel, die Polar -Curve einer Curve 10. Classe defshalb auch 
blofs nur von' der 10. Ordnung, weil diese Curve 240 Rückkehrpnncte und 3640 Dop- 
pelpuncte hat. Die Ordnung der Polar- Curve erleidet dadurch eine Reduction von 
3 . 240 -f- 2 . 3640 = 8000 Einheiten. Aehnlich ist die Polar- Curve einer Curve 10. Ord- 
nung auch nur von der 10. Classe, weil diese Curve 240 Wendungstangenten und 3640 
Doppeltangenten hat. 
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sUtt 9) wir aas gleichem Orunde als früher das obere Zeichen nehmen müssen'^ 

lies ,,entweder das untere oder obere Zeichen gilt^^ 

nach 9)8o'^ ist einzuschalten: ,, liegen entweder die drei Berührungs- 

puncte in gerader Linie, oder es^^ 

st. Linin 1. Linie. 

st. Beziehung 1. Bezeichnung. 

st. i 1. |. 

st. Ort, zwei 1. Ort für zwei. 

st. (p-Hö) 1. (p-l-o)x. 

st. ^* 1. Q, 



st. & 1. w. 



st. (cotgn-heoigx — 2col^^) 1. (coign^cotgxy, 
st. umhült 1. umhüllt, 
st. könnten 1. konnten. 

nach „und^^ mufs der Satz auf folgende Weise schlieÜBen: „ihre vier imagi- 
nären Wendungspuncte verliert. ^^ 
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